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Κελύφη Εκ Περιστροφής – Μεµβρανική Θεωρία 
Τυχαία Φόρτιση 
Ανάπτυξη φόρτισης σε σειρές Fourier: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

q q n q nφ φ φφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.1) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

sin cosn n
n n

q q n q nθ θ θφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.2) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

q q n q nφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.3) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

T T n T nφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.4) 

Τα εντατικά µεγέθη θα αναζητηθούν και αυτά µε τη µορφή σειρών Fourier ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

N N n N nφ φ φφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.5) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

N N n N nθ θ θφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.6) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

sin cosn n
n n

N N n N nφθ φθ φθφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.7) 

όπου οι πρώτοι όροι αντιστοιχούν στους συµµετρικούς όρους της λύσης και οι 

δεύτεροι στους αντισυµµετρικούς, όπως τους διαπλέκουν οι εξισώσεις. 

Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις ισορροπίας µετά τις παραγωγίσεις και την συλλογή 

των όρων cos(nθ) και sin(nθ) προκύπτουν σχέσεις της παρακάτω µορφής: 
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 [ ] [ ]
0 1

cos( ) sin( ) 0
n n

A n B nθ θ
∞ ∞

= =

+ =∑ ∑  (5.8) 

από τις οποίες λόγω της γραµµικής ανεξαρτησίας προκύπτει ότι: 

 0 0A Bκαι= =  (5.9) 

Έτσι λαµβάνουµε: 

 ( )1 cot cot
sin

n n
n n n

dN r nr N
N r q q

d r r
φ φ φ φθ

φ φ φ
θ θ

φ φ
φ φ

⎛ ⎞
+ + + = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.10) 

 
2

cot
sin sin

n n n
n n

dN r nN nqN r q
d r
φθ φ φ

φθ φ θ
θ

φ
φ φ φ

⎛ ⎞
+ + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.11) 

Από την επίλυση του συστήµατος για δεδοµένο κέλυφος εκ περιστροφής ( ),r rφ θ  και 

φόρτιση ( ), ,q q qφ θ  προκύπτουν οι συµµετρικοί όροι της λύσης. Ισχύει επίσης από 

την αλγεβρική εξίσωση ισορροπίας: 

 
N r

N qr
r
φ θ

θ θ
φ

= − −  (5.12) 

Αντίστοιχες σχέσεις ισχύουν και για τους αντισυµµετρικούς όρους. 
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Σφαιρικό Κέλυφος – Μεµβρανική Θεωρία 

Τυχαία Φόρτιση 

Για ένα σφαιρικό κέλυφος ισχύει r r Rφ θ= =  . Έτσι οι εξισώσεις γίνονται: 

 ( )2 cot cot
sin

n n
n n n

dN nN
N R q q

d
φ φθ

φ φφ φ
φ φ

+ + = − +  (5.13) 

 2 cot
sin sin

n n n
n n

dN uN nqN R q
d
φθ φ

φθ θφ
φ φ φ

⎛ ⎞
+ + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.14) 

οι οποίες είναι συζευγµένες µεταξύ τους. 

Εισάγοντας:  

 n n nS N Nφ φθ= +  (5.15) 

 n n nT N Nφ φθ= −  (5.16) 

Προσθαφαιρώντας τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτει: 

 
cos2cot

sin sin
n

n n n n
dS n nS R q q q
d φ θ

φφ
φ φ φ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
+ + = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.17) 

 
cos2cot

sin sin
n

n n n n
dT n nT R q q q
d φ θ

φφ
φ φ φ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
+ − = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.18) 

οι οποίες είναι της µορφής  

 ( ) ( ) 0du p u q
d

φ φ
φ
+ + =  (5.19) 

Πρόκειται δηλαδή για µία γραµµική εξίσωση, η λύση της οποίας είναι η ακόλουθη: 
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 ( ) ( )exp expu c q pd d pdφ φ φ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∫ ∫ ∫  (5.20) 

Οι λύσεις εκφράζονται ως εξής: 

 
( ) 2
2

cot 2 cos sin tan
sin 2sin

n
n

n n n n n
nS A R q q q dφ θ

φ φ φφ φ
φφ

⎡ ⎤⎛ ⎞+ ⎛ ⎞= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

  (5.21) 

 
( ) 2
2

tan 2 cos sin cot
sin 2sin

n
n

n n n n n
nT B R q q q dφ θ

φ φ φφ φ
φφ

⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎛ ⎞= − − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

  (5.22) 

Έτσι τα εντατικά µεγέθη προκύπτουν ως: 

 

( ) ( )

( )

( )

2

2
2

2
2

1 cot 2 tan 2
2sin

cot 2 cos sin tan
sin 22sin

tan 2 cos sin tan
sin 22sin

n n
n n n

n
n

n n n

n
n

n n n

N A B

nR q q q d

nR q q q d

φ

φ θ

φ θ

φ φ
φ

φ φ φφ φ
φφ

φ φ φφ φ
φφ

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞− + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎛ ⎞− − + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

 

  (5.23) 

 

( ) ( )

( )

( )

2

2
2

2
2

1 cot 2 tan 2
2sin

cot 2 cos sin tan
sin 22sin

tan 2 cos sin tan
sin 22sin

n n
n n n

n
n

n n n

n
n

n n n

N A B

nR q q q d

nR q q q d

φθ

φ θ

φ θ

φ φ
φ

φ φ φφ φ
φφ

φ φ φφ φ
φφ

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞− + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎛ ⎞+ − + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

 

  (5.24) 
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 n n n
r

N r q N
r
θ

θ θ φ
φ

= − −  (5.25) 

Αντίστοιχες σχέσεις προκύπτουν και για τους αντισυµµετρικούς όρους. 



 

«Θεωρία Κελυφών»  Β. Κουµούσης 

 

7

Ηµισφαιρικό Κέλυφος Στηριζόµενο Περιµετρικά σε 
Υποστυλώµατα υπό το Ίδιο Βάρος 

 

 

 

2β
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Φόρτιση: 

 cosq p φ=  (5.26) 

 sinq pφ φ=  (5.27) 

 0qθ =  (5.28) 

που είναι ανεξάρτητη του θ, δηλαδή n=0. 

Έτσι η ειδική λύση γίνεται: 

 
1 cos
pRNφο φ

−
=

+
 (5.29)

 
1 cos

1 cos
N pRθο φ

φ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟+⎝ ⎠
 (5.30)

 0Nφθο =  (5.31) 

Επίσης τίθεται 0o oA B= = , ώστε να εξαληφθεί ο απειριζόµενος όρος ( ) 12sin φ
−

 στην 

κορυφή φ=0. Για τους υπόλοιπους αρµονικούς όρους ισχύει: 

 0 1n n nq q q nφ θ για= = = ≥  (5.32) 

οπότε: 

 
( )
2

tan 2
, 1

2sin

n
n

n n n
B

N N N nφ θ φθ
φ
φ

= = − = − ≥  (5.33) 

όπου οι όροι 0nA =  για να εξαλείψουν τους όρους που περιέχουν ( )cot 2n φ  οι 

οποίοι απειρίζονται στην κορυφή (φ=0). Έτσι η γενική λύση γίνεται:  

 
( ) ( )2

,2 ,...

tan 2
cos

1 cos 2 sin

n
n

n

BpRN nφ
κ κ

φ
θ

φ φ

∞

=

−
= +

+ ∑  (5.34) 



 

«Θεωρία Κελυφών»  Β. Κουµούσης 

 

9

 
( ) ( )

2

2
,2 ,...

tan 2
sin

2 sin
n

n

BN nφθ
κ κ

φ
θ

φ

∞

=

= − ∑  (5.35) 

 
( ) ( )2

,2 ,...

tan 21 cos cos
1 cos 2 sin

n
n

n

BN pR nθ
κ κ

φ
φ θ

φ φ

∞

=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑  (5.36) 

όπου οι συντελεστές nB  προκύπτουν από τις συνοριακές συνθήκες στην στήριξη 

2φ π= , ενώ η Nφ  µηδενίζεται εκτός από τις θέσεις των υποστυλωµάτων, όπου 

ισούται µε το αντίστοιχο ποσοστό του συνολικού βάρους του κελύφους. 

Συνοριακές Συνθήκες για κ Υποστυλώµατα 

 ( ) ( )22 2R R Rρ π β κ ρπ βκ= −  (5.37) 

 ( )
( )

, 0

20,

2 2,

N R

R

φ ρπ βκ θ β

πβ θ βκ
π πρπ βκ β θκ κ

= − ≤ ≤

= ≤ ≤ −

= − − ≤ ≤

 (5.38) 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

,2 ,...
cos 1 , 0

2

2,

2 21 ,

n

n

B n pR

pR

pR

κ κ

πθ θ ββκ

πβ θ βκ
π π πβ θβκ κ κ

∞

=

= − ≤ ≤

= ≤ ≤ −

= − − ≤ ≤

∑

 (5.39) 

από όπου, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις των σειρών Fourier, λαµβάνουµε: 

 ( )2 sin
2
nB R nρ β

β
= −  (5.40) 

οπότε η λύση δίνεται ως : 
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( ) ( )2

,2 ,...

sin2 tan cos
1 cos 2sin

n

n

nR RN n
nφ

κ κ

βρ ρ φ θ
φ β φ

∞

=

− ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑  (5.41)

 

 

( ) ( )2
,2 ,...

sin1 2cos tan cos
1 cos 2sin

n

n

nRN R n
nθ

κ κ

θρ φρ φ θ
φ β φ

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

 
  (5.42) 

 
( ) ( )2

,2 ,...

sin2 tan sin
2sin

n

n

nRN n
nφθ

κ κ

θρ φ θ
β φ

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (5.43) 

Προκύπτει ότι 0Nφθ ≠  για  2
πφ =  . 

Παραµορφώσεις - Μετακινήσεις 
Οι παραµορφώσεις εκφράζονται µε τη µορφή σειρών Fourier ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

n nο
φ φ φε ε φ θ ε φ θ

∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.44) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

n nο
θ θ θε ε φ θ ε φ θ

∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.45) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

n nο
θ θ θε ε φ θ ε φ θ

∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.46) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

sin cosn n
n n

n nο
φθγ γ φ θ γ φ θ

∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.47) 

Οι συντελεστές Fourier εκφράζονται συναρτήσει των συντελεστών των εντατικών 

µεγεθών ως εξής: 
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 ( )1
n n n t nN v N a T

E hφ φ θφ θ φ
φ

ε = − +  (5.48) 

 ( )1
n n n t nN v N a T

E hθ θ φθ φ θ
θ

ε = − +  (5.49) 

 n
n

N
G h
φθ

φθ
γ =  (5.50) 

Αντίστοιχες εκφράσεις ισχύουν και για τους αντισυµµετρικούς όρους  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

u u n u nφ φ φφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.51) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

sin cosn n
n n

u u n u nθ θ θφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.52) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

cos sinn n
n n

w w n w nφ θ φ θ
∞ ∞

= =

= +∑ ∑  (5.53) 

Κινηµατικές  Σχέσεις 

Με βάση τις γενικές κινηµατικές σχέσεις ισχύει: 

 n
n n
du

r w
d
φ

φ φε φ
= +  (5.54) 

 sin cos sinn n n nr nu u wθ θ θ φε φ φ φ= + +  (5.55) 

 sin sin cosn
n n n

r du
r u nu

r d
θ θ

θ θ φ
φ

γ φ φ φ
φ

= − −  (5.56) 

Επιλύοντας τις δύο πρώτες λαµβάνουµε: 
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 n
n n

du
w r

d
φ

φ φε φ
= −  (5.57) 

 ( )1 sin cos sinn
n n n n

du
u u r r

n d
φ

θ φ θ θ φ φφ φ ε ε φ
φ

⎡ ⎤
= − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (5.58) 

οι οποίες αντικαθίστανται στην τρίτη εξίσωση. 

 ( )

( )

2
2 2 2 2

2

2

sin cos sin sin cos

sin sin

1 cos sin

n n
n

n n n

n n

d u dur r n u
r d rd

r dn r r r
r d

r r r
r

φ φθ θ
φ

φ φ

θ
θ θ θ φ φ

φ

θ
θ θ φ φ

φ

φ φ φ φ φ
φφ

γ φ φ ε ε
φ

ε ε φ φ

⎛ ⎞
− + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − − +

⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  (5.59) 

η οποία είναι µία γραµµική διαφορική εξίσωση, η γενική λύση της οποίας δίδεται από 

κλειστό τύπο. 
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ΚΕΛΥΦΗ  ΕΚ  ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ  
ΤΟ ΚΕΝΤΡΟ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ Κ2 ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ ΠΑΝΤΑ ΕΠΙ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ 

ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ 

 

Ισχύει: 

 2 or d r dβ θ=  (5.60) 

ή 

 2 o
dr r
d
θ
β

=  (5.61) 

Ισχύει επίσης: 

θ = β = 0 

θ 
ro dθ 

r2 

dβ Κ. Κ2 

Κ. Κ1 

rodθ 

z 



 

«Θεωρία Κελυφών»  Β. Κουµούσης 

 

14

 

 sinβ θ φ=  (5.62) 

Εφόσον φ=σταθερό, προκύπτει ότι: 

 sind dβ θ φ=  (5.63) 

από όπου 

 
1

sin
d
d
θ
β φ
=  (5.64) 

Αντικαθιστώντας την σχέση (5.64) στην (5.61) προκύπτει  

φ 

θ 

φ 

β 

ro 

φ
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 2 sin
orr
φ

=  (5.65) 

που αποδεικνύει ότι το Κ.Κ2 βρίσκεται επί του άξονα περιστροφής. 

 

Προσδιορισµός Ακτίνας Καµπυλότητας µε τη µορφή r=r(φ) 

 

 
( )3 / 221 y

r
y

′+
= ±

′′
 (5.66) 

Ισχύει ότι ds rdφ= , καθώς επίσης ότι cos dx dx
ds rd

φ
φ

= = . Συνεπώς προκύπτει ότι: 

 
1 sec

cos
dx dxr
d d

φ
φ φ φ

= =  (5.67) 

Επίσης: 

 

φ 

φ + dφ 

y 

x 

S+ 

x dx 

dy 

r 

dS 
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 ( )tan dy y x
dx

φ ′= − = −  (5.68) 

Έτσι: 

 ( ) ( )tanx f xφ φ= =  (5.69) 

και τέλος 

 
( )1

cos
dx

r
d
φ

φ φ
=  (5.70) 

 

Παράδειγµα: Έλλειψη 

 

 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  (5.71) 

 ( )
1/ 22

21 xy x b
a

⎛ ⎞
= ± −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.72) 

b 
α 

x 

y 



 

«Θεωρία Κελυφών»  Β. Κουµούσης 

 

17

 ( )
1/ 22

2 2
21

2
b x xy x

a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = ± − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 (5.73) 

 

1 / 22

2 21 tanb xy x
a a

φ
⎛ ⎞

′ = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓  (5.74) 

 
2

2
4 2

2

tan
1

b xή
a x

a

φ =
⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (5.75) 

από όπου: 

 
( )

4 2 2
2

2 2 2 1/ 22 2 2

tan tan
tan tan

a ax ή x
b a b a

φ φ
φ φ

= =
+ +

∓  (5.76) 

καθώς επίσης 

 
( )

2

1/ 22 2 2 2

sin

sin cos

ax
a b

φ

φ φ
= ±

+
 (5.77) 

Έτσι: 

 
( )

2 2

3 / 22 2 2 2

cos

sin cos

dx a b
d a b

φ
φ φ φ
= ±

+
 (5.78) 

 ( )
( )

2 2

3 / 22 2 2 2sin cos

a br
a b

φ
φ φ

= ±
+

 (5.79) 
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Κελύφη Εκ Περιστροφής 

 

Ισχύει: 

 1cos cosodr ds r dφ φ φ= ⋅ =  (5.80) 

 1sin sindz ds r dφ φ φ− = ⋅ =  (5.81) 

Επίσης: 

 1 cosodr r
d

φ
φ
=  (5.82) 

οπότε 

 1 sec odrr
d

φ
φ

=  (5.83) 

Κ. Κ1 

Κ. Κ2-dz 

-dro 

ro 

z 

ds = r1 dφ 

S

φ 

dφ 
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( )sin1 coscos

o o

dd d
r dr dr dz

φφ φφ= = =  (5.84) 

 
2

2
1

sin cos cosdz d z d d
ds ds r dds

φ φφ φ φ
φ

= − → = − = −  (5.85) 

 
2

2
1

1 1
cos

d z
r dsφ
= −  (5.86) 

Η σχέση αυτή χρησιµοποιείται για την ανάπτυξη της θεωρίας «χθαµαλών κελυφών». 

 

Όταν η γωνία φ κυµαίνεται σε χαµηλές τιµές, τότε: 

 cos 1φ  (5.87) 

 ds dx  (5.88) 

Έτσι: 

S

x 

φ 
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2

2
1

1 1
cos

d z
r dsφ
= −  (5.89) 

 

2

2
1

2

2
1

1

1

d z
r ds

d zή
r dx

−

−

 (5.90) 

 

ΕΛΛΕΙΨΟΕΙ∆ΕΣ 

 

 ox r=  (5.91) 

 
2 2

1or z
a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (5.92) 

 
( )

2
1/ 22 2 2 2

sin

sin cos
or a

a b

φ

φ φ
= ±

+
 (5.93) 

Χρησιµοποιούµε το πρόσηµο  +  για 0 φ π≤ ≤ . 

z 

ro 

b 

α x 



 

«Θεωρία Κελυφών»  Β. Κουµούσης 

 

21

 
( )

2 2

3 / 22 2 2 2

cos

sin cos
odr a b
d a b

φ
φ φ φ
= ±

+
 (5.94) 

 
( )

1
1

cos
dx

r
d
φ

φ φ
=  (5.95) 

Άρα: 

 
( )

2 2

1 3 / 22 2 2 2sin cos

a br
a bφ φ

= ±
+

 (5.96) 

 
( )

2

2 1/ 22 2 2 2sin cos

ar
a bφ φ

= ±
+

 (5.97) 


