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Μεµβρανική Θεωρία Κελυφών 

Ισχύουν οι ακόλουθες ισότητες: 

 1 2 12 21 1 20 , 0M M M M u u w= = = = = = =  (3.1) 

Άρα οι εξισώσεις ισορροπίας γίνονται: 
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 (3.2) 

Τότε οι σχέσεις παραµορφώσεων-µετακινήσεων γίνονται: 
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 (3.3) 

και οι συνοριακές συνθήκες είναι: 
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* *
n n n n

nt nt t t

N N ή u u

N N ή u u

= =

= =
 (3.4) 
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Εξισώσεις Για Κελύφη Εκ Περιστροφής 

Η 1η θεµελιώδης µορφή δίνεται ως εξής: 

 ( ) ( ) ( )2 2 22 2ds r d r dφ φ θ= +  (3.5) 

όπου 1R rφ→ , oR r→ , 2R rθ→  και sinr rθ φ= . 

 1 1 2 1 2, , ,oA R r A R r a aφ φ θ= = = = = =  (3.6) 

Συνθήκη Gauss:  

 cosdr r
d φ φ
φ
=  (3.7) 

Αντικαθιστώντας και παρατηρώντας ότι r, rφ  και  rθ είναι ανεξάρτητα του θ, 

προκύπτουν τα εξής: 

 cos 0
r N N

r N r q rrφ φθ
φ θ φ φ φφ

φ θ
∂ ∂

+ − + =
∂ ∂

 (3.8) 

 cos 0
r N Nr N r q rrφθ θ

φ φθ φ θ φφ
φ θ

∂ ∂
+ + + =

∂ ∂
 (3.9) 

 0
N N q
r r
φ θ

φ θ
+ + =  (3.10) 

και 
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w
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φ

φ
ε

φ
∂⎛ ⎞

= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (3.11) 
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1 cos sinu u w
r

ο θ
θ φε φ φ

θ
∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (3.12) 

 
1 1 cos

u u
u

r r
φ φο

φθ θ
φ

γ φ
φ θ

∂ ∂⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (3.13)  

 

Μεµβρανική Ανάλυση Κελυφών Με Ευθύγραµµες Γεννήτριες 
(Κυλινδρικά – Κωνικά) 

Ισχύει: 

 ( )lim
r

r d dxφ
φ

φ
→∞

=  (3.14) 

Στην περίπτωση των κυλινδρικών κελυφών ισχύουν οι ακόλουθες εξισώσεις 

ισορροπίας για ,x sφ θ→ → : 

 

 0x xs
x

N N q
x s

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 (3.15) 

 0xs s
s

N N q
x s

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 (3.16) 

x, ux 
 

w 

r 

θ 
s 
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 0s rN q+ =  (3.17) 

καθώς και  

 , ,o o ox s x s
x s xs

u u u uw
x s r s x

ε ε γ
∂ ∂ ∂ ∂

= = + = +
∂ ∂ ∂ ∂

 (3.18) 

Οι εξισώσεις επιλύονται ως προς τα εντατικά µεγέθη (ισοστατικό πρόβληµα) ως εξής: 

 sN qr= −  (3.19)

 ( )1
s

xs s
NN q dx f s
s

∂⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫  (3.20) 

 ( )2
xs

x x
NN q dx f s

s
∂⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫  (3.21) 

όπου f1(s), f2(s) αυθαίρετες συναρτήσεις που θα προσδιοριστούν από τις συνοριακές 

συνθήκες. Επίσης: 

 ( )1o
x x sx s x o

x
N v N at T

E h
ε = − +  (3.22) 

 ( )1o
s s xs x s o

s
N v N at T

E h
ε = − +  (3.23)

 o xs
xs

xs

N
G h

γ =  (3.24) 

Τέλος: 

 ( ) ( )3
1

x x sx s x o
x

u N v N at T dx f s
E h
⎡ ⎤

= − + +⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  (3.25) 
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 ( )4
1 x

s xs
xs

u
u N dx dx f s

G h s
⎡ ⎤ ∂

= − +⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦
∫ ∫  (3.26) 

 ( )1 s
s xs x s o

s

u
w r N v N at T

E h s
⎡ ⎤∂

= − + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 (3.27) 

όπου f2(s), f4(s) επίσης αυθαίρετες συναρτήσεις. 

Οι fi είναι συναρτήσεις µόνο του s και άρα οι Σ.Σ. µπορούν να επιβληθούν µόνο σε 

θέσεις όπου x = c. Έτσι επιλύονται µόνο τα κλειστά κελύφη. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
Έστω qx = 0 , ενώ qs, q και Τ θεωρούνται ως συναρτήσεις µόνο του s, τότε: 

 sN qr= −  (3.28) 

 ( )1
s

xs s
dN

N q x f s
ds

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.29) 

 ( )2
xs

x
dNN x f s

ds
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.30) 

Εισάγοντας: 

 ( ) s
s

dN
F s q

ds
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.31) 

οι παραπάνω εξισώσεις γίνονται: 

 sN qr= −  (3.32) 

 ( ) ( )1xsN xF s f s= − +  (3.33) 
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( ) ( )

2
1

22x
df sx dFN x f s

ds ds
= − +  (3.34) 

ενώ και  

 
( )

( ) ( )
3 21 1

2 36 2

df sx dF xu v xN xf s a T f sx sx s tx oE h ds dsx

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − + + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

  (3.35) 

 

2
31

42

24 2 3 21 1 2
2 224 6 2

dT dffx Fou a x fs tx ds G h G h dsxs xs

dNd f dfx d F x x svsxds dsE h ds dsx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + + − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥− − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.36) 

 
2

1
2 12

v x dudfr dFsx sw N v x v f a rT rs xs xs t oE h ds ds dss

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + − + −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  (3.37) 

Παράδειγµα  
Το ακόλουθο κυκλικό κυλινδρικό κέλυφος είναι οριζόντια τοποθετηµένο γεµάτο µε 

υγρό πυκνότητας ρ. Θεωρούµε po την πίεση στη µέση γραµµή. 

Ισχύει ότι: 

 ( )cos

0

S a

q p ao
T q qo x s

θ

ρ θ

=

= − −

= = =

 (3.38) 
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Οι συνοριακές συνθήκες που εφαρµόζονται δίνονται ως εξής: 

 us = Nx = 0 στα x = +(-) l/2 (3.39) 

Προκύπτουν έτσι τα ακόλουθα: 

 2 cosN p a as o ρ θ= −  (3.40) 

 ( ) sinF θ ρα θ=  (3.41) 

 ( )2 24 cos
8

N l xx
ρ θ= − −  (3.42) 

 sinN xxs ρα θ= −  (3.43) 

καθώς και 

 
2 24 3 2cos
24

x lE hu v p ax x v ax x sx o sxρ θ
⎡ ⎤−⎢ ⎥= − + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.44) 

  

  

Ο x, ux 
α s 

κέλυφος

διάφραγµα 

l/2 

θ 

l/2 
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 ( ) 2 25 42 24 sin
8 48

E l xxE hu l x v ax s sxG axs

ρ θ
⎡ ⎤⎛ ⎞ −⎢ ⎥⎜ ⎟= − − +
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.45) 

 

( )2 3 2 2cos 4 cos
8

2 25 4 2 2cos 4
488

Ea sE hw p a a l x vs o xsGxs

El x sv a l xsxa Ex

ρ θ ρ θ

ρ θ

⎡ ⎤
= − − − − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− ⎛ ⎞⎢ ⎥− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

(3.46) 

Παρατηρήσεις: η Νs είναι ανεξάρτητη του x, ενώ οι  Nx, Nxs µεταβάλλονται στα M, Q 

της δοκού. 

• Περίπτωση µόνο σταθερής εσωτερικής πίεσης po 

 
, 0

2 , , 0

N p a N Ns o x xs
E hw p a E hu v p ax us o x x sx o s

= = =

= =− =
 (3.47) 

δηλαδή µόνο περιφερειακή ένταση, οµοιόµορφη αύξηση ακτίνας s και γραµµική 

εκτόνωση κατά µήκος. 

• Στην περίπτωση που υπάρχουν πώµατα στις άκρες, αυτά δέχονται την 

δύναµη: 

 2 2 2 2 3cos cosP p a a r dr p a ao o
απ ρ θ α π ρ π θα= − − = −∫−  (3.48) 

Άρα: 
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2

cos / 2
2 2 4

o
x

P aP aN x l
a

ρ θ στο
π

= = − = ±  (3.49) 

Οι δυνάµεις αυτές δεν επηρεάζουν τις Ns και Mxs, αλλάζουν όµως τη Νx µέσω της 

f2. 

 ( )2 2
2 cos 2

2 8
op af a lρ θ= − +  (3.50) 

οπότε 

 ( )2 2 2cos 4 2
2 8
o

x
pN x l aα ρ θ= + − −  (3.51) 

Οι µετακινήσεις επηρεάζονται µέσω της f2 και f4. 

 

2 2
21 4 3 1cos

2 24 4x x o sx sx
x lE hu p ax v x a vρ θ

⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.52) 

 ( )
2 2 4 4

2 2 2 16sin 4
8 8 48

x
x s sx

sx

E a l l xE hu l x v a
G a a

ρ θ
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ + −⎪ ⎪= − − + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
 

  (3.53) 

 

( )

( )

2 3 2 2 2

2 2 4 4
2 2

1 cos cos 2
2 8

cos 2 164
8 8 48

xs
s o xs

s x
sx

x sx

v alE hw p a v ax a l

E E a l l xl x v a
E G a a

ρα θ θ

ρ θ

⎛ ⎞= − − − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ + −⎪ ⎪− − − + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

  (3.54) 
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• Περίπτωση σταθερής εσωτερικής πίεσης po 

 
2

, , 0
2

11 , , 0
2 2

o
s o x sx

xs
o x x o sx s

p aN p a N N

vEs hw p a E hu p ax v u

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3.55) 

Οι παραπάνω σχέσεις χρησιµοποιούνται στον υπολογισµό δοχείων πιέσεως σε 

διατοµές µακράν των άκρων, όπου εµφανίζονται και καµπτικές καταπονήσεις. 


