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Πρόλογος 
 
 

Οι σηµειώσεις αυτές απευθύνονται στους σπουδαστές του τρίτου έτους του Τµήµατος Εφαρµο-
σµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών του Ε. Μ. Πολυτεχνείου, για τις ανάγκες του 
µαθήµατος Αριθµητική Ανάλυση II και Εργαστήριο, και ειδικότερα το κοµµάτι της ύλης που 
αφορά την προσέγγιση της λύσης του προβλήµατος αρχικών τιµών 1ης τάξης της µορφής: 

 ( ) [ ]
( ) 0

, , ,y f x y x a b

y a y

′= ∈

=
 

για µία απλή ή ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων, αν και η πρόθεση είναι να 
επεκταθούν και στην µελέτη της αριθµητικής επίλυσης άλλων τύπων διαφορικών εξισώσεων. 

Τέτοια προβλήµατα εµφανίζονται συχνά στους διάφορους κλάδους της Επιστήµης και της Τε-
χνολογίας. Συνήθως, αναλυτική λύση, δηλαδή λύση αυτών των προβληµάτων σε κλειστή 
µορφή, δύσκολα υπολογίζεται και στις περισσότερες περιπτώσεις δεν µπορεί να υπολογιστεί. 
Εποµένως, η εφαρµογή αριθµητικών (προσεγγιστικών) µεθόδων, µε την βοήθεια των υπολογι-
στών, αποτελεί τον συνηθισµένο τρόπο επίλυσής τους. 

Οι προσεγγιστικές µέθοδοι για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, αν και είναι µία από τις πλέον 
παλιές περιοχές της Αριθµητικής Ανάλυσης, αποτελούν και σήµερα µία από τις πλέον σηµαντι-
κές περιοχές έρευνας και εφαρµογών. Ένας µεγάλος αριθµός ερευνητών, ασχολείται µε την επι-
νόηση και υπολογισµό νέων µεθόδων, την βελτίωση και ανάπτυξη της θεωρίας, την βελτίωση 
υπαρχόντων µεθόδων, και την συστηµατική σύγκριση των µεθόδων κάθε κατηγορίας. Στην 
παραπέρα ανάπτυξη αυτής της περιοχής των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών, σηµαντικό ρόλο 
έχει παίξει η ραγδαία ανάπτυξη των υπολογιστών τα τελευταία χρόνια. 

Οι σηµειώσεις αυτές διαπραγµατεύονται δύο βασικές κατηγορίες αριθµητικών µεθόδων για την 
επίλυση συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Οι δύο βασικές κατηγορίες είναι οι µέθοδοι απλού 
βήµατος, και οι µέθοδοι πολλών βηµάτων γενικά k-βηµάτων. Πέρα από την περιγραφή του 
τρόπου κατασκευής των µεθόδων αυτών, µελετώνται συστηµατικά βασικές έννοιες όπως, η 
έννοια της σύγκλισης, της τάξης ακρίβειας, της συνέπειας, της ευστάθειας και της εκτίµησης 
του τοπικού σφάλµατος αποκοπής, οι οποίες παίζουν καθοριστικό ρόλο για την ποιοτική 
µελέτη των µεθόδων και τον έλεγχο των αριθµητικών αποτελεσµάτων. 

 

 

 
 

  Γιώργος Παπαγεωργίου 

  Ιανουάριος 2002 
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Γενική θεωρία και βασικές έννοιες 

 
 

1. Εισαγωγή 

Οι συνήθεις διαφορικές εξισώσεις εµφανίζονται συχνά σαν µαθηµατικά µοντέλα σε 
πολλούς κλάδους της επιστήµης µηχανικής και οικονοµίας 

∆υστυχώς, είναι σπάνιο αυτές οι εξισώσεις να έχουν λύσεις οι οποίες µπορούν να εκφρα-
στούν σε κλειστή µορφή. Είναι εποµένως αναγκαίο να αναζητήσουµε προσεγγιστικές 
λύσεις µε κατάλληλες αριθµητικές µεθόδους. Σήµερα αυτό µπορεί να γίνει µε πολύ οικονο-
µικό τρόπο, µε υψηλή ακρίβεια και ένα αξιόπιστο φράγµα στο σφάλµα µεταξύ της αναλυ-
τικής λύσης και της αριθµητικής προσέγγισης. 

Στην συνέχεια θα ασχοληθούµε µε την κατασκευή και ανάλυση των αριθµητικών µεθόδων 
για την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης της µορφής: 

 ( ) [ ], , ,y f x y x a b′= ∈  (1.1) 

όπου y  είναι µία πεπερασµένη συνάρτηση µε πραγµατικές τιµές, και /y dy dx′= . Η επί-
λυση ενός συστήµατος διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης της µορφής: 

 ( ) [ ], , ,x x a b′= ∈y f y  (1.2) 

όπου [ ]T1 2, ,..., ny y y=y  και [ ]T1 2, ,..., nf f f=f  µπορεί να αντιµετωπιστεί µε τις ίδιες προ-
σεγγιστικές µεθόδους όπως και η εξίσωση (1.1). Ανάλογη αντιµετώπιση µπορούµε να 
έχουµε για την διαφορική εξίσωση τάξης n  της µορφής: 

 ( ) ( )( ) [ ], , , ,..., , ,n ny f x y y y y x a b′ ′′= ∈  (1.3) 

ή ενός συστήµατος n  διαφορικών εξισώσεων τάξης n  της µορφής: 

 ( ) ( )( ) [ ], , , ,... , ,n nx x a b′ ′′= ∈y f y y y y . (1.4) 

2. Πρόβληµα αρχικών τιµών 1ης τάξης 

Η διαφορική εξίσωση (1.1) ή (1.2) αν έχει λύση τότε η λύση αυτή ανήκει σε µία οικογένεια 
µε άπειρες λύσεις και ορίζεται σαν η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης. 

Στην πράξη αναζητούµε συνήθως να υπολογίσουµε ένα µέλος αυτής της οικογένειας, και 
αυτό προσδιορίζεται αν η διαφορική εξίσωση συνοδεύεται µε την λεγόµενη αρχική συνθή-
κη. Έτσι ορίζεται το πρόβληµα αρχικών τιµών 1ης τάξης της µορφής: 

 
( ) [ ]

( ) 0

, , ,y f x y x a b

y a y

′= ∈

=
 (2.1) 
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και το πρόβληµα αρχικών τιµών 1ης τάξης για συστήµατα της µορφής: 

 
( ) [ ]

( ) 0

, , ,x x a b

a

′= ∈

=

y f y

y y
 (2.2) 

αντίστοιχα. 

Εν γένει, ακόµη και όταν η ( ).,.f  είναι µία συνεχής συνάρτηση, δεν είναι σίγουρο ότι το 
πρόβληµα (2.1) έχει µοναδική λύση. 

Για παράδειγµα, το πρόβληµα, 

 ( )2/3 , 0 0y y y′= = , 

έχει δύο λύσεις τις 

 ( ) 0y x ≡  και ( ) 3 / 27y x x= . 

Αν η συνάρτηση f  πληροί επί πλέον υποθέσεις, µπορεί να αποδειχθεί η ύπαρξη και µονα-
δικότητα της λύσης του προβλήµατος (2.1) σύµφωνα µε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.1 (Picard) 

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο σύνολο: 

 ( ){ }0, : , mD x y a x b y y Y= ≤ ≤ − <  

όπου 0mY >  σταθερά. Επί πλέον υποθέτουµε ότι υπάρχει µία σταθερά L  έτσι ώστε η ανι-
σότητα: 

 ( ) ( ), ,f x y f x z L y z− ≤ −  (2.3) 

να ισχύει για κάθε επιλογή των ζευγών ( ),x y  και ( ),x z  του D . Τότε υπάρχει µία µονα-

δική συνάρτηση ( )y x  ορισµένη στο διάστηµα a x b≤ ≤ , η οποία ικανοποιεί το πρόβληµα 
(2.1). 

Η συνθήκη (2.3) ονοµάζεται συνθήκη Lipschitz, και το L  σταθερά Lipschitz. 

Το θεώρηµα (2.1) έχει µία φυσική επέκταση για το πρόβληµα (2.2) όπου n
0 R∈y , και η 

[ ] nnba RR,: →×f . Εισάγοντας την Ευκλείδεια νόρµα •  στο nR  µε την σχέση: 

 n

2/1

1

2
R, ∈








= ∑

=

uu
n

i
iu  

το προηγούµενο θεώρηµα µπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 

Θεώρηµα 2.2 

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο σύνολο: 

 ( ){ }0, : , mD x y a x b Y= ≤ ≤ <y - y  

όπου 0mY >  σταθερά. Επί πλέον υποθέτουµε ότι υπάρχει µία σταθερά L  έτσι ώστε η ανι-
σότητα: 
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 ( ) ( ), ,x x L− ≤f y f z y - z  (2.4) 

να ισχύει για κάθε επιλογή των ζευγών ( ),x y  και ( ),x z  του D .όπου •  είναι η 

Ευκλείδεια νόρµα Τότε υπάρχει µία µοναδική συνάρτηση ( )xy  ορισµένη στο διάστηµα 
a x b≤ ≤ , η οποία ικανοποιεί το πρόβληµα (2.2). 

Μία ικανή συνθήκη για να ισχύει η (2.4) είναι η f  να είναι συνεχής στο D , παραγωγίσιµη 
σε κάθε εσωτερικό σηµείο ( ),x y  του D , και να υπάρχει σταθερά 0L >  έτσι ώστε: 

 ( ),x L∂
≤

∂
f y
y

 (2.5) 

για κάθε ( ),x y  εσωτερικό του D , όπου /∂ ∂f y  είναι ο n n×  Ιακωβίνος πίνακας της  

 ( ) nn xy R,R ∈→∈ yf  

και •  είναι µία νόρµα πίνακα συµβατή στην Ευκλείδεια νόρµα διανύσµατος. 

3. Πρόβληµα αρχικών τιµών ανώτερης τάξης 

Πολλά φυσικά προβλήµατα µοντελοποιούνται µε διαφορικές εξισώσεις ανώτερης τάξης. 
Το πρόβληµα αρχικών τιµών για µία διαφορική εξίσωση τάξης n , εκφράζεται ως εξής: 

 
( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )

1 1, , ,..., , ,

, 0,1,... 1

n n

i
i

y f x y y y x a b

y a i nη

−= ∈

= = −
 (3.1) 

Προβλήµατα αυτής της µορφής µπορούν εύκολα να αναχθούν σε προβλήµατα αρχικών 
τιµών για συστήµατα διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης µε n  εξισώσεις. Η αναγωγή γίνε-
ται ως εξής: 

Ορίζουµε τις µεταβλητές, 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1
1 2 3 1, , ,..., ,n n

n ny y y y y y y y y y− −
−= = = = =  

οπότε οι συναρτήσεις, ( ) ( ) ( )1 2, , ..., ny x y x y x  ικανοποιούν το σύστηµα n  εξισώσεων 
πρώτης τάξης της µορφής: 

 

( )

1 2

2 3

1

1 2

.

.

, , ,...,
n n

n n

y y
y y

y y

y f x y y y
−

′ =
′ =

′ =

′ =

 (3.2) 

µε αρχικές συνθήκες: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 1 3 2 1, , ,..., n ny a y a y a y aη η η η −= = = = . (3.3) 

Έτσι το πρόβληµα (3.1) ανάγεται τελικά στο πρόβληµα: 
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( )( ) [ ]

( )
, , ,x x x a b

a η

′= ∈

=

y f y

y
 (3.4) 

όπου ( ) T
2 3 1 2, , ..., , , , ,...,n ny y y f x y y y=   f . 

Παράδειγµα 3.1 Η διαφορική εξίσωση, 

 ( )3 2y y x=− +  

είναι 3ης τάξης µε ενδιάµεσες παραγώγους ( )1y  και ( )2y . Θέτουµε: 

 ( ) ( )1 2
1 2 3, ,y y y y y y= = =  

και παραγωγίζοντας προκύπτει τελικά 

 

( )

( )

( )

1
1 2

2
2 3

3 2 2
3 1

y y y

y y y

y y y x y x

′ = =

′ = =

′ = =− + =− +

. 

Τότε το ζητούµενο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 3ης τάξης γράφεται: 

 
1 2

2 3
2

3 1

y y
y y
y y x

′ =
′ =

′ =− +

 

Γενικά, µία διαφορική εξίσωση τάξης n , ανάγεται σε σύστηµα n  διαφορικών εξισώσεων 
1ης τάξης. Ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων ανώτερης τάξης, µπορεί να αναχθεί σε 
σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης, αν εφαρµόσουµε κατάλληλα τον προηγούµενο 
µετασχηµατισµό για κάθε µία εξίσωση του συστήµατος. Είναι προφανές ότι ένα σύστηµα 
k  εξισώσεων τάξης n , ανάγεται σε ένα k n×  σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης. 
Για παράδειγµα ένα σύστηµα µε δύο εξισώσεις 2ης τάξης µετασχηµατίζεται σε ισοδύναµο 
σύστηµα τεσσάρων εξισώσεων 1ης τάξης. 

4. Ευσταθείς και ασταθείς διαφορικές εξισώσεις 

Θεωρούµε µία διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης. Ως γνωστόν, η εξίσωση αν έχει λύση, θα 
έχει µία οικογένεια λύσεων. Αν τα µέλη της οικογένειας των λύσεων αποµακρύνονται το 
ένα από το άλλο όταν το x  αυξάνει, τότε λέµε ότι η εξίσωση είναι ασταθής. Αν όµως τα 
µέλη της οικογένειας αυτής πλησιάζουν το ένα το άλλο όταν το x  αυξάνει, τότε λέµε ότι η 
εξίσωση είναι ευσταθής. 

Μιλώντας πιο αυστηρά, µπορούµε να πούµε ότι µία µικρή διαταραχή σε µία λύση µιας 
ευσταθούς διαφορικής εξίσωσης θα εξουδετερωθεί µε τον χρόνο, διότι οι καµπύλες των 
λύσεων συγκλίνουν, ενώ για µία ασταθή διαφορική εξίσωση, η διαταραχή θα µεγαλώνει µε 
τον χρόνο, επειδή οι καµπύλες των λύσεων θα αποκλίνουν. 
Αυτή η ποιοτική έννοια της ευστάθειας για µία διαφορική εξίσωση µπορεί να µελετηθεί 
πιο αναλυτικά ως εξής. 

Θεωρούµε το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων: 
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 ( ) [ ], , ,x x a b′= ∈y f y  

και τον Ιακωβιανό πίνακα J , µε τα στοιχεία 

 { } ,
i

i j j

fJ y
∂= ∂ . (4.1) 

i. Αν κάποια από τις ιδιοτιµές του πίνακα J  έχουν θετικά πραγµατικά µέρη, τότε η 
διαφορική εξίσωση είναι ασταθής. 

ii. Αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα J  έχουν αρνητικά πραγµατικά µέρη τότε η 
διαφορική εξίσωση είναι ευσταθής. 

iii. Αν µία ή περισσότερες ιδιοτιµές του πίνακα J  έχουν µηδενικά πραγµατικά µέρη 
και όλες οι υπόλοιπες αρνητικά, τότε η εξίσωση είναι ουδέτερα ευσταθής. 

Τα στοιχεία του Ιακωβιανού πίνακα J , είναι συναρτήσεις ως προς x  και y . Εποµένως οι 
ιδιοτιµές του µπορεί να µεταβάλλονται όταν µεταβάλλεται το x , συνεπώς η ευστάθεια της 
διαφορικής εξίσωσης µπορεί να αλλάζει από περιοχή σε περιοχή. 

Παράδειγµα 4.1 Η διαφορική εξίσωση y y′= , έχει λύση την οικογένεια ( ) xy x ce= , όπου 
c  οποιαδήποτε πραγµατική σταθερά. Εδώ η / 1 0f y∂ ∂ = > , άρα η εξίσωση είναι ασταθής, 
και παρατηρούµε από το σχήµα ότι οι καµπύλες των λύσεων αποκλίνουν όταν το x  
αυξάνει 

y

y0

x0=a x  
 

Η διαφορική εξίσωση y y′=− , έχει λύση την οικογένεια ( ) xy x ce−= . Στην περίπτωση 
αυτή η / 1 0f y∂ ∂ =− < , άρα η διαφορική εξίσωση είναι ευσταθής, και παρατηρούµε από το 
επόµενο σχήµα ότι οι καµπύλες των λύσεων συγκλίνουν µεταξύ τους όταν το x  αυξάνει. 

y

y0

x0=a x  
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Η διαφορική εξίσωση y α′= , α  σταθερά, έχει σαν λύση την οικογένεια ( )y x x cα= + . 
Εδώ / 0f y∂ ∂ = , οπότε η διαφορική εξίσωση είναι ουδέτερα ευσταθής και οι καµπύλες των 
λύσεων θα είναι παράλληλες µεταξύ τους όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα. 

y

y0

x0=a x  

5. Αριθµητικές µέθοδοι – γενικά 

Μία αναλυτική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης είναι ένας κλειστός τύπος µέσω του οποί-
ου µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή της συνάρτησης της λύσης σε κάθε σηµείο x . 
Αντίθετα, η αριθµητική λύση της διαφορικής εξίσωσης, είναι ένας πίνακας από προσεγγι-
στικές τιµές της λύσης σε διακεκριµένα σηµεία του πεδίου ορισµού της. Μία τέτοια 
αριθµητική λύση προκύπτει προσοµοιάζοντας την συµπεριφορά του συστήµατος που αντι-
στοιχεί στην διαφορική εξίσωση. 

Προσεγγιστικές τιµές της λύσης κατασκευάζονται βήµα προς βήµα (step by step) στα δια-
κεκριµένα σηµεία κινούµενοι πάνω στο διάστηµα στο οποίο ζητάµε την λύση. 

Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών (2.1) και την ακολουθία των διακεκριµένων ση-
µείων { }nx , τα οποία ορίζονται από την σχέση: 

 , 0 ,1,...,nx a nh n N= + =   όπου  ( ) /h b a N= − , 

N  θετικός ακέραιος. Ο θετικός πραγµατικός αριθµός h , ονοµάζεται βήµα. 

Μία αριθµητική µέθοδος, σε κάθε σηµείο της διαµέρισης nx , υπολογίζει µία προσέγγιση 

ny  της ( )ny x , που είναι η τιµή της αναλυτικής λύσης στο σηµείο nx . ∆ύο είναι οι βασικές 

κατηγορίες αριθµητικών µεθόδων για τον υπολογισµό των προσεγγίσεων ny . 

a) Μέθοδοι απλού βήµατος (one-step methods). Στην περίπτωση αυτή, αν θεωρήσουµε 
ότι γνωρίζουµε την προσέγγιση ny  στο σηµείο nx , τότε µπορούµε να υπολογίσουµε 
την προσέγγιση 1ny +  στο επόµενο σηµείο 1n nx x h+ = + , χρησιµοποιώντας την προηγού-
µενη προσέγγιση. Στην περίπτωση αυτή η γενική µορφή της µεθόδου µπορεί να εκφρα-
στεί µε την σχέση: 

 ( )1 , ,n n n ny y h x y h+ = + Φ  (5.1) 

 όπου ( ), ,x y hΦ , µία κατάλληλα υπολογισµένη έκφραση. 

b) Μέθοδοι πολλαπλού βήµατος (multistep methods). Μία µέθοδος αυτής της κατηγο-
ρίας, για να προσεγγίσει την λύση σε κάποιο σηµείο της διαµέρισης, χρησιµοποιεί 
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πληροφορίες από περισσότερα του ενός προηγούµενα σηµεία. Αν η µέθοδος είναι 
γενικά k -βηµάτων, η προσέγγιση n ky +  της λύσης στο σηµείο n kx + , υπολογίζεται χρη-
σιµοποιώντας πληροφορίες από την προσέγγιση της λύσης στα k  προηγούµενα σηµεία 

1 1, ,...,n n n kx x x+ + − . Η γενική µορφή µιας µεθόδου k -βηµάτων µπορεί να εκφραστεί 
γενικά από την σχέση: 

 ( )1
0

, , , ..., ,
k

j n j f n n k n k n
j

y h x y y y hα + + + −
=

= Φ∑  (5.2) 

 όπου ο δείκτης f  στην Φ δηλώνει ότι η εξάρτηση της Φ από τις προσεγγίσεις n ky + , 

1 ,...,n k ny y+ −  γίνεται µέσω της συνάρτησης ( ),f x y , και { } , 0 ,1,...,j j kα =  είναι 

προσδιοριστέοι συντελεστές. 

Αν η συνάρτηση fΦ  είναι ανεξάρτητη της ζητούµενης προσέγγισης n ky + , η µέθοδος ονο-
µάζεται άµεση (explicit), διαφορετικά η µέθοδος ονοµάζεται έµµεση (implicit). 

6. Ακρίβεια των αριθµητικών µεθόδων 
Αρχικά θα αναφερθούµε στα διάφορα σφάλµατα που προκύπτουν όταν εφαρµόζουµε µία 
αριθµητική µέθοδο για την προσέγγιση της λύσης του προβλήµατος (2.1), και εν συνεχεία 
θα υπολογίσουµε φράγµατα για το βασικό σφάλµα που ακολουθεί µία αριθµητική µέθοδο, 
θεωρώντας µία απλή µέθοδο µοντέλο. 

Γενικά, µπορούµε να πούµε ότι µία αριθµητική µέθοδος για την προσέγγιση της λύσης του 
προβλήµατος (2.1) υποφέρει από δύο βασικές πηγές σφαλµάτων. 

1. Σφάλµα στρογγύλευσης (rounding error) 

Το σφάλµα αυτό οφείλεται στην πεπερασµένη ακρίβεια της αριθµητικής κινητής υποδια-
στολής του υπολογιστή. Αν θεωρήσουµε ότι η µέθοδος (5.1) εφαρµόζεται για την προ-
σέγγιση της λύσης του προβλήµατος (2.1), και ny  είναι η αριθµητική τιµή της προσέγγισης 

ny  της ( )ny x  στο σηµείο nx , είναι φανερό ότι το σφάλµα στρογγύλευσης ορίζεται από 

την σχέση: 

 ( )1 1 , ,n n n n nR y y h x y h+ += − − Φ  (6.1) 

και µετράει σε κάθε βήµα, πόσο η αριθµητική τιµή της λύσης που προκύπτει από τον 
υπολογιστή αποτυγχάνει να ικανοποιήσει την µέθοδο. 

2. Σφάλµα αποκοπής (truncation error) 

Το σφάλµα αυτό οφείλεται στην αριθµητική µέθοδο που εφαρµόζουµε, και θα υφίσταται 
ακόµη και αν όλες οι αριθµητικές πράξεις µπορούν να εκτελεστούν ακριβώς. 

Το σφάλµα αποκοπής για την µέθοδο (5.1) ορίζεται από την σχέση: 

 ( ) ( ) ( )( )1 1 , ,n n n n nT y x y x h x y x h+ += − − Φ  (6.2) 

και µετράει σε ένα βήµα, πόσο αποτυγχάνει η θεωρητική λύση του προβλήµατος να 
ικανοποιήσει την µέθοδο, και µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα πρώτο µέτρο για την ακρίβεια 
της µεθόδου. 
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Τα δύο αυτά σφάλµατα, αν και ξεκινούν από διαφορετικές πηγές, δεν είναι ανεξάρτητα 
µεταξύ τους. Για παράδειγµα, το σφάλµα αποκοπής συνήθως µπορεί να ελαττωθεί χρησι-
µοποιώντας ένα µικρότερο h , αλλά αυτό µπορεί να έχει σαν συνέπεια την αύξηση του 
σφάλµατος στογγύλευσης. Στις περισσότερες όµως περιπτώσεις, το σφάλµα αποκοπής 
αποτελεί τον κυρίαρχο παράγοντα υπολογισµού της ακρίβειας των αριθµητικών λύσεων 
των συνήθων διαφορικών εξισώσεων, και εποµένως µπορούµε να αγνοούµε το σφάλµα 
στρογγύλευσης. 

Στην συνέχεια, θα ασχοληθούµε πιο εµπεριστατωµένα µε το σφάλµα αποκοπής της µεθό-
δου. Το σφάλµα αυτό γενικά µπορεί να χωριστεί σε δύο τύπους. Το τοπικό σφάλµα αποκο-
πής  και το ολικό σφάλµα αποκοπής. 

1. Τοπικό σφάλµα αποκοπής kT  (local truncation error), το οποίο είναι το σφάλµα το 
οποίο γίνεται σε ένα βήµα της αριθµητικής µεθόδου, έστω το k  βήµα. Ειδικότερα: 

 ( )1k k k kT y u x−= −  (6.3) 

όπου ky  είναι η προσεγγιστική λύση στο σηµείο kx , και 1ku −  είναι το µέλος της οικο-
γένειας της αναλυτικής λύσης της διαφορικής εξίσωσης το οποίο διέρχεται από το ση-
µείο ( )1 1,k kx y− − . 

2. Τοπικό σφάλµα αποκοπής kE  (global truncation error), το οποίο είναι η διαφορά της 
προσεγγιστικής λύσης, και της ακριβούς λύσης η οποία ορίζεται από την αρχική συνθή-
κη στο αρχικό σηµείο 0x . Ειδικότερα: 

 ( ) ( )0k k k k kE y u x y y x= − = − . (6.4) 

Το ολικό σφάλµα δεν είναι απαραίτητα ίσο µε το άθροισµα των τοπικών σφαλµάτων. Το 
ολικό σφάλµα γενικά θα είναι µεγαλύτερο από το άθροισµα των τοπικών σφαλµάτων, αν η 
διαφορική εξίσωση είναι ασταθής, αλλά µπορεί να είναι µικρότερο αν η διαφορική εξίσω-
ση είναι ευσταθής. 

Είναι φανερό ότι ενδιαφερόµαστε για µικρό ολικό σφάλµα, αλλά µπορούµε να ελέγχουµε 
απ’ ευθείας µόνο το τοπικό σφάλµα. 

Ορισµός 6.1 Μία αριθµητική µέθοδος για την προσέγγιση της λύσης του προβλήµατος 
αρχικών τιµών, θα λέµε ότι έχει ακρίβεια τάξης p , αν 

 1
1

p
nT O h +
+

 
=  

 
 

όπου 1nT +  το τοπικό σφάλµα αποκοπής στο σηµείο 1nx + , που σηµαίνει ότι υπάρχει 0 0h >  
και σταθερά 0C ≠ : 

 1
1 0, 0p

nT C h h h hµε+
+ ≤ ∀ < < . (6.5) 
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7. Ευστάθεια των αριθµητικών µεθόδων 
Η έννοια της ευστάθειας για τις αριθµητικές λύσεις µιας συνήθους διαφορικής εξίσωσης 
είναι ανάλογη, αλλά διαφορετική, από την ευστάθεια της ίδιας της διαφορικής εξίσωσης. 
Όπως είναι γνωστό, µία διαφορική εξίσωση είναι ευσταθής αν οι καµπύλες των λύσεών της 
δεν αποκλίνει η µία από την άλλη, όταν το x  αυξάνει. 

Οµοίως µία αριθµητική µέθοδος είναι ευσταθής αν µικρές διαταραχές δεν επιτρέπουν οι 
αριθµητικές λύσεις που προκύπτουν να αποκλίνει η µία από την άλλη χωρίς κάποιο 
φράγµα, διαφορετικά θα είναι ασταθής. 

Τέτοιες αποκλίσεις των αριθµητικών λύσεων µπορεί να οφείλονται είτε στην αστάθεια της 
διαφορικής εξίσωσης που επιλύεται, είτε και στην ίδια την αριθµητική µέθοδο, ακόµη και 
αν η διαφορική εξίσωση είναι ευσταθής. 

Σε επόµενη παράγραφο, θα αναφερθούµε στην ευστάθεια συγκεκριµένων αριθµητικών µε-
θόδων και την οποία θα αναλύσουµε περισσότερο. 
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Μέθοδοι απλού βήµατος 
 
 

8. Γενική µέθοδος απλού βήµατος 
Είναι ήδη γνωστό ότι µία µέθοδος απλού βήµατος προσεγγίζει την λύση του προβλήµατος 
(2.1) στο σηµείο 1nx + , όταν έχει υπολογιστεί η προσέγγιση ny  στο σηµείο nx , έχει επιλεγεί 
το βήµα h  και δίνεται ο τύπος της διαφορικής εξίσωσης. 

Έστω ( )y x  η ακριβής λύση της διαφορικής εξίσωσης ( ),y f x y′= . Η τιµή της λύσης στο 

σηµείο 1n nx x h+ = +  είναι ( )1ny x + , και από το θεώρηµα Taylor έχουµε: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1

2

...
2!

...
2! 3!

n n n n n

n n n n

hy x y x h y x h y x y x

h hy x h y x y x y x

+ ′ ′′= + = + + +

 
′ ′′ ′′′+ + + + 

 

, 

ή αν ονοµάσουµε: 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

, , ...
2! 3!n n n n n
h hx y x h y x y x y x′ ′′ ′′′∆ = + + +  

θα προκύψει η σχέση: 

 ( ) ( ) ( )( )1 , ,n n n ny x y x h x y x h+ = + ∆  (8.1) 

Η παράσταση ( )( ), ,n nx y x h∆ , ονοµάζεται ακριβής σχετική αύξηση, και αν η ακριβής 

λύση είναι ένα πολυώνυµο δεδοµένου βαθµού, τότε η σειρά τερµατίζεται αλλά αυτό εν 
γένει δεν συµβαίνει. 

Συνεπώς, µία µέθοδος απλού βήµατος προκύπτει αν υπολογιστεί µία προσέγγιση της ακρι-
βούς σχετικής αύξησης ∆ , δηλαδή µία συνάρτηση Φ  όπου: 

 ( )( ) ( )( ), , , ,n n n nx y x h x y x hΦ ≈∆ . 

Τότε η (8.1) γράφεται: 

 ( ) ( ) ( )( )1 , ,n n n ny x y x h x y x h+ ≈ + Φ . (8.2) 

Η (8.2) δεν είναι ακριβής για την θεωρητική λύση, αλλά γίνεται ακριβής για την αντίστοιχη 
προσεγγιστική. Συνεπώς, η γενική µορφή µιας µεθόδου απλού βήµατος µπορεί να γραφεί: 

 
( )1

0

, ,

, 0 ,1, 2 ,...
n n n ny y h x y h

y nδοθεν
+ = + Φ

=
 (8.3) 
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Η προσέγγιση της ( )( ), ,n nx y x h∆  µε την ( )( ), ,n nx y x hΦ , εισάγει το τοπικό σφάλµα 

αποκοπής στο οποίο έχουµε ήδη αναφερθεί, οπότε γενικά ισχύει: 

 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ){ } ( ) ( )( ){ }

1 1 , ,

, , , ,

n n n n n

n n n n n n

T y x y x h x y x h

y x h x y x h y x h x y x h

+ += − − Φ

+ ∆ − + Φ
 

ή 

 ( )( ) ( )( ){ }1 , , , ,n n n n nT h x y x h x y x h+ = ∆ −Φ  (8.4) 

9. Μέθοδος Euler 
Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών: 

 ( ) [ ] ( ) 0, , , ,y f x y x a b y a y′= ∈ =  

και την διαµέριση του [ ],a b  µε τα σηµεία , 0 ,1, 2 ,...,nx a n h n N= + =  µε ( ) /h b a N= − , 
N  θετικός ακέραιος. 

Η πιο απλή µέθοδος απλού βήµατος η οποία µπορεί να υπολογίζει διαδοχικά τις προσεγγί-
σεις 1 2, ,..., Ny y y  στα σηµεία 1 2, ,..., Nx x x  της διαµέρισης, της λύσης ( )y x  του παραπά-
νω προβλήµατος, έχει προταθεί από τον Euler, και µπορεί να υπολογιστεί µε διάφορους 
απλούς τρόπους 

a) Ολοκλήρωση 

Ολοκληρώνουµε την ( ),y f x y′=  στο διάστηµα 1,n nx x +   , οπότε προκύπτει: 

 ( ) ( )( )1 1 ,n n

n n

x x

x x
y x dx f x y x dx+ +′ =∫ ∫  

και ισχύει για κάθε 0,1, 2,..., 1n N= − . Σύµφωνα µε την θεωρία της ολοκλήρωσης έχουµε: 

 ( ) ( ) ( )( )1

1 ,n

n

x

n n x
y x y x f x y x dx+

+ − = ∫  

ή 

 ( ) ( ) ( )( )1

1 ,n

n

x

n n x
y x y x f x y x dx+

+ = + ∫ ,  0,1, 2,..., 1n N= −  (9.1) 

Το ολοκλήρωµα στο δεύτερο µέλος της (9.1) το προσεγγίζουµε µε τον κανόνα του ορθογω-
νίου, ή η ( )( ),f x y x  προσεγγίζεται µε πολυώνυµο βαθµού µηδέν. Τότε ισχύει ότι: 

 ( )( ) ( )( )1 , ,n

n

x

n nx
f x y x dx f x y x+

≈∫  

οπότε προκύπτει η σχέση: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 0, , 0 ,1,..., 1 ,n n n ny x y x h f x y x n N y a y+ ≈ + = − = . 
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Η σχέση αυτή δεν είναι ακριβής για τις τιµές της θεωρητικής λύσης στα σηµεία της διαµέ-
ρισης, αλλά γίνεται ακριβής για τις αντίστοιχες προσεγγίσεις. Συνεπώς η µέθοδος Euler 
που προκύπτει γράφεται: 

 
( )

( )
1

0

,

0,1,..., 1,
n n n ny y h f x y

n N y a y
+ = +

= − =
 (9.2) 

και ονοµάζεται άµεση µέθοδος Euler. 

b) Ανάπτυγµα Taylor 

Θεωρούµε το ανάπτυγµα Taylor για την συνάρτηση ( )y x  στο σηµείο x h+ , οπότε έχουµε: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

...
2!
hy x h y x h y x y x′ ′′+ = + + + , 

και κρατάµε τους δύο πρώτους όρους οπότε: 

 ( ) ( ) ( )y x h y x h y x′+ ≈ +  

ή 

 ( ) ( ) ( )( ),y x h y x h f x y x+ ≈ + . 

Αν θεωρήσουµε τα διαδοχικά σηµεία 1,n nx x +  της διαµέρισης, η προηγούµενη σχέση γρά-
φεται: 

 ( ) ( ) ( )( )1 ,n n n ny x y x h f x y x+ ≈ +  

η οποία γίνεται ακριβής για τις αντίστοιχες προσεγγίσεις, οπότε προκύπτει η µέθοδος (9.2). 

Παράδειγµα 9.1 Θεωρούµε την απλή διαφορική εξίσωση y y′= , η οποία έχει την λύση 
( ) xy x c e= . Θα εφαρµόσουµε την άµεση µέθοδο Euler για να τη επιλύσουµε αριθµητικά. 

Για κάποιο h , θα προωθήσουµε την λύση από το σηµείο 0 0x = , στο σηµείο 1 0x x h= +  
οπότε προκύπτει η σχέση: 

 ( )1 0 0 0 0 01y y h y y h y h y′= + = + = + . 

Η τιµή της λύσης στο σηµείο 1x  δεν είναι ακριβής, δηλαδή ( )1 1y y x≠ . Έτσι αν 0 0x = , 

0 1y =  και 0.5h=  τότε έχουµε 1 1.5y = , ενώ η ακριβής λύση είναι ( ) ( )1 0.5 1.649y x y= ≈ . 

Από τον υπολογισµό της µεθόδου µε την σειρά Taylor µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι το 
σφάλµα της προσέγγισης είναι ανάλογο του 2h . Εποµένως, αν µειώσουµε το βήµα κατά 
1/2 το σφάλµα θα µειωθεί κατά 1/4 αν θεωρήσουµε ότι το σφάλµα στρογγύλευσης είναι 
αµελητέο. Για κάθε µη µηδενικό σφάλµα, η προσέγγιση 1y  βρίσκεται σε διαφορετικό 
µέλος της οικογένειας των λύσεων από εκείνο από το οποίο ξεκινήσαµε. 

Για να συνεχίσουµε την διαδικασία επίλυσης, παίρνουµε το επόµενο σηµείο 2 1.0x = . Μετά 
τις πράξεις θα πάρουµε: 

 ( )( )2 1 1 1.5 1.5 0.5 2.25y y h y= + = + = . 
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Η ακριβής λύση στο 2 1.0x =  είναι ( ) ( )2 1.0 2.718y x y= ≈ . Η προσέγγιση 2 2.25y =  δια-

φέρει από την ( )2y x , αλλά διαφέρει επίσης και από την καµπύλη της λύσης η οποία 

διέρχεται από το προηγούµενο σηµείο ( )1 1,x y  η οποία στο σηµείο 1x=  έχει την προσεγγι-
στική τιµή 2.473y= . Έτσι µετακινούµεθα σε ένα ακόµη µέλος της οικογένειας των λύ-
σεων της διαφορικής εξίσωσης. 

y

y0

x0

x

x1 x2

y′=y

 
Αν συνεχίσουµε την διαδικασία εκτελώντας και άλλα βήµατα, θα δηµιουργήσουµε έναν 
πίνακα διακεκριµένων τιµών της προσεγγιστικής λύσης. Έτσι όµως σε κάθε βήµα θα 
πηγαίνουµε από το ένα µέλος της οικογένειας των λύσεων στο άλλο. Για την συγκεκριµένη 
ασταθή διαφορική εξίσωση, τα σφάλµατα που γίνονται στην αριθµητική µέθοδο µεγαλώ-
νουν από βήµα σε βήµα, σαν αποτέλεσµα της απόκλισης των καµπύλων της λύσης. 

10. Γενίκευση µεθόδου Euler 
Η διαδικασία υπολογισµού της µεθόδου Euler µε ολοκλήρωση, µπορεί να γενικευθεί 
αντικαθιστώντας τον κανόνα του ορθογωνίου για την προσέγγιση του ολοκληρώµατος, µε 
µία µονοπαραµετρική οικογένεια κανόνων ολοκλήρωσης της µορφής: 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }1

1 1, 1 , ,n

n

x

n n n nx
f x y x dx h f x y x f x y xθ θ+

+ +≈ − +∫  (10.1) 

µε [ ]0,1θ ∈  την παράµετρο. Τότε η σχέση: 

 ( ) ( ) ( )( )1

1 ,n

n

x

n n x
y x y x f x y x dx+

+ = + ∫ ,  0,1, 2,..., 1n N= −  

γράφεται 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }
( )

1 1 1

0

1 , ,

, 0,1,..., 1

n n n n n ny x y x h f x y x f x y x

y a y n N

θ θ+ + +≈ + − +

= = −
 (10.2) 

από την οποία προκύπτει η ονοµαζόµενη θ-µέθοδος της µορφής: 

 
( ) ( ) ( ){ }

( ) [ ]
1 1 1

0

1 , ,

, 0,1,..., 1, 0,1

n n n n n ny y h f x y f x y

y a y n N

θ θ

θ

+ + += + − +

= = − ∈
 (10.3) 

Για συγκεκριµένες τιµές της σταθεράς θ προκύπτει και µία αντίστοιχη µέθοδος της οικο-
γένειας αυτής. 
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a) Για 0θ =  προκύπτει η απλή ή άµεση µέθοδος Euler (9.2). 

b) Για 1θ =  προκύπτει η µέθοδος, 

 
( )

( )
1 1 1

0

,

, 0 ,1,... 1
n n n ny y h f x y

y a y n N
+ + += +

= = −
 (10.4) 

η οποία ονοµάζεται έµµεση µέθοδος Euler. 

Η εφαρµογή αυτής της µεθόδου απαιτεί την επίλυση µιας, έµµεσης εξίσωσης για τον υπο-
λογισµό του 1ny + , δοθέντος του ny , το οποίο συνεπάγεται ενδιάµεσες διαδικασίες απα-
ραίτητες σε τέτοιες περιπτώσεις. 

Η µέθοδος (10.4) είναι έµµεση επειδή πρέπει να υπολογίσουµε την τιµή της f  στο σηµείο 

1ny +  πριν το υπολογίσουµε. Αυτό σηµαίνει ότι µία τιµή για το 1ny +  η οποία ικανοποιεί την 
(10.4) πρέπει να υπολογιστεί. Αν η f  είναι µία µη γραµµική συνάρτηση ως προς y , όπως 
είναι συνήθως, τότε θα πρέπει να εφαρµόσουµε µία επαναληπτική µέθοδο, όπως η µέθοδος 
σταθερού σηµείου ή η µέθοδος Newton. Μία καλή αρχική τιµή για την επαναληπτική 
µέθοδο µπορεί να υπολογιστεί από µία άµεση µέθοδο, όπως η απλή µέθοδος Euler, ή από 
την λύση στο προηγούµενο βήµα. 

c) Για 1/ 2θ =  προκύπτει µία ενδιαφέρουσα επίσης µέθοδος της µορφής: 

 
( ) ( ){ }

( )
1 1 1

0

, ,
2

, 0 ,1,... 1

n n n n n n
hy y f x y f x y

y a y n N

+ + += + +

= = −
 (10.5) 

η οποία ονοµάζεται µέθοδος τραπεζίου. 

Είναι φανερό ότι η µέθοδος του τραπεζίου υπολογίζει τις προσεγγίσεις της λύσης στα διά-
φορα σηµεία της διαµέρισης µε µεγαλύτερη ακρίβεια από την άµεση µέθοδο Euler. Όµως 
είναι ολιγότερο εύχρηστη, επειδή απαιτεί την επίλυση µιας έµµεσης µεθόδου σε κάθε 
σηµείο 1nx +  για τον υπολογισµό της 1ny + . Μία εύκολη αντιµετώπιση αυτής της δυσκολίας 
είναι να χρησιµοποιήσουµε την άµεση µέθοδο Euler για µία πρώτη προσέγγιση της τιµής 
( )1ny x + , και εν συνεχεία να χρησιµοποιήσουµε αυτή την προσέγγιση µέσα στον τύπο του 

τραπεζίου για να υπολογίσουµε µία περισσότερο ακριβή προσέγγιση για το ( )1ny x + . Τότε 

προκύπτει η µέθοδος: 

 
( ) ( )( ){ }

( )
1 1

0

, , ,
2

, 0 ,1,... 1

n n n n n n n n
hy y f x y f x y h f x y

y a y n N

+ += + + +

= = −
 (10.6) 

η οποία ονοµάζεται βελτιωµένη µέθοδος Euler. 

Η προηγούµενη µέθοδος µπορεί να εκφραστεί και ως εξής: 
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( )
( )

( )
( )

1

2 1

1 1 2

0

,

,

2
, 0,1,..., 1

n n

n n

n n

k f x y

k f x h y h k

hy y k k

y a y n N

+

=

= + +

= + +

= = −

 (10.7) 

και είναι µία έκφραση συµβατή µε την οικογένεια των µεθόδων Runge-Kutta που θα µελε-
τήσουµε σε επόµενες παραγράφους. 

Συµπερασµατικά, η θ-µέθοδος για 0θ =  ορίζει µία άµεση µέθοδο, και για 0 1θ< ≤  ορίζει 
έµµεσες µεθόδους απλού βήµατος. Στην συνέχεια θα εξετάσουµε βασικές έννοιες της ποιο-
τικής θεωρίας των αριθµητικών µεθόδων απλού βήµατος βασιζόµενοι σε µερικά απλά µέλη 
αυτής της οικογένειας. 

11. Τάξη ακρίβειας αριθµητικής µεθόδου  
Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε την τάξη ακρίβειας της απλής µεθόδου Euler. 

Θεωρούµε το ανάπτυγµα Taylor της µορφής: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2y x h y x h y x O h′+ = + + , 

όπου το ( )2O h  συµβολίζει ότι παραλείπουµε από την σειρά Taylor όλους τους όρους που 

εξαρτώνται από δυνάµεις του 2h  και πάνω. Για kx x= , η παραπάνω σχέση γράφεται: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
k k ky x h y x h y x O h′+ = + +  

ή  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 ,k k k ky x y x h f x y x O h+ = + + . (11.1) 

Η µέθοδος Euler ως γνωστόν ορίζεται από την σχέση: 

 ( )1 ,k k k ky y h f x y+ = + , (11.2) 

και αφαιρώντας από την (11.2) την (11.1) προκύπτει η σχέση: 

 ( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ } ( )2
1 1 , ,k k k k k k k ky y x y y x h f x y f x y x O h+ +− = − + − − . 

Αν υποθέσουµε ότι δεν υπάρχουν σφάλµατα στα προηγούµενα σηµεία, θα ισχύει η σχέση 
( )k ky y x= , οπότε: 

 ( ) 0k ky y x− =   και  ( ) ( )( ), , 0k k k kf x y f x y x− = , 

άρα προκύπτει ότι: 

 ( ) ( )2
1 1k ky y x O h+ +− = , 

ή 
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 ( )2
1kT O h+ = , 

1kT +  το τοπικό σφάλµα αποκοπής, άρα η µέθοδος Euler είναι 1ης τάξης. 

12. Ευστάθεια αριθµητικής µεθόδου  
Στην παράγραφο αυτή θα µελετήσουµε την ευστάθεια των αριθµητικών µεθόδων, δηλαδή 
την συµπεριφορά της µετάδοσης του σφάλµατος από βήµα σε βήµα, θεωρώντας αρχικά 
την άµεση µέθοδο Euler. 

Το ολικό σφάλµα είναι το άθροισµα των τοπικών σφαλµάτων σε κάθε βήµα, και µπορεί να 
αποκαλείται το µεταδιδόµενο σφάλµα (propagated error). Για να µελετήσουµε την ευστά-
θεια µιας αριθµητικής µεθόδου, θα πρέπει να εξετάσουµε το αντίστοιχο µεταδιδόµενο 
σφάλµα. 

Για την περίπτωση της µεθόδου Euler, θεωρούµε την σχέση: 

 ( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ } ( )2
1 1 , ,k k k k k k k k ky y x y y x h f x y f x y x O h+ +− = − + − − . (12.1) 

Ο δείκτης k  στο βήµα υποδηλώνει ότι το βήµα µπορεί να είναι µεταβλητό και όχι σταθερό 
από σηµείο σε σηµείο. 

Με βάση το θεώρηµα της µέσης τιµής ισχύει η σχέση: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,k k k k k kf x y f x y x J y y xξ− = −  

όπου J  γενικά µπορεί να είναι ο Ιακωβιανός πίνακας της συνάρτησης f , και ειδικότερα η 
παράγωγος της f  σε κάποιο άγνωστο σηµείο ξ. Τότε η σχέση (12.1) γράφεται: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 1k k k k k k ky y x y y x h J y y x O hξ+ +− = − + − −  

ή 

 ( )( )1 11k k k kE h J E Tξ+ += + +  (12.2) 

όπου kE  σηµαίνει ολικό σφάλµα και kT  τοπικό σφάλµα αποκοπής. Η σχέση (12.2) δείχνει 

ότι το ολικό σφάλµα πολλαπλασιάζεται σε κάθε βήµα µε τον παράγοντα ( )( )1 kh J ξ+ , ο 

οποίος ονοµάζεται παράγοντας αύξησης του σφάλµατος (growth or amplification factor). 

Εποµένως, αν 

 1 1kh J+ <  

τότε τα σφάλµατα δεν θα αυξάνουν, και η µέθοδος λέµε ότι είναι ευσταθής. Αν αυτό δεν 
ισχύει, τα σφάλµατα θα αυξάνουν από βήµα σε βήµα, και τότε θα λέµε ότι η µέθοδος είναι 
ασταθής. 

Η προηγούµενη ανισότητα ισοδυναµεί µε: 

 ( )1 1 1 2,0k kh J h J− < + < ⇔ ∈ − . 
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Η τελευταία σχέση συνεπάγεται ότι για να έχουµε οµαλή µετάδοση του σφάλµατος από 
βήµα σε βήµα, θα πρέπει να χρησιµοποιούµε κατάλληλο βήµα kh , έτσι ώστε το kh J , να 

βρίσκεται πάντα µέσα στο διάστηµα ( )2,0− , το οποίο ονοµάζεται διάστηµα ευστάθειας 
της µεθόδου. Είναι προφανές ότι η τιµή του kh  εξαρτάται και από την τιµή του J , η οποία 
εξαρτάται από την ίδια την διαφορική εξίσωση. 

Σηµειώνουµε, ότι αυτού του είδους η αστάθεια µπορεί να συµβεί όταν η διαφορική εξίσω-
ση είναι ασταθής ( )0J > , αλλά µπορεί επίσης να συµβεί για ευσταθή διαφορική εξίσωση 

( )0J < , αν 2 /kh J>− . 

Για ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων, ο παράγοντας αύξησης του σφάλµατος ορίζεται 
από τον πίνακα, kh+I J , όπου J  είναι ο Ιακωβιανός πίνακας της συνάρτησης f , και I  ο 
αντίστοιχος µοναδιαίος. Στην περίπτωση αυτή θα λέµε ότι η αριθµητική µέθοδος είναι 
ευσταθής αν ισχύει η συνθήκη: 

 ( ) 1khρ + <I J , 

η οποία ικανοποιείται αν οι ιδιοτιµές του πίνακα kh J , βρίσκονται µέσα στον κύκλο του µι-

γαδικού επιπέδου ( )K -1,1 . Το διάστηµα ( )2,0−  που υπολογίσαµε στην περίπτωση µιας 
απλής διαφορικής εξίσωσης, θα είναι η τοµή του παραπάνω µοναδιαίου κύκλου µε τον 
αρνητικό ηµιάξονα. Το χωρίο το οποίο ορίζεται µε τον κύκλο αυτόν συνήθως ονοµάζεται 
χωρίο ευστάθειας της µεθόδου. 

Γενικά, ο παράγοντας αύξησης του σφάλµατος εξαρτάται από την διαφορική εξίσωση η 
οποία ορίζει τον Ιακωβιανό πίνακα, την αριθµητική µέθοδο που χρησιµοποιούµε η οποία 
ορίζει την µορφή του παράγοντα, και το βήµα kh . 

Ένας εναλλακτικός τρόπος ανάλυσης για την µελέτη της ακρίβειας και της ευστάθειας µιας 
αριθµητικής µεθόδου, βασίζεται στην εφαρµογή της µεθόδου σε ένα γραµµικό πρόβληµα 
µοντέλο της µορφής: 

 ( ) 0, 0y y y yλ′= =  (12.3) 

του οποίου η ακριβής λύση είναι η συνάρτηση ( ) 0
xy x y e λ= . 

Για να εξετάσουµε την ακρίβεια µιας µεθόδου θα πρέπει να συγκρίνουµε τις προσεγγι-
στικές λύσεις µε τις αντίστοιχες αναλυτικές βασιζόµενοι στο ανάπτυγµα Taylor αυτών. Για 
να µελετήσουµε την ευστάθεια µιας µεθόδου, θα πρέπει να υπολογίσουµε τον παράγοντα 
αύξησης του σφάλµατος της αριθµητικής λύσης, και να επιβάλλουµε σε αυτόν τις κατάλ-
ληλες συνθήκες ώστε η αριθµητική λύση να συµπεριφέρεται µε τρόπο ανάλογο της ανα-
λυτικής. Τα συµπεράσµατα που προκύπτουν µε βάση το γραµµικό µοντέλο θεωρούµε ότι 
ισχύουν και για την περίπτωση της επίλυσης µιας οποιασδήποτε διαφορικής εξίσωσης. 

Θα εφαρµόσουµε την ανάλυση αυτή για να µελετήσουµε την ευστάθεια και ακρίβεια της 
απλής µεθόδου Euler. Αν εφαρµόσουµε την µέθοδο αυτή στο πρόβληµα (12.3), θα προκύ-
ψει ότι: 

 ( ) ( )1 1 , 0k k k ky y h y h y kλ λ+ = + = + ≥ . (12.4) 
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Αν εφαρµόσουµε την (12.4) διαδοχικά για τις διάφορες τιµές του k , θα προκύψει η σχέση: 

 ( ) 01 , 1, 2 ,...k
ky h y kλ= + =  (12.5) 

Αν 0λ < , η ακριβής λύση συγκλίνει εκθετικά στο µηδέν όταν το x →∞ . Για να ισχύει κάτι 
ανάλογο και για την προσεγγιστική λύση, θα πρέπει λόγω της (12.5) να ισχύει η ανισότητα 
1 1hλ+ < . Αυτό το αποτέλεσµα συµφωνεί µε την προηγούµενη ανάλυση της µεθόδου 

Euler, επειδή για την διαφορική εξίσωση (12.3), J λ= . Με βάση την παραπάνω συνθήκη η 
ευστάθεια της µεθόδου είναι εξασφαλισµένη αν ( )2,0hλ∈ − . 

Για να εξετάσουµε την τάξη ακρίβειας της µεθόδου, συγκρίνουµε τον παράγοντα αύξησης 
του σφάλµατος της προσεγγιστικής λύσης µε το ανάπτυγµα Taylor του όρου he λ  της ανα-
λυτικής λύσης. Ο παράγοντας αύξησης του σφάλµατος της µεθόδου είναι 1 hλ+ , και µπο-
ρεί να συµφωνήσει µε το ανάπτυγµα της σειράς: 

 ( ) ( ) ( )2 3

1 ...
2! 3!

h h h
e hλ λ λ

λ= + + + +  

µόνο στους δύο πρώτους όρους, δηλαδή όρους που εξαρτώνται από την πρώτη δύναµη του 
h , και εποµένως συνάγεται εύκολα ότι η τάξη ακρίβειας της µεθόδου είναι 1. 

13. Ανάλυση σφάλµατος της µεθόδου Euler 
Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε την σχέση του ολικού σφάλµατος µιας αριθµητικής 
µεθόδου και του βήµατος ολοκλήρωσης, και πως συνδέεται η µείωση του ολικού σφάλµα-
τος µε την µείωση του βήµατος. 

Η ανάλυση θα βασιστεί στην µέθοδο Euler, και τα αντίστοιχα συµπεράσµατα για την θ-
µέθοδο µπορούν να εξαχθούν βασιζόµενοι στα συµπεράσµατα της µεθόδου Euler.  

Θεωρούµε την άµεση µέθοδο Euler, 

 ( ) ( )1 0, , 0 ,1,..., 1,n n n ny y h f x y n N y a y+ = + = − = . (13.1) 

Είναι γνωστό ότι αν αντικαταστήσουµε τις προσεγγιστικές τιµές µε τις αντίστοιχες αναλυ-
τικές, θα ισχύει: 

 ( ) ( ) ( )( )1 ,n n n ny x y x h f x y x+ ≠ +  

ή 

 
( ) ( ) ( )( )1 , 0n n

n n

y x y x
f x y x

h
+ −

− ≠ . 

Η ποσότητα 

 
( ) ( ) ( )( )1 ,n n

n n n

y x y x
T f x y x

h
+ −

= −  (13.2) 

ορίζει το σφάλµα αποκοπής της µεθόδου Euler, και θα παίξει ρόλο κλειδί στην ανάλυση. 
Είναι γνωστό επίσης ότι η ποσότητα αυτή αντιστοιχεί στην “ποσότητα” η οποία µετράει 
πόσο η αναλυτική λύση αποτυγχάνει να ικανοποιήσει την µέθοδοEuler. 
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Σύµφωνα µε το θεώρηµα Taylor, υπάρχει ( )1,n n nx xξ +∈ : 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
1

1
2n n n ny x y x h y x h y ξ+ ′ ′′= + +  

οπότε η (13.2) γράφεται: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1
2n n n n n nT y x h y x h y y x y x

h
ξ ′ ′′ ′= + + − − 

 
 

ή 

 ( )1
2n nT h y ξ′′=  (13.3) 

όπου υποθέτουµε ότι η f  είναι µία λεία συνάρτηση δύο µεταβλητών, ώστε να υπάρχει η 
y′′  και να είναι φραγµένη στο [ ],a b . 

Η µέθοδος Euler µπορεί να γραφεί: 

 ( )10 ,n n
n n

y y
f x y

h
+ −= −  (13.4) 

Αφαιρούµε κατά µέλη τις σχέσεις (13.2) και (13.4) οπότε τελικά προκύπτει η σχέση: 

 ( ) ( ){ } { } ( )( ) ( ){ }1 1 , ,n n n n n n n n ny x y x y y h f x y x f x y hT+ +− − − − − =  

ή 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1 1 , ,n n n n n n n n ny x y y x y h f x y x f x y hT+ +− = − + − +  

ή 

 ( )( ) ( ){ }1 , ,n n n n n n nE E h f x y x f x y hT+ = + − +  

ή 

 ( )( ) ( )1 , ,n n n n n nE E h f x y x f x y h T+ ≤ + − +  (13.5) 

Υποθέτουµε ότι 0n my y Y− < , οπότε από την συνθήκη Lipschitz προκύπτει ότι: 

 ( )( ) ( ) ( ), ,n n n n n nf x y x f x y L y x y L E− ≤ − = , 

και εποµένως η σχέση (13.5) γράφεται: 

 1n n n nE E h L E h T+ ≤ + +  

ή 

 ( )1 1 , 0,1, , 1n n nE h L E h T n N+ ≤ + + = −K . (13.6) 

Έστω ότι 
0 1
max nn N

T T
≤ ≤ −

= , οπότε η (13.6) γράφεται: 
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 ( )1 1 , 0 ,1, , 1n nE h L E h T n N+ ≤ + + = −K  (13.7) 

Μπορεί να δειχθεί επαγωγικά ότι: 

 ( ){ } ( ) 01 1 1n n
n

TE h L h L E
L

≤ + − + +  (13.8) 

Είναι φανερό ότι 1 h Lh L e+ ≤ , οπότε ( )1 n nh Lh L e+ ≤ . Όµως ισχύει ότι 0nn h x x= − , άρα 

( ) ( )01 nL x xnh L e −+ ≤  και η (13.8) γράφεται: 

 
( ){ } ( )0 0

01

1, 2, ,

n nL x x L x x
n

TE e e E
L

n N

− −≤ − +

= K

 (13.9) 

Αν υποθέσουµε ότι 
[ ]

( )2 ,
max

x
M y x

α β∈
′′= , οπότε 2

1
2

T h M≤ , τότε η (13.9) γράφεται: 

 
( ){ } ( )0 02

01
2

1, 2, ,

n nL x x L x x
n

h M
E e e E

L
n N

− −≤ − +

= K

 (13.10) 

και έτσι ορίζεται ένα φράγµα για το ολικό σφάλµα. Σύµφωνα µε την παραπάνω ανάλυση 
µπορούµε να διατυπώσουµε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 13.1 Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών, 

 ( ) [ ] ( ) 0, , , ,y f x y x y yα β α′= ∈ =  

για το οποίο υποθέτουµε ότι ισχύει το θεώρηµα Picard, και την ακολουθία των διακεκρι-
µένων σηµείων, 

 ( ), 0 ,1,..., /nx nh n N h Nα µε β α= + = = − . 

Επίσης υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f , είναι µία λεία συνάρτηση δύο µεταβλητών ώστε 
να υπάρχει η y′′ , και να είναι φραγµένη στο διάστηµα [ ],α β . Να δειχθεί για την άµεση 
µέθοδο Euler, ότι το ολικό σφάλµα nE , φράσσεται από την σχέση: 

 ( ) ( ){ }0 0

0 1 , 1, 2, ...,n nL x x L x x
n

TE e E e n N
L

− −≤ + − =  

όπου L  είναι η σταθερά Lipschitz, και 
0 1
max nn N

T T
≤ ≤ −

= , όπου nT  είναι τα τοπικά σφάλµατα 

αποκοπής. 

Για την γενική θ-µέθοδο µπορεί να δειχθεί ότι η αντίστοιχη σχέση της (13.10) είναι: 

 { }
0 0

1 1
2 3 0

1 1 12 3

1, 2, ,

x xn nL
Lh

x x
L

Lh
n

hE M h M e e E
L

n N

θ θθ
− 

  − 

− 
  − 

  ≤ − + − + 
  

= K

 (13.11) 

όπου 
[ ]

( )3 ,
max

x
M y x

α β∈
′′′= . 
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Θεωρούµε ότι δεν υπάρχει σφάλµα στρογγύλευσης στο αρχικό σηµείο, ( ) ( )0 0y a y x y= = , 

οπότε µπορούµε να υποθέσουµε ότι ( )0 0 0 0.E y x y= − =  Τότε, από την (13.11) µπορούµε 

να διαπιστώσουµε ότι ( )2
nE O h=  για 1/ 2θ = , ενώ για 0θ =  και 1θ = , ( )nE O h= . Το 

ίδιο ισχύει για κάθε 1
2θ =± . 

Από την παραπάνω ανάλυση µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι κάθε φορά που το βήµα h  
υποδιπλασιάζεται, το σφάλµα αποκοπής και το ολικό σφάλµα µειώνεται κατά ένα παράγο-
ντα ίσο µε το 2 όταν 1

2θ ≠ , και κατά ένα παράγοντα ίσο µε το 4 όταν 1
2θ = . Συνεπώς, η 

µέθοδος του Τραπεζίου οδηγεί σε ακριβέστερες προσεγγίσεις από την µέθοδο Euler, αλλά 
είναι περισσότερο πολύπλοκή στην εφαρµογή της διότι είναι έµµεση. 

14. Ανάλυση σφάλµατος της γενικής µεθόδου απλού βήµατος 
Στην παράγραφο 8 ορίσαµε ότι η γενική µέθοδος απλού βήµατος έχει την µορφή: 

 
( )

( )
1

0

, ,

, 0 ,1,..., 1
n n n ny y h x y h

y a y n N
+ = + Φ

= = −
 (14.1) 

όπου η συνάρτηση ( ).,.,.Φ  είναι συνεχής ως προς τις µεταβλητές της. 

Το ολικό σφάλµα ως γνωστόν ορίζεται από την σχέση, 

 ( )n n nE y x y= −  (14.2) 

και το σφάλµα αποκοπής µπορεί να γραφεί στην µορφή: 

 
( ) ( ) ( )( )1 , ,n n

n n n

y x y x
T x y x h

h
+ −

= −Φ . (14.3) 

Το επόµενο θεώρηµα υπολογίζει ένα φράγµα για το ολικό σφάλµα συναρτήσει του τοπικού 
σφάλµατος. 

Θεώρηµα 14.1 Θεωρούµε την γενική µέθοδο απλού βήµατος (14.1), όπου η συνάρτηση Φ 
υποθέτουµε ότι είναι συνεχής ως προς τις µεταβλητές της. Επίσης υποθέτουµε ότι η συ-
νάρτηση αυτή ικανοποιεί µία συνθήκη Lipschitz ως προς την δεύτερη µεταβλητή, δηλαδή 
υπάρχει µία θετική σταθερά LΦ , έτσι ώστε για 00 h h< <  και για το ίδιο χωρίο R όπως στο 
θεώρηµα Picard να ισχύει: 

 ( ) ( ), , , ,x y h x z h L y zΦΦ −Φ ≤ −  (14.4) 

για κάθε ζεύγος ( )yx , , ( )zx ,  του χωρίου. Επίσης υποθέτουµε ότι mn Yyy ≤0, . Τότε για 

το ολικό σφάλµα ισχύει: 

 
( )

( )

Nn

T
L

eEeE
xxL

xxL
n

n
n

,....,2,1

10
0

,

0
,

=











 −

+≤
Φ

Φ
Φ

 (14.5) 
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όπου nNn
TT

10
max

−≤≤
= . 

Απόδειξη Αν αφαιρέσουµε την (14.1) από την (14.3) τελικά προκύπτει η σχέση 

 ( )( ) ( ){ } nnnnnnn ThhyxhxyxhEE +Φ−Φ+=+ ,,,,1 . 

Τα σηµεία ( )( )nn xyx ,  και ( )nn yx , , ανήκουν στο χωρίο R , και η συνθήκη (14.4) συνεπά-
γεται ότι: 

 1.,...,1,0,1 −=++≤ Φ+ NnThELhEE nnnn  

ή 

 ( ) 1.,...,1,0,11 −=++≤ Φ+ NnThELhE nnn . 

Εποµένως θα έχουµε, αν nNn
TT

10
max

−≤≤
= , 

 ( ) ,1 01 ThELhE ++≤ Φ  

 ( ) ( ){ } ,111 0
2

2 TLhhELhE ΦΦ ++++≤  

 ( ) ( ) ( ){ } ,1111 2
0

3
3 TLhLhhELhE ΦΦΦ ++++++≤  

 . 

 . 

 ( ) ( ){ } ,/111 0 ΦΦΦ −+++≤ LTLhhELhE nn
n  

Ισχύει ότι Φ≤+ Φ
LheLh1 , και 0xxhn n −= , οπότε εύκολα προκύπτει το ζητούµενο. 

Σηµειώνουµε ότι το φράγµα του σφάλµατος (13.10)της µεθόδου Euler είναι ειδική περί-
πτωση του φράγµατος (14.5). 

Παράδειγµα 14.1 Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών 

 ( ) 0
1 0,tan yyyy ==′ −  

και υποθέτουµε ότι εφαρµόζουµε την άµεση µέθοδο Euler. Σκοπός του παραδείγµατος 
είναι να εφαρµόσουµε την σχέση (13.10), ώστε να υπολογίσουµε το µέγεθος του αντί-
στοιχου ολικού σφάλµατος. Άρα πρέπει να υπολογίσουµε τις ποσότητες L  και 2M . 

Έχουµε ότι ( ) yyxf 1tan, −= , οπότε από το θεώρηµα της µέσης τιµής θα πάρουµε ότι: 

 ( ) ( ) ( )( )zyx
y
fzxfyxf −

∂
∂

=− ξ,,,  

όπου το ξ βρίσκεται µεταξύ y  και z . Στην περίπτωση µας ισχύει ότι: 

 ( ) ,11 12 ≤+=
∂
∂ −y

y
f
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οπότε 1=L . Για να υπολογίσουµε το 2M , χρειαζόµαστε ένα φράγµα για την y ′′ . Άρα 
πρέπει πρώτα να υπολογίσουµε την δεύτερη παράγωγο της y . 

Έχουµε: 

 ( )yxfy ,=′   ⇒    ( )y
xd

dy 1tan −=′′    ⇒  

 ( ) yyy ′+=′′
−121   ⇒   ( ) yyy 112 tan1 −−

+=′′ . 

Εποµένως, π2
1

2 =≤′′ My . Η σχέση (13.10) αν αντικαταστήσουµε τα L  και 2M  γρά-

φεται: 

 ( ) NnheEeE nn xx
n ,...,2,1,0,14

1
0 =−+≤ π  (14.6) 

Ειδικότερα, αν υποθέσουµε ότι ( ) 000 yxyE −= , θα έχουµε ότι: 

 ( ) NnheE nx
n ,...,2,1,0,14

1 =−≤ π  (14.7) 

Αν θέλουµε να ισχύει ότι TOLE n ≤ , για κάθε Nn ,...,2,1,0= , τότε υπολογίζεται ότι 

για να συµβαίνει αυτό θα πρέπει να ισχύει η ανισότητα 

 ( ) TOLeh b 114 −
−≤

π
. (14.8) 

Εποµένως µπορούµε να υπολογίζουµε την αριθµητική λύση µε όση ακρίβεια θέλουµε, 
αρκεί να επιλέξουµε την κατάλληλη τιµή για το βήµα h . Αυτό στην πράξη δεν µπορεί να 
επιλέγεται αυθαίρετα όσο µικρό θέλουµε, διότι πολύ µικρές τιµές για το h  µπορεί να 
δίνουν µεγάλα σφάλµατα στρογγύλευσης. Τα σφάλµατα στρογγύλευσης µπορούν να 
φραγούν µε ανάλογο τρόπο. 

15. Συνέπεια αριθµητικής µεθόδου 

Στην παράγραφο αυτή θα συζητήσουµε µε συντοµία την έννοια της συνέπειας, µία ιδιό-
τητα την οποία πρέπει να έχει µία αριθµητική µέθοδος. 

Ορισµός 15.1 Η αριθµητική µέθοδος (14.1) θα λέµε ότι είναι συνεπής (consistent) µε την 
διαφορική εξίσωση ( )yxfy ,=′ , αν το σφάλµα αποκοπής (14.3) είναι τέτοιο ώστε για 
κάθε 0>ε , υπάρχει ένας αριθµός ( )εh  για τον οποίο ισχύει: 

 ε<nT   για  ( )εhh<<0  

για οποιοδήποτε ζεύγος σηµείων ( )( )nn xyx , ,  ( )( )11 , ++ nn xyx  σε οποιαδήποτε καµπύλη 
της λύσης στο R. 

Για την γενική µέθοδο (14.1) έχουµε υποθέσει ότι η συνάρτηση ( ).,.,.Φ  είναι συνεχής. 
Επίσης η y ′  είναι µία συνεχής συνάρτηση στο [ ]ba , . Εποµένως από την (14.3) θα έχουµε: 

 ( ) ( )0,,lim
0 nnnnh

yxxyT Φ−′=
→

. 

Αυτό σηµαίνει ότι η µέθοδος απλού βήµατος (14.1) είναι συνεπής, αν και µόνο αν 
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 ( ) ( )yxfyx nn ,0,, ≡Φ . (15.1) 

Μπορούµε τώρα να διατυπώσουµε το επόµενο θεώρηµα για την σύγκλιση της γενικής µε-
θόδου απλού βήµατος (14.1). 

Θεώρηµα 15.1 Υποθέτουµε ότι η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών 

 ( ) [ ] ( ) 0,,,, yaybaxyxfy =∈=′ , 

ανήκει στο R όπως και η προσέγγιση αυτής που προκύπτει από την εφαρµογή της µεθόδου 
(14.1) όταν το 0hh< . Υποθέτουµε επίσης ότι η συνάρτηση ( ).,.,.Φ  είναι οµοιόµορφα 
συνεχής στο [ ]0,0 hR × , και ικανοποιεί την συνθήκη συνέπειας (15.1) και την συνθήκη 
Lipschitz 

 ( ) ( ) zyLhzxhyx −≤Φ−Φ Φ,,,,   στο  [ ]0,0 hR × . 

Τότε, αν υπολογίσουµε διαδοχικά τις ακολουθίες προσεγγίσεων { }ny , για τα σηµεία 
Nnhnax n ,...,2,1, =+=  µε την µέθοδο (14.1) µε διαδοχικά µικρότερα βήµατα h , κάθε 

ένα µικρότερο του 0h , θα έχουµε σύγκλιση της αριθµητικής λύσης προς την λύση του 
προβλήµατος αρχικών τιµών µε την έννοια ότι: 

 ( ) 0→− nn yxy   όταν  0→h ,  [ ]baxx n ,∈→ . 

16. Έµµεσες µέθοδοι 
Στην παράγραφο 10 υπολογίσαµε µερικές απλές µεθόδους απλού βήµατος, από τις οποίες 
µερικές είναι έµµεσες. Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε πιο διεξοδικά µε αυτές. 

Η άµεση µέθοδος Euler προφανώς εφαρµόζεται εύκολα, αλλά έχει ένα µάλλον περιορισµέ-
νο διάστηµα ευστάθειας ( )0,2− . Μπορούµε να έχουµε µεγαλύτερο χωρίο ευστάθειας όταν 
η µέθοδος είναι έµµεση, µε κόστος βέβαια την πολυπλοκότητα της εφαρµογής. 

Έτσι, αν θεωρήσουµε την µέθοδο, 

 ( )111 , +++ += nnnn yxfhyy  (16.1) 

θα πρέπει να υπολογίσουµε την τιµή της f  στο σηµείο 1+ny  πριν το υπολογίσουµε. Αυτό 
σηµαίνει ότι πρέπει να υπολογίσουµε µία αρχική τιµή για το 1+ny  που ικανοποιεί την 
(16.1), και αν η f  είναι µη γραµµική ως προς y , όπως συνήθως συµβαίνει, τότε µία επα-
ναληπτική µέθοδος, όπως η µέθοδος Newton, θα πρέπει να εφαρµοστεί για την βελτίωση 
αυτής της τιµής. Μία καλή αρχική προσέγγιση για την αρχική τιµή της επαναληπτικής 
µεθόδου µπορεί να υπολογιστεί είτε από µία έµµεση µέθοδο, είτε από την προσέγγιση της 
λύσης στο προηγούµενο σηµείο. 

Παράδειγµα 16.1 Θεωρούµε την µη γραµµική διαφορική εξίσωση, 

 3yy −=′  

µε αρχική συνθήκη ( ) 10 =y . Αν εφαρµόσουµε την µέθοδο (16.1) µε βήµα 5.0=h , θα 
προκύψει η εξίσωση 
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 ( ) 3
1110 5.01, yyxfhyy −=+=′  (16.2) 

για τον υπολογισµό της λύσης στο επόµενο σηµείο. Η εξίσωση αυτή είναι σε τέτοια µορφή 
που µπορούµε να εφαρµόσουµε την επαναληπτική µέθοδο σταθερού σηµείου άµεσα. 

Πράγµατι, από την (16.2) προκύπτει η σχέση της µορφής: 

 ( ) ( )( ) ...,1,0,5.01 3
1

1
1 =−=+ syy ss  (16.3) 

όπου η αρχική προσέγγιση ( )0
1y  µπορεί να υπολογιστεί εφαρµόζοντας την άµεση µέθοδο 

Euler στο βήµα αυτό. Πράγµατι έχουµε: 

 ( ) ( ) 5.015.015.0 0
1

33
00

0
1 =⇒⋅−=−= yyyy . 

Με βάση αυτή την αρχική τιµή υπολογίζουµε διαδοχικά: 

 ( ) ( )( ) 937.05.01 30
1

1
1 =−= yy  

 ( ) ( )( ) 589.05.01 31
1

2
1 =−= yy  

 ( ) ( )( ) 897.05.01 32
1

3
1 =−= yy  

 . 

 . 

κ.τ.λ. οπότε µετά από µερικές εφαρµογές της επαναληπτικής σχέσης (16.3) υπολογίζουµε 
ότι 7709.01 ≈y . 
Η µη γραµµική εξίσωση (16.2) µπορεί επίσης σε κάθε βήµα να επιλυθεί, αν εφαρµόσουµε 
την γνωστή επαναληπτική µέθοδο Newton. Τώρα, στην εξίσωση (16.3) αντιστοιχεί η 
εξίσωση 

 3

2
11 yy −=  

ή η εξίσωση 

 ( ) 012
1 3 =−+= yyyf . 

Η πρώτη παράγωγος είναι 

 ( ) 2

2
31 yyf +=′ , 

οπότε η προσέγγιση της y  σε κάθε σηµείο µε 5.0=h , θα µπορεί να υπολογιστεί µε τον 
επαναληπτικό τύπο: 

 ...,1,0,
2

31

12
1

2

3

1 =
+

−+
−=+ n

y

yy
yy

n

nn
nn  

µε το 5.00 =y , υπολογισµένο πάλι µε την άµεση µέθοδο Euler. Η εφαρµογή του τύπου θα 
υπολογίσει την αριθµητική τιµή της προσέγγισης στα διάφορα σηµεία της διαµέρισης. 
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Είναι φανερό ότι η εφαρµογή µιας έµµεσης µεθόδου δηµιουργεί σε κάθε βήµα πρόσθετο 
υπολογιστικό κόστος µε τους απαραίτητους υπολογισµούς. Εποµένως, στο ερώτηµα γιατί 
να εφαρµόσουµε µία έµµεση µέθοδο, η απάντηση είναι ότι µία έµµεση µέθοδος έχει µεγα-
λύτερο χωρίο ευστάθειας συγκρινόµενη µε αντίστοιχες άµεσες, συνεπώς περισσότερο ικα-
νή για συγκεκριµένες κατηγορίες διαφορικών εξισώσεων. 

17. Ευστάθεια και ακρίβεια έµµεσων µεθόδων 

a) Έµµεση µέθοδος Euler 

Για να µελετήσουµε κατ’ αρχήν την ευστάθεια αυτής της µεθόδου, θα την εφαρµόσουµε 
στην γραµµική εξίσωση µοντέλο της µορφής: 

 yy λ=′  (17.1) 

οπότε θα έχουµε: 

 11 ++ += kkk yhyy λ  

ή 

 ...,1,0,
1
1

1 =
−

=+ ky
h

y kk λ
 

Για τις διάφορες τιµές του k , ορίζεται ο αναγωγικός τύπος: 

 01
1 y
h

y
k

k 







−

=
λ

 (17.2) 

Η θεωρητική λύση του προβλήµατος είναι η συνάρτηση ( ) xeyxy λ
0= , η οποία όταν το 

0<λ , (ευσταθής διαφορική εξίσωση), συγκλίνει εκθετικά στο µηδέν όταν το x  αυξάνει. 

Είναι φανερό ότι ενδιαφερόµαστε η προσεγγιστική λύση να έχει µία ανάλογη συµπερι-
φορά, δηλαδή η ακολουθία { }ky  να είναι µηδενική. Σύµφωνα µε την (17.2) αυτό θα ισχύει 
αν ικανοποιείται η ανισότητα: 

 ( ) 111 <− λh  (17.3) 

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η (17.3) ισχύει για κάθε θετική τιµή του h  όταν το 
0<λ , και εποµένως το διάστηµα ευστάθειας της µεθόδου είναι ( )0,∞− . Όταν έχουµε ένα 

σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης θα µιλάµε για χωρίο ευστάθειας, το οποίο 
στην περίπτωση της έµµεσης µεθόδου Euler, θα είναι ολόκληρο το αριστερό ηµιεπίπεδο 
του µιγαδικού επιπέδου. 

Άρα, για κάθε ευσταθή διαφορική εξίσωση, η έµµεση µέθοδος Euler είναι ευσταθής για 
κάθε θετική τιµή του h . Μία τέτοια µέθοδος λέµε ότι είναι ‘ευσταθής χωρίς περιορισµούς’ 
(unconditionally stable) ή Α-ευσταθής (A-stable) ή απόλυτα ευσταθής (absolutely stable). 

Για µία τέτοια µέθοδο, µόνο η επιθυµητή τοπική ακρίβεια µπορεί να περιορίσει την τιµή 
του h . Αυτό σηµαίνει ότι θα µπορούµε να επιλέγουµε µεγαλύτερες τιµές για το βήµα h , 
απ’ ότι σε µία άµεση µέθοδο της ίδιας τάξης, και έτσι να επιτύχουµε υψηλότερη ικανό-
τητα, καίτοι σε κάθε βήµα απαιτούνται περισσότεροι υπολογισµοί. 
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Για να εξετάσουµε την τάξη ακρίβειας της έµµεσης µεθόδου Euler, θεωρούµε τον παράγο-
ντα αύξησης του σφάλµατος (growth factor), και τον αναπτύσσουµε σε σειρά οπότε θα 
έχουµε την σχέση: 

 ( ) ...1
1
1 2 +++=
−

λλ
λ

hh
h

 (17.4) 

Θεωρούµε επίσης το ανάπτυγµα σε σειρά του όρου λhe  της αναλυτικής λύσης, οπότε θα 
έχουµε την σχέση: 

 
( )

...
2

1
2

+++=
λ

λλ hhe h  (17.5) 

Παρατηρούµε ότι τα δύο αναπτύγµατα (17.4) και (17.5) συµφωνούν µέχρι τους δύο πρώ-
τους όρους, εποµένως η έµµεση µέθοδος Euler έχει τάξη ακρίβειας ένα. 

Τελικά, αν και η έµµεση µέθοδος Euler είναι ευσταθής χωρίς περιορισµούς, η µικρή τάξη 
ακρίβειας της µεθόδου περιορίζει πολύ την χρήση της. 

b) Έµµεση µέθοδος τραπεζίου 

Θεωρούµε τώρα την έµµεση µέθοδο τραπεζίου: 

 ( ) ( ){ }111 ,,
2 +++ ++= kkkkkk yxfyxfhyy  (17.6) 

την οποία πάλι εφαρµόζουµε στην εξίσωση µοντέλο (17.1), και προκύπτει η σχέση: 

 { }11 2 ++ ++= kkkk yyhyy λλ  

ή 

 ..,.2,1,0,2121 1 =




 +=





 − + kyhyh

kk
λλ  

Για τις διάφορες τιµές του k  προκύπτει ο αναγωγικός τύπος της µορφής: 

 021
21 y

h
hy

k

k 







−
+

=
λ
λ

 (17.7) 

Η µέθοδος είναι ευσταθής αν, για τον παράγοντα αύξησης του σφάλµατος ισχύει 

 ( ) ( ) 12/12/1 <−+ λλ hh , 

και η ανισότητα αυτή θα ισχύει, όταν το 0<λ , για κάθε θετική τιµή του h . Αυτό συνεπά-
γεται ότι το διάστηµα ευστάθειας της µεθόδου για µία απλή διαφορική εξίσωση είναι 
( )0,∞−  ενώ το χωρίο ευστάθειας για ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων είναι όλο το 
αριστερό ηµιεπίπεδο του µιγαδικού επιπέδου. Άρα, η έµµεση µέθοδος τραπεζίου είναι Α-
ευσταθής. 

Για την τάξη ακρίβειας της µεθόδου, θα αναπτύξουµε τον παράγοντα αύξησης του 
σφάλµατος σε σειρά, οπότε προκύπτει η σχέση: 
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1
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222
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2/1
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λλλλ
λ
λ
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h

 (17.8) 

Οι όροι του αναπτύγµατος (17.8) συµφωνούν µε τους όρους του αναπτύγµατος (17.5) 
µέχρι και τον o3  που εξαρτάται από το 2h . Άρα η µέθοδος του τραπεζίου έχει τάξη ακρί-
βειας 2. 

Στην παράγραφο αυτή εξετάσαµε δύο έµµεσες µεθόδους απλού βήµατος που είναι ευστα-
θείς χωρίς περιορισµούς. Την ιδιότητα αυτή δεν την έχουν όλες οι έµµεσες µέθοδοι. Όµως 
οι έµµεσες µέθοδοι γενικά έχουν µεγαλύτερα χωρία ευστάθειας από τις άµεσες, αλλά το 
βήµα ολοκλήρωσης που µπορεί να χρησιµοποιηθεί δεν είναι απεριόριστο. Συνεπώς, η 
εµµεσότητα δεν είναι αρκετή για να εξασφαλίσει την ευστάθεια, και η ευστάθεια δεν 
µπορεί να εξασφαλίσει την ακρίβεια της µεθόδου. 

Τέλος, υπάρχουν διαφορικές εξισώσεις οι οποίες χαρακτηρίζονται σαν stiff, οι οποίες για 
να επιλυθούν ικανοποιητικά µε µία αριθµητική µέθοδο, η µέθοδος πρέπει να είναι Α-
ευσταθής ή να έχει µεγάλο χωρίο ευστάθειας. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι έµµεσες 
µέθοδοι είναι οι πλέον κατάλληλες για την επίλυση τέτοιων διαφορικών εξισώσεων. 

Τυπικά, ένα ευσταθές σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων χαρακτηρίζεται σαν stiff, 
αν οι ιδιοτιµές του Ιακωβιανού πίνακα J  είναι τέτοιες ώστε απολύτως ο λόγος των 
µεγεθών τους να είναι πολύ µεγάλος. ∆ηλαδή, υπάρχουν ιδιοτιµές µε πολύ µικρό και πολύ 
µεγάλο µέγεθος. Μία περισσότερο συστηµατική ανάλυση των stiff διαφορικών εξισώσεων 
είναι πέρα από τους σκοπούς αυτού του µαθήµατος. 

18. Μέθοδος σειράς Taylor 
Είναι ήδη γνωστό ότι η µέθοδος Euler µπορεί να κατασκευαστεί θεωρώντας το ανάπτυγµα 
Taylor. Αν ( )xy  είναι η θεωρητική λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών, τότε η τιµή 
αυτής στο σηµείο 1+nx  της διαµέρισης µπορεί να εκφραστεί µε το ανάπτυγµα Taylor µε 
την σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ...
!

...
!2

2

1 +++′′+′+=+=+ n
p

p

nnnnn xy
p

hxyhxyhxyhxyxy  

Αν θεωρήσουµε τους p  πρώτους όρους, τότε θα προκύψει η προσεγγιστική σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )n
p

p

nnnn xy
p

hxyhxyhxyxy
!

...
!2

2

1 ++′′+′+≈+  (18.1) 

η οποία είναι ακριβής για τις αντίστοιχες προσεγγίσεις. Έτσι ορίζεται η µέθοδος Taylor 
τάξης p  της µορφής: 

 ( )p
n

p

nnnn y
p

hyhyhyy
!

...
!2

2

1 ++′′+′+=+  (18.2) 

0y  γνωστό,   1,...,2,1,0 −= Nn . 
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Σηµειώνουµε, ότι µία µέθοδος αυτής της µορφής απαιτεί τον υπολογισµό παραγώγων ανώ-
τερης τάξης της y , πράγµα το οποίο οδηγεί σε πολύπλοκους αναλυτικούς υπολογισµούς 
αν η ( )yxfy ,=′  είναι µη γραµµική, και αυτός είναι ένας βασικός λόγος και δεν 
εφαρµόζεται στην πράξη. 

Για 2=p , προκύπτει η µέθοδος τάξης 2 της µορφής: 

 nnnn yhyhyy ′′+′+=+ !2

2

1  (18.3) 

όπου 

 ( )nnn yxfy ,=′   και   ( ) ( ) ( ) ( )nnynnnnxnn yxfyxfyxfyxf
xd

d ,,,, += , 

και ο δείκτης στην f  δηλώνει µερική παράγωγο ως προς την αντίστοιχη µεταβλητή. Έτσι 
η (18.3) τελικά γράφεται: 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }nnynnnnxnnnn yxfyxfyxfhyxfhyy ,,,
!2

,
2

1 +++=+  

0y  γνωστό,   1,...,2,1,0 −= Nn . 

Για 3=p , προκύπτει η µέθοδος τάξης 3της µορφής: 

 nnnnn yhyhyhyy ′′′+′′+′+=+ !3!2

32

1  (18.4) 

0y  γνωστό,   1,...,2,1,0 −= Nn , 

όπου 

 ( )nnn yxfy ,=′  

 ( ) ( ) ( )nnynnnnx yxfyxfyxfy ,,, +=′′  

 { }( )nn yxyyxyyyxxxn fffffffffy
,

22 ++++=′′′ . 

Τελευταία, η δυνατότητα των υπολογιστών σε συµβολικές πράξεις και αναλυτική παραγώ-
γιση των συναρτήσεων, δίνει στις µεθόδους αυτού του τύπου µεγαλύτερη ευχέρεια χρήσης. 

Παράδειγµα 18.1 ∆ίνεται το πρόβληµα, ( ) 10,2 =−=′ yyxy . Η εφαρµογή της µεθόδου 
Taylor τάξης 2 απαιτεί τον υπολογισµό της y ′′ , σύµφωνα µε τα γνωστά. Άρα θα έχουµε 
την σχέση: 

 ( )( ) ( )142422 2222 −=−−+−=′′ yxyyxyxyy  

και η µέθοδος γράφεται: 

 ( ) ...2,1,0,142 2222
1 =−+−=+ nyxyhyxhyy nnnnnnn  

Θα εφαρµόσουµε την µέθοδο δύο φορές µε 5.0=h  

Βήµα 1:  ( ) 1,25.0,0,142 000
2
0

2
0

22
0001 ===−+−= yhxyxyhyxhyy  
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Αντικαθιστούµε τα δεδοµένα και υπολογίζεται η προσέγγιση 9375.01=y . 

Βήµα 2:  ( ) 9375.0,25.0,25.0,142 111
2
1

2
1

22
1112 ===−+−= yhxyxyhyxhyy  

Αντικαθιστούµε τα δεδοµένα και υπολογίζεται η προσέγγιση 8247.02 =y . 

Για να ελέγξουµε τα αποτελέσµατα, θεωρούµε την θεωρητική λύση του προβλήµατος 
( ) ( )21/1 xxy += , και υπολογίζουµε: 

 ( ) ( ) 9412.025.01 == yxy ,   και   ( ) ( ) 8.05.02 == yxy  

οπότε µπορούµε να κάνουµε τις συγκρίσεις µε τις αντίστοιχες προσεγγιστικές τιµές. 

19. Άµεση µέθοδος τύπου Runge-Kutta 
Οι µέθοδοι τύπου Runge-Kutta που θα ασχοληθούµε στην συνέχεια, στοχεύουν σε µεγαλύ-
τερη ακρίβεια θυσιάζοντας την απλή και οικονοµική εφαρµογή της µεθόδου Euler. Εδώ η 
( ).,.f  υπολογίζεται σε ενδιάµεσα σηµεία των σηµείων ( )( )nn xyx ,  και ( )( )11 , ++ nn xyx . 

Η γενική άµεση µέθοδος Runge-Kutta me r  υπολογισµούς (στάδια) της f  ορίζεται από 
τις παρακάτω σχέσεις: 

 ( )hyxhyy nnnn ,,1 Φ+=+  (19.1) 

 ( ) ∑
=

=Φ
r

i
iinn kbhyx

1
,,  (19.2) 

όπου 

 

( )

rikahychxfk

yxfk
i

j
jjinini

nn

,...,3,2,,

,
1

1

1

=







++=

=

∑
−

=

 (19.3) 

 ∑
−

=

==
1

1
,...,3,2

i

j
jii riac  (19.4) 

Οι συντελεστές της γενικής αυτής µεθόδου µπορούν να παρασταθούν µε τον γνωστό 
πίνακα Butcher, 

 

rrrrrr

ijii

baaac

baac
bac
b
bac

1,21

323133

2122

1

...
....
....
....

0

−
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Οι ιδιότητες της µεθόδου ορίζονται από τους προσδιοριστέους συντελεστές ijii bac ,,  και 
τον αριθµό r  των υπολογισµών της f . Η µέθοδος είναι άµεση µε την έννοια ότι κάθε 
υπολογισµός ik  εξαρτάται από τους προηγούµενους υπολογισµούς 1,...,2,1, −= ijk j . 
Αυτό δεν αποτελεί ουσιαστική ιδιότητα, αλλά απλοποιεί τους υπολογισµούς και ο αλγό-
ριθµος προγραµµατίζεται πιο εύκολα. 

Η µέθοδος (19.1) – (19.4) απαιτεί r  υπολογισµούς της ( )yxf ,  σε κάθε βήµα ολοκλή-
ρωσης σε διάφορα ενδιάµεσα σηµεία του βήµατος. Κάθε υπολογισµός rjk j ,...,3,2, =  
µπορεί να θεωρηθεί σαν προσέγγιση κάποιας παραγώγου. 

Για να κατασκευάσουµε µία µέθοδο Runge-Kutta γενικά τάξης p , θα πρέπει να απαιτή-
σουµε το ανάπτυγµα του δεύτερου µέλους της σχέσης 

 ∑
=

+ +=
r

i
iinn kbhyy

1
1  (19.5) 

σε δυνάµεις του h , να διαφέρει από το ανάπτυγµα ή την µέθοδο Taylor τάξης p : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn
p

p

nnnnnn yxf
p

hyxfhyxfhyy ,
!

...,
!2

, 11
2

1
−

+ ++++=  (19.6) 

όπου 

 ( ) ( ) ( ) ( )1,...,2,1,,, −== pqyxf
xd

dyxf nnq

q

nn
q , 

σε όλους τους όρους µε δυνάµεις του h  µεγαλύτερες του p . Η απαίτηση αυτή, να ταυτίζο-
νται οι αντίστοιχοι όροι των αναπτυγµάτων µέχρι κάποια δύναµη του h , οδηγεί σε ένα µη 
γραµµικό αλγεβρικό σύστηµα µε αγνώστους τους προσδιοριστέους συντελεστές. Ο αρι-
θµός των αγνώστων υπερβαίνει τον αριθµό των εξισώσεων, οπότε οι λύσεις είναι παρα-
µετρικές, και µε κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων προκύπτουν συγκεκριµένες µέθοδοι 
από την αντίστοιχη οικογένεια µεθόδων. 

Στην συνέχεια, θα υπολογίσουµε µερικές απλές και κλασσικές µεθόδους αυτής της κατηγο-
ρίας για διάφορες τιµές του r , και θα αναφερθούµε σε µερικές βασικές και ικανές µεθό-
δους τις οποίες χρησιµοποιούµε στις εφαρµογές. 

Τέλος, η µέθοδος Euler µπορεί να ενταχθεί στην κατηγορία των µεθόδων Runge-Kutta me 
1=r , και θα ονοµάζεται µέθοδος Runge-Kutta µε έναν υπολογισµό της f  ή ένα στάδιο. 

20. Άµεση µέθοδος Runge-Kutta δύο σταδίων 
Όταν το 2=r , η µέθοδος γράφεται: 

 ( )22111 kbkbhyy nn ++=+  (20.1) 

όπου 

 
( )
( )11222

1

,

,

khaychxfk
yxfk

nn

nn

++=

=
 (20.2) 
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Κατ’ αρχήν, η µέθοδος θα πρέπει να είναι συνεπής. ∆ηλαδή πρέπει ( ) ( )yxfyx ,0,, =Φ . 
Από την (20.1) προκύπτει ότι: 

 ( ) ( ) ( )( )yxfhaychxfbyxfbhyx ,,,,, 12221 +++=Φ , 

άρα 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxfbbyxfbyxfbyx ,,,0,, 2121 +=+=Φ . 

Εποµένως, η συνέπεια εξασφαλίζεται αν και µόνο αν 

 121 =+ bb  (20.3) 

Επί πλέον συνθήκες για τους συντελεστές προκύπτουν, αν επιχειρήσουµε να µεγιστοποιή-
σουµε την τάξη ακρίβειας της µεθόδου. Για την ευκολία της ανάλυσης υιοθετούµε τους 
συµβολισµούς: 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ..,,,,,,,,
2

2

2

yxf
yx

fyxf
x

fyxf
x

fyxff yxxxx ∂∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

== (20.4) 

Ως γνωστόν, η µέθοδος Taylor τάξης p  ορίζεται αν στην (19.1) η 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn
p

p

nnnnnn yxf
p

hyxfhyxfhyx ,
!

...,
!2

,,, 11
2

T
−+++=Φ    (20.5) 

Υπολογίζοντας παραγώγους της f  µέχρι και τάξη 2, και εφαρµόζοντας τους συµβο-
λισµούς (20.4), η ( )hyx nn ,,TΦ  γράφεται: 

( ) { } ( ){ } ( )322
T 2

6
1

2
1,, hOfffffffffhfffhfhyx yyyxxxyyxyxnn ++++++++=Φ  

ή 

 ( ) { } ( )3
21

2
1T 6
1

2
1,, hOFfFhFhfhyx ynn ++++=Φ  (20.6) 

όπου 

 yyyxxxyx fffffFfffF 2
21 2, ++=+=  (20.7) 

και όλες οι συναρτήσεις υπολογίζονται στο σηµείο ( )nn yx , . 

Για να ορίσουµε τις συνθήκες που καθορίζουν την τάξη ακρίβειας της µεθόδου, θα 
αναπτύξουµε το 2k  από την (20.2) σε δυνάµεις του h , εφαρµόζοντας το θεώρηµα Taylor 
για 2 µεταβλητές. 

Σύµφωνα µε αυτό θα έχουµε: 
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{ }

( )

2 2 21 1

2 2 2 2 2 2
2 21 1 2 2 21 1 21 1
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1 1
2 2

n n
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k f x h c y a h k

f h c f a h k f h c f c a h k f a h k f
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Επειδή ( )1 ,n nk f x y= , και 2 21c a=  λόγω της (19.4), τελικά προκύπτει: 

 ( )2 2 3
2 2 1 2 2

1
2

k f h c F h c F O h= + + +  (20.8) 

Αντικαθιστούµε στην (20.1) τις εκφράσεις των 1k  και 2k , οπότε για την ζητούµενη µέθοδο 
θα προκύψει: 

 ( ) 2 3 2
1 1 2 2 2 1 2 2 2

1
2n ny y h b b f h b c F h b c F+ = + + + + . (20.9) 

Η αντίστοιχη µέθοδος Taylor γράφεται: 

 ( )2 3
1 1 1 2

1 1
2 6n n yy y h f h F h F f F+ = + + + +  (20.10) 

Η µέγιστη τάξη που µπορεί να έχει η ζητούµενη µέθοδος είναι δύο, και αυτό προκύπτει ότι τα 
αναπτύγµατα (20.9) και (20.10) µπορούν να συµφωνήσουν µέχρι και τους όρους που 
εξαρτώνται από το 2h , αν ισχύουν οι εξισώσεις: 

 1 2 1b b+ =  

 2 2
1
2

b c =  (20.11) 

 2 21c a=  

Το σύστηµα (20.11) των συντελεστών µπορεί να ορίσει µία µονοπαραµετρική οικογένεια 
λύσεων της µορφής: 

 21 2 2 2 1 2, 1/ 2 , 1 1/ 2a c b c b c= = = −  

από την οποία, για επιλεγµένες τιµές της ελεύθερης παραµέτρου προκύπτουν συγκεκριµένες 
µέθοδοι. 

a) Για 0,1,
2
1

2
1

12122 ===⇒= bbac . 

Τότε προκύπτει η µέθοδος: 
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2
1,
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khyy

khyhxfk

yxfk

nn

nn

nn

+=







 ++=

=

+

 ((20.12) 

η οποία θα αναφέρεται σαν τροποποιηµένη (modified) µέθοδος Euler. 

b) Για 
2
1,

2
1,11 12122 ===⇒= bbac . 

Τότε προκύπτει η µέθοδος: 
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 (20.13) 

η οποία αντιστοιχεί στην βελτιωµένη (improved) µέθοδο Euler. 

21. Άµεση µέθοδος Runge-Kutta τριών σταδίων 
Όταν το 3=r , η µέθοδος γράφεται: 

 ( )3322111 kbkbkbhyy nn +++=+  (21.1) 

όπου 
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 (21.2) 

Στις εκφράσεις των 2k  και 3k  κάνουµε τις αντικαταστάσεις 212 ca =  και 23323 aca −= , και 
εν’ συνεχεία τα αναλύουµε σε ανάπτυγµα σύµφωνα µε το θεώρηµα Taylor για δύο µεταβλη-
τές. Τότε προκύπτουν οι παρακάτω εκφράσεις για τα 2k  και 3k , όπου όλες οι συναρτήσεις 
υπολογίζονται στο σηµείο ( )nn yx , , 
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Αν χρησιµοποιήσουµε τις εκφράσεις (20.7), τελικά προκύπτει: 

 ( )2 2 3
2 2 1 2 2

1
2

k f h c F h c F O h= + + +  (21.3) 

και 

 

( )[ ]{ }
( )[ ] ( )[ ]{ }

( )3

2
223123322312333

2
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2

223123333

2
2
1

hO

fkakacfkakaccfch
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yxxx

yx
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+−++−+

++−++=

 

ή τελικά: 

 ( )3
2

2
31232

2
133 2

1 hOFcfFachFchfk y +





 +++=  (21.4) 

Αν αντικαταστήσουµε τις εκφράσεις (21.3) και (21.4) στην σχέση (19.2) για 3=r , θα προ-
κύψει: 
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2212323
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13322321

2
2
1

,,

hOFcbcbfFacbh

Fcbcbhfbbbhyx
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nn

+++

+++++=Φ
 (21.5) 

Άρα η (21.1) γράφεται: 

 
( ) ( )

( ){ }2
2
33
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2212323
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2
2
1 FcbcbfFacbh

Fcbcbhfbbbhyy

y

nn
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 (21.6) 

Η αντίστοιχη µέθοδος Taylor γράφεται: 

 ( )2 3
1 1 1 2

1 1
2 6n n yy y h f h F h F f F+ = + + + + ( )3hO+  (21.7) 

Η µέγιστη τάξη που µπορεί να επιτύχει η (21.6) είναι τρία, και αυτό προκύπτει από το γεγονός 
ότι τα αναπτύγµατα (21.6) και (21.7) µπορούν να συµφωνήσουν µέχρι και τους όρους που 
εξαρτώνται από το 3h , αν ικανοποιούνται οι εξισώσεις: 
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cbcb
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 (21.8) 

Το σύστηµα (21.8) έχει τέσσερις εξισώσεις µε έξι αγνώστους 2332321 ,,,,, accbbb . Έτσι 
µπορούµε να υπολογίσουµε µία οικογένεια µεθόδων Runge-Kutta µε δύο ελεύθερες παρα-
µέτρους. Κατάλληλες τιµές των ελεύθερων παραµέτρων ορίζουν συγκεκριµένες µεθόδους της 
οικογένειας. ∆ύο αξιοσηµείωτα παραδείγµατα µεθόδων από την οικογένεια αυτή είναι: 

a) Μέθοδος Heun 

Οι συντελεστές της µεθόδου είναι: 
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3
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3
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23131232321 ======== aaaccbbb  

οπότε η µέθοδος θα έχει την µορφή: 
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b) Κλασσική µέθοδος Runge-Kutta τρίτης τάξης 

Οι συντελεστές της µεθόδου είναι: 

 2,1,
2
1,1,

2
1,

6
1,

3
2,

6
1

23131232321 =−======= aaaccbbb , 

οπότε η µέθοδος θα έχει την µορφή: 
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22. Άµεση µέθοδος Runge-Kutta τεσσάρων σταδίων 
Ας υποθέσουµε ότι 4=r , τότε η µέθοδος γράφεται: 

 ( )443322111 kbkbkbkbhyy nn ++++=+  (22.1) 

όπου 
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 (22.2) 

Αν εργαστούµε µε ανάλογο τρόπο, θα καταλήξουµε µετά από πολύπλοκους και βαρετούς 
υπολογισµούς, σε µία οικογένεια µεθόδων Runge-Kutta µε τέσσερις υπολογισµούς της f , η 
οποία έχει δύο ελεύθερες παραµέτρους. Μία δηµοφιλής µέθοδος αυτής της οικογένειας είναι: 
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 (22.3) 

Μέχρι τώρα παρουσιάσαµε µεθόδους Runge-Kutta r -σταδίων µε 4,3,2,1=r . Για τις µεθό-
δους αυτές ισχύει ότι η τάξη ακρίβειας είναι αντίστοιχα 4,3,2,1=p . Μία φυσική ερώτηση 
είναι αν υπάρχουν µέθοδοι Runge-Kutta µε 5≥r , και ποία είναι η αντίστοιχη τάξη αυτών. 
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Έχει αποδειχθεί ότι για 9,8,7,6,5=r  η µέγιστη τάξη ακρίβειας η οποία µπορεί να επιτευχθεί 
είναι αντίστοιχα 7,6,6,5,4=p , και για 10≥r , η µέγιστη τάξη είναι 2−≤ rp , αν και µπορεί 
αυτά τα αποτελέσµατα να ανατραπούν. 

23. Ευστάθεια των µεθόδων Runge-Kutta  
Για να µελετήσουµε την ιδιότητα της ευστάθειας για τις µεθόδους Runge-Kutta, είναι χρήσιµο 
να θεωρήσουµε το πρόβληµα µοντέλο της µορφής: 

 ( ) )0(0, 0 ≠==′ yyyy λ  (23.1) 

όπου λ είναι ένας πραγµατικός και αρνητικός αριθµός. Η αναλυτική λύση του προβλήµατος 
εύκολα προκύπτει ότι είναι η ( ) xeyxy λ

0= , η οποία συγκλίνει εκθετικά στο µηδέν όταν 
∞+→x . 

Το ερώτηµα που θα θέλαµε να διερευνήσουµε εδώ είναι, κάτω από ποίες συνθήκες ή 
περιορισµούς στο βήµα h , η µέθοδος Runge-Kutta παράγει προσεγγιστικές λύσεις µε ανά-
λογη συµπεριφορά. Η κατανόηση στο θέµα αυτό θα µας δώσει χρήσιµες πληροφορίες για την 
καλύτερη επιλογή του h , όταν εφαρµόζεται για την αριθµητική προσέγγιση ενός προ-
βλήµατος αρχικών τιµών στο διάστηµα [ ]ba , , όπου .ab >>  

Για λόγους καθαρά εκπαιδευτικούς θα µελετήσουµε την ευστάθεια για τις µεθόδους Runge-
Kutta τάξης 4,3,2,1=p . 

a) Μέθοδος Euler 

Η µέθοδος Euler µπορεί να θεωρηθεί σαν µία µέθοδος Runge-Kutta µε 1=r  και 1=p . Αν την 
εφαρµόσουµε στο πρόβληµα (23.1) τότε θα προκύψει η σχέση: 

 ( ) 0,11 ≥+=+ nyhy nn λ  

Αν ο παραπάνω αναδροµικός τύπος εφαρµοστεί για τις διάφορες τιµές του n , προκύπτει η 
σχέση: 

 ( ) ...,2,1,0,1 01 =+=+ nyhy n
n λ  

η οποία ορίζει την ακολουθία των προσεγγίσεων { }∞= 0nny . Η ακολουθία αυτή θα συγκλίνει 

στο µηδέν, δηλαδή θα έχει µία συµπεριφορά ανάλογή της αναλυτικής λύσης, αν και µόνο αν 
ικανοποιείται η ανισότητα: 

 11 <+ λh  

από την οποία προκύπτει το γνωστό αποτέλεσµα ( )0,2−∈λh . Η προηγούµενη συνθήκη µας 
δίνει την δυνατότητα να υπολογίζουµε κατάλληλη τιµή για το h , ώστε να έχουµε την 
επιθυµητή συµπεριφορά της προσεγγιστικής λύσης. Όταν η τιµή του h  είναι τέτοια ώστε η 
τελευταία συνθήκη να ισχύει, λέµε ότι η µέθοδος είναι απόλυτα ευσταθής και το διάστηµα 
( )0,2− , ονοµάζεται διάστηµα απόλυτης ευστάθειας της µεθόδου. 

b) Μέθοδος Runge-Kutta µε 2=r  ή βελτιωµένη µέθοδος Euler 

Η µέθοδος αυτή ορίζεται από τις σχέσεις: 
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Εφαρµόζουµε την µέθοδο στην εξίσωση (23.1), και προκύπτουν οι σχέσεις: 
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οπότε η προσέγγιση παίρνει την µορφή: 

 ( ) 0,
2
11 2

1 ≥





 ++=+ nyhhy nn λλ  

από την οποία προκύπτει για τις διάφορες τιµές του n  ο αναδροµικός τύπος: 

 ( ) ...,2,1,0,
2
11 0

2 =





 ++= nyhhyn λλ  

Η µέθοδος θα είναι απόλυτα ευσταθής αν ικανοποιείται η ανισότητα: 

 ( ) 1
2
11 2 <++ λλ hh , 

και αυτή ικανοποιείται αν ( )0,2−∈λh . Συνεπώς το διάστηµα της απόλυτης ευστάθειας της 
µεθόδου είναι ( )0,2− . 

c) Μέθοδος Runge-Kutta µε 3=r  

Μία κλασσική µέθοδος αυτής της οικογένειας εκφράζεται µε τις σχέσεις: 
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Αν η µέθοδος εφαρµοστεί στην εξίσωση (23.1), προκύπτουν οι εξισώσεις: 
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µε τις οποίες η προσέγγιση γράφεται: 

 ( ) ( ) 0,
6
1

2
11 32

1 ≥





 +++=+ nyhhhy nn λλλ . 

Από την προηγούµενη προκύπτει ο αναδροµικός τύπος: 
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 ( ) ( ) ...,2,1,0,
6
1

2
11 0

32 =





 +++= nyhhhyn λλλ  

Η συνθήκη ευστάθειας είναι: 

 ( ) ( ) 1
6
1

2
11 32 <+++ λλλ hhh , 

από την οποία υπολογίζεται ότι ( )0,51.2−∈λh . Άρα για τις µεθόδους Runge-Kutta µε 3=r , 
το διάστηµα απόλυτης ευσταθείς είναι ( )0,51.2− . 

d) Μέθοδος Runge-Kutta µε 4=r  

Θεωρούµε την παρακάτω µέθοδο της οικογένειας αυτής: 
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την οποία εφαρµόζουµε στο πρόβληµα (23.1). Με διαδικασία ανάλογη των προηγούµενων 
περιπτώσεων η προσέγγιση της λύσης εκφράζεται µε την εξίσωση: 

 ( ) ( ) ( ) 0,
24
1

6
1

2
11 432

1 ≥





 ++++=+ nyhhhhy nn λλλλ  

από την οποία προκύπτει ο αναδροµικός τύπος: 

 ( ) ( ) ( ) ...,2,1,0,
6
1

2
11 0

432 =





 ++++= nyhhhhyn λλλλ  

Για την ευστάθεια της µεθόδου απαιτείται να ισχύει η συνθήκη: 

 ( ) ( ) ( ) 1
24
1

6
1

2
11 432 <++++ λλλλ hhhh , 

από την οποία υπολογίζεται ότι αυτή θα ικανοποιείται όταν ( )0,78.2−∈λh , εποµένως το 
διάστηµα ευστάθειας των µεθόδων Runge-Kutta µε 4=r , είναι ( )0,78.2− . 

Η παραπάνω ανάλυση µπορεί να εφαρµοστεί για οποιαδήποτε µέθοδο Runge-Kutta µε 4>r  
και γενικά προκύπτει για την προσέγγιση, µία σχέση της µορφής: 

 ( ) 0,1 ≥=+ nyhPy nrn λ , 

όπου το πολυώνυµο ( )λhPr , ονοµάζεται πολυώνυµο απόλυτης ευστάθειας της µεθόδου, 
και εξαρτάται εκτός από το λh , και από τους συντελεστές της µεθόδου.  
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Γραµµικές πολυβηµατικές µέθοδοι 
 
 

24. Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε την κατηγορία των αριθµητικών µεθόδων οι οποίες 
είναι γνωστές σαν γραµµικές πολυβηµατικές µέθοδοι (Linear multistep methods), ή πιο 
συγκεκριµένα, γραµµικές µέθοδοι −k βηµάτων., για την επίλυση του προβλήµατος αρχι-
κών τιµών της µορφής: 

 
( ) [ ]

( ) 0

, , ,y f x y x a b

y a y

′= ∈

=
 (24.1) 

Οι µέθοδοι Runge-Kutta που µελετήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, αποτελούν µία 
βελτίωση των µεθόδων Euler ως προς την ακρίβεια, µε πρόσθετο όµως υπολογιστικό κό-
στος. Στην πραγµατικότητα, οι µέθοδοι Runge-Kutta απαιτούν περισσότερους υπολογι-
σµούς της συνάρτησης ( ).,.f  απ’ ότι φαίνεται αναγκαίο. Για παράδειγµα, η µέθοδος 
Runge-Kutta 4ης τάξης απαιτεί τέσσερις υπολογισµούς σε κάθε βήµα, οι οποίοι γίνονται 
όµως σε ενδιάµεσα σηµεία του βήµατος. 

Μία πολυβηµατική µέθοδος απαιτεί υπολογισµούς της συνάρτησης f  σε περισσότερα του 
ενός σηµεία της διαµέρισης, άρα θα πρέπει να γνωρίζουµε την προσέγγιση της λύσης στα 
σηµεία αυτά. 

Θεωρούµε µία ακολουθία από ισαπέχοντα σηµεία { }nx  µε απόσταση h . Η γενική γραµ-
µική µέθοδος k -βηµάτων γράφεται: 

 ( )∑∑
=

++
=

+ =
k

j
jnjnj

k

j
jnj yxfhya

00
,β  (24.2) 

όπου οι συντελεστές kaaa ,...,, 10  και kβββ ,...,, 10  είναι πραγµατικές σταθερές και πρέ-

πει να προσδιοριστούν. Υποθέτουµε ότι 0≠ka , µε 1=ka  και 000 ≠+ βa . 

1). Αν 0=kβ , τότε η προσέγγιση kny +  υπολογίζεται άµεσα από τις k  προηγούµενες τιµές 

jy  και ( )jj yxf , , 1,...,1,0 −= kj , και τότε η µέθοδος k -βηµάτων λέµε ότι είναι άµεση. 

2). 0≠kβ , τότε η άγνωστη προσέγγιση kny + , εµφανίζεται και στα δύο µέλη της ισότητας, 
και ειδικότερα απαιτείται η f  να υπολογιστεί στο σηµείο ( )knkn yx ++ , , για το οποίο το 

kny +  είναι το ζητούµενο. Στην περίπτωση αυτή η µέθοδος είναι έµµεση. Η µέθοδος (24.2) 
ονοµάζεται γραµµική, επειδή περιέχει γραµµικούς συνδυασµούς των τιµών { }ny  και 

( ){ }nn yxf , . 

Παράδειγµα 24.1 Θα δώσουµε µερικά χαρακτηριστικά παραδείγµατα πολυβηµατικών 
µεθόδων διαφόρων βηµάτων 
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a) Η µέθοδος: 

 ( )111 , +++ += nnnn yxfhyy  

Είναι µία έµµεση γραµµική µέθοδος ενός βήµατος, γνωστή σαν έµµεση µέθοδος Euler.  

b) Επίσης η µέθοδος: 

 { }nnnn ffhyy ++= ++ 11 2
 

είναι µία έµµεση γραµµική µέθοδος ενός βήµατος, γνωστή ήδη σαν έµµεση µέθοδος τρα-
πεζίου. 

c) Η µέθοδος της µορφής: 

 { }123434 95199
24 ++++++ −−++= nnnnnn ffffhyy  

είναι µία έµµεση γραµµική µέθοδος τεσσάρων βηµάτων, γνωστή σαν µέθοδος AdamsMoulton 
τεσσάρων βηµάτων. 

d) Η µέθοδος της µορφής: 

 { }nnnnnn ffffhyy 9375199
24 12334 −+−+= +++++  

είναι µία άµεση γραµµική µέθοδος τεσσάρων βηµάτων, γνωστή σαν µέθοδος AdamsBashforth 
τεσσάρων βηµάτων. 

Στην συνέχεια θα µελετήσουµε την κατηγορία αυτή των µεθόδων ως προς τα διάφορα βασικά 
χαρακτηριστικά, καθώς και τον τρόπο κατασκευής τους 

25. Κατασκευή των πολυβηµατικών µεθόδων 
Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να κατασκευάσουµε µία πολυβηµατική µέθοδο δοσµένης 
µορφής. Στην συνέχεια θα αναφερθούµε µε συντοµία σε µερικούς απ’ αυτούς. 

a) Κατασκευή µε ανάπτυγµα Taylor 

Θεωρούµε το ανάπτυγµα Taylor της συνάρτησης ( )xy , στο σηµείο hxn + , οπότε προκύπτει η 
σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ...
!

...
!2

2

1 +++′′+′+=+=+ n
p

p

nnnnn xy
p

hxyhxyhxyhxyxy  (25.1) 

Αν στο ανάπτυγµα αυτό κρατήσουµε τους δύο πρώτους όρους, και αντικαταστήσουµε την 
( )nxy ′  από την διαφορική εξίσωση, θα προκύψει η προσεγγιστική σχέση: 

 ( ) ( ) ( )( )nnnn xyxfhxyhxy ,+≈+  

η οποία είναι ακριβής για τις αντίστοιχες προσεγγιστικές τιµές, οπότε προκύπτει η µέθοδος: 

 nnn fhyy =−+1 , 

γνωστή σαν άµεση µέθοδος Euler. 
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Ας θεωρήσουµε τώρα τα αναπτύγµατα Taylor για τις συναρτήσεις ( )hxy n +  και ( )hxy n −  
γύρω από το σηµείο nx . Τότε θα έχουµε τις εκφράσεις: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!3!2

32

+′′′+′′+′+=+ nnnnn xyhxyhxyhxyhxy  

και 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!3!2

32

+′′′−′′+′−=− nnnnn xyhxyhxyhxyhxy  

Αφαιρώντας κατά µέλη προκύπτει η σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!3

22
3

+′′′⋅+′=−−+ nnnn xyhxyhhxyhxy , 

από την οποία αν κρατήσουµε µόνο τον πρώτο όρο στο δεύτερο µέλος θα προκύψει η προ-
σεγγιστική σχέση: 

 ( ) ( ) ( )nnn xyhhxyhxy ′≈−−+ 2  

από την οποία εύκολα συνάγεται η µέθοδος δύο βηµάτων της µορφής: 

 nnn fhyy 211 =− −+ . 

b) Κατασκευή µε ολοκλήρωση 

Θεωρούµε τα σηµεία: 

 hxxhxxx nnnnn 2,, 1111 +=+= −+−− , 

και την ταυτότητα: 

 ( ) ( ) ( )dxxyxyxy n

n

x

xnn ∫
+

−

′=− −+
1

1
11  (25.2) 

Αν προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα στην (25.2) µε τον κανόνα του Simpson, θα προκύψει η 
σχέση: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }111111 ,,4,
3 ++−−−+ +++≈ nnnnnnnn xyxfxyxfxyxfhxyxy  

η οποία οδηγεί στην µέθοδο: 

 { }1111 4
3 +−−+ +++= nnnnn fffhyy  (25.3) 

όπου ( ) 1,0,1,, −== +++ jyxff jnjnjn . 

Η µέθοδος είναι έµµεση δύο βηµάτων, και απαιτείται να γνωρίζουµε τις προσεγγίσεις της 
λύσης nn yy ,1− στα σηµεία nn xx ,1− , για να προχωρήσουµε στον υπολογισµό της προσέγ-
γισης της λύσης στο σηµείο 1+nx . 
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c) Κατασκευή µε παρεµβολή 
Μία ιδιαιτέρως εύκολη διαδικασία για την κατασκευή πολυβηµατικών µεθόδων βασίζεται 
στην χρήση παρεµβολικών πολυωνύµων και την ολοκλήρωση. Οι οικογένειες µεθόδων που 
κατασκευάζονται µε αυτόν τον τρόπο, έχουν πολύ χρήσιµα χαρακτηριστικά τα οποία κάνουν 
την εφαρµογή τους στον υπολογιστή πολύ ελκυστική. Ειδικότερα οι συντελεστές τους 
προκύπτουν µε έναν επαναληπτικό τρόπο, και εποµένως µία αλλαγή της τάξης σηµαίνει την 
πρόσθεση ή την αφαίρεση ενός όρου. 

Στην παράγραφο αυτήν θα ασχοληθούµε µε το γενικό πλαίσιο κατασκευής µεθόδων µε ολο-
κλήρωση και ειδικότερα µε τις µεθόδους τύπου Adams. 

Ας θεωρήσουµε το γνωστό πρόβληµα αρχικών τιµών (24.2), και την ακολουθία { }kx , έτσι 
ώστε: 

 ...,2,1,1 =+= − khxx kk  

Από την (24.2) ορίζεται η σχέση: 

 ( ) ( )( )∫ ∫
+ +=1 1 ,'n

n

n

n

x

x

x

x
dxxyxfdxxy  

οπότε προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )( )y x y x f x y x dxn n x

x

n

n

+ = +
+

∫1
1

,  . (25.4) 

Συνήθως το παραπάνω ολοκλήρωµα δεν µπορεί να υπολογιστεί ακριβώς. Είναι εύκολο όµως 
να προσεγγίσουµε την ( )( )f x y x, , χρησιµοποιώντας ένα πολυώνυµο παρεµβολής το οποίο 

βασίζεται σε γνωστές τιµές ( )( )x y xk k, . Η ολοκλήρωση αυτού του παρεµβολικού πολυω-
νύµου ορίζει ένα τύπο ο οποίος ονοµάζεται quadrature. 

Έστω ( )P xq  ένα πολυώνυµο βαθµού q  το οποίο ικανοποιεί τις παρεµβολικές συνθήκες: 

 ( ) ( )( )P x f x y x k n q n q n nq k k k= = − − + −, , , , ... , ,1 1  . 

Τότε ισχύει η σχέση: 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )f x y x P x E x E x k n q n nq q q k, , , , ... , ,= + = = − −0 1  , 

όπου ( )E xq  είναι το σφάλµα της παρεµβολής. Από την (25.4) προκύπτει η σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( )y x y x P x dx E x dxn n qx

x

qx

x

n

n

n

n

+ = + +
+ +

∫ ∫1
1 1  (25.5) 

η οποία αποτελεί την βάση για την κατασκευή της µεθόδου πολλών βηµάτων: 

 ( )dxxUyy n

n

x

x qnn ∫
++=+
1

1  , (25.6) 

όπου η 

 ( ) ( )U x f f x y n q k nq k k k k= = − ≤ ≤, , ,  

παρεµβάλλει τις προσεγγιστικές τιµές της f  οι οποίες ορίζονται από την αριθµητική λύση. 
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Αν θεωρήσουµε για παράδειγµα την έκφραση του πολυωνύµου Lagrange για το ( )U xq  και 
µεταβάλλουµε τις τιµές q , µπορεί από τον τύπο (25.6) να προκύψει εύκολα µία οικογένεια 
πολυβηµατικών µεθόδων τύπου Adams. Άλλου τύπου πολυβηµατικές µέθοδοι µπορούν να 
προκύψουν αν αλλάξουµε τα όρια της ολοκλήρωσης. 

Τέλος το τοπικό σφάλµα αποκοπής µίας πολυβηµατικής µεθόδου ορίζεται από την σχέση: 
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26 Μηδενική ευστάθεια (zero-stability) 
Από την σχέση (24.2) γίνεται φανερό ότι χρειαζόµαστε k  αρχικές προσεγγίσεις 10 ,..., −kyy  
της λύσης, για να µπορέσουµε να εφαρµόσουµε µία µέθοδο k - βηµάτων για την προσέγγιση 
της λύσης του προβλήµατος (24.1). Απ’ αυτές, η 0y  δίνεται από την αρχική συνθήκη του προ-
βλήµατος, αλλά οι υπόλοιπες 11 ,..., −kyy  πρέπει να υπολογιστούν µε κάποιο τρόπο. Υπάρχουν 
διάφοροι τρόποι, ο πλέον συνηθισµένος είναι να εφαρµόσουµε µία µέθοδο απλού βήµατος, 
κυρίως µία µέθοδο Runge-Kutta, η οποία θα πρέπει να είναι ανάλογης ακρίβειας µε την µέθο-
δο πολλών βηµάτων. Σε κάθε περίπτωση, οι αρχικές προσεγγίσεις θα εµπεριέχουν αριθµητικά 
σφάλµατα, και είναι ενδιαφέρον να γνωρίζουµε πως αυτά θα επηρεάσουν τις επόµενες προ-
σεγγίσεις knyn ≥, , οι οποίες θα υπολογιστούν εφαρµόζοντας την µέθοδο (24.2). Αυτό µας 
οδηγεί στο να µελετήσουµε την ευστάθεια της αριθµητικής µεθόδου, όταν υπάρχουν µικρές 
διαταραχές στις αρχικές προσεγγίσεις. Αρχικά διατυπώνουµε τον ορισµό. 

Ορισµός 26.1 Μία γραµµική µέθοδος k - βηµάτων για την επίλυση του προβλήµατος (24.1), 
λέµε ότι είναι µηδενικά-ευσταθής (zero-stable), αν υπάρχει σταθερά K , έτσι ώστε για δύο 
οποιεσδήποτε ακολουθίες { }ny  και { }nŷ  προσεγγίσεων, οι οποίες έχουν υπολογιστεί µε την 
ίδια µέθοδο αλλά διαφορετικές αρχικές προσεγγίσεις 110 ,...,, −kyyy  και 110 ˆ,...,ˆ,ˆ −kyyy  αντί-
στοιχα, να ισχύει: 

 { }111100 ˆ,...,ˆ,ˆmaxˆ −− −−−⋅≤− kknn yyyyyyKyy  

για bXx Mn ≤≤ . 

Συνήθως, για να δείξουµε ότι µία αριθµητική µέθοδος είναι ή όχι ευσταθής, παρατηρούµε την 
συµπεριφορά της, εφαρµόζοντας την µέθοδο στην στοιχειώδη διαφορική εξίσωση 0=′y . 
Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο το είδος της ευστάθειας που εκφράζεται µε τον ορισµό 
26.1, ονοµάζεται µηδενική ευστάθεια. 

Όµως, η µελέτη της µηδενικής-ευστάθειας µιας µεθόδου µε βάση τον ορισµό 26.1 είναι µία 
ανίερη διαδικασία και αποφεύγεται. Στην συνέχεια, θα ορίσουµε ένα αλγεβρικό ισοδύναµο 
του ορισµού της µηδενική; Ευστάθειας, το οποίο είναι γνωστό σαν συνθήκη ρίζας (root 
condition), η οποία θα απλοποιεί την διαδικασία. Για τον σκοπό ορίζουµε δύο χαρακτηριστι-
κά πολυώνυµα, το 1ο και 2ο, τα οποία ορίζονται από τους συντελεστές της µεθόδου και είναι 
της µορφής: 
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j zz

0
βσ  (26.2) 

αντίστοιχα. Υποθέτουµε ότι 0≠ka  και .02
0

2
0 ≠+ βa  Το βασικό αποτέλεσµα αυτής της παρα-

γράφου, δίνεται από τα συµπεράσµατα του επόµενου θεωρήµατος. 

Θεώρηµα 26.1 Μία γραµµική µέθοδος πολλών βηµάτων είναι µηδενικά-ευσταθής για κάθε 
συνήθη διαφορική εξίσωση της µορφής (24.1), όπου η f  ικανοποιεί µία συνθήκη Lipschitz 
της µορφής: 

 ( ) ( ) zyLzxfyxf −≤− ,, , 

αν και µόνο αν το πρώτο χαρακτηριστικό πολυώνυµο της µεθόδου έχει όλες τις ρίζες µέσα 
στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο, και όσες βρίσκονται στον µοναδιαίο κύκλο να είναι απλές. 

Παράδειγµα 26.1 Να εξετασθεί η µηδενική ευστάθεια των µεθόδων του παραδείγµατος 24.1. 

a) Το πρώτο χαρακτηριστικό πολυώνυµο της έµµεσης µεθόδουEuler είναι ( ) 1−= zzρ . Η 
εξίσωση ( ) 0=zρ , έχει µία ρίζα 1=z , που βρίσκεται στον µοναδιαίο κύκλο και είναι 
απλή. Άρα η µέθοδος είναι µηδενικά-ευσταθής. 

b) Η έµµεση µέθοδος τραπεζίου έχει το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο µε την προηγού-
µενη περίπτωση, άρα είναι µηδενικά-ευσταθής 

c) Οι µέθοδοι Adams-Bashforth και Adams-Moulton έχουν πρώτο χαρακτηριστικό πολυώ-
νυµο της µορφής: 

 ( ) ( )1334 −=−= zzzzzρ , 

του οποίου οι ρίζες βρίσκονται µέσα στον µοναδιαίο δίσκο, και αυτή που βρίσκεται στον 
µοναδιαίο κύκλο ( 1=z ) είναι απλή. Άρα και οι δύο µέθοδοι είναι µηδενικά-ευσταθείς. 

Παράδειγµα 26.2 Η µέθοδος τριών βηµάτων της µορφής: 

 { }nnnnnnnn ffffhyyyy +++=−−+ ++++++ 123123 59311272711 , 

έχει πρώτο χαρακτηριστικό πολυώνυµο το 

 ( ) 11272711 23 −−+= zzzzρ , 

του οποίου οι ρίζες είναι 11 =z , 3189.02 −≈z  και 1356.32 −≈z . Άρα, 13 >z , εποµένως η 
µέθοδος δεν είναι µηδενικά-ευσταθής 
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27 Ακρίβεια και Συνέπεια 
Στην παράγραφο αυτή θα µελετήσουµε την τάξη ακρίβειας και την συνέπεια της µεθόδου 
(24.2). Για τον σκοπό αυτό θα θεωρήσουµε, όπως και στην περίπτωση των µεθόδων απλού 
βήµατος, το τοπικό σφάλµα αποκοπής. 

Αν θεωρήσουµε ότι η ( )xy  είναι µία λύση της διαφορικής εξίσωσης ( )yxfy ,=′ , τότε το 
τοπικό σφάλµα αποκοπής της µεθόδου (24.2) ορίζεται από την σχέση: 

 ( ) ( )( )∑ ∑
= =

+++ −=
k

j

k

j
jnjnjjnjn xyxfhxyaT

0 0

,β  

ή 

 ( ) ( )∑ ∑
= =

++ ′−=
k

j

k

j
jnjjnjn xyhxyaT

0 0

β  (27.1) 

Η σχέση (27.1) µπορεί να κανονικοποιηθεί κατάλληλα, ώστε το nT  να παραβάλλεται µε το 
( ) ( )( )xyxfxy ,−′ , οπότε µπορούµε να γράψουµε: 
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Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει 0
0

≠∑
=

k

j
jβ , και µε βάση την (26.2) ( ) 01 ≠σ . 

Υποθέτουµε ότι η λύση είναι επαρκώς λεία, και εφαρµόζουµε το ανάπτυγµα Taylor στις συ-
ναρτήσεις ( )jnxy +  και ( )jnxy +′ . Τότε ισχύουν οι σχέσεις: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ..
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!2
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p

nnnjn xy
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jhxyjhxyjhxyxy  (27.3) 

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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( ) ( ) ..
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nnnjn xy
p

hjxyjhxyjhxyxy  (27.4) 

Αν αντικαταστήσουµε τις (27.3) και (27.4) στην (27.2), και εκφράσουµε τον αριθµητή σε 
δυνάµεις του h , θα προκύψει η σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }......
1
1

10 +++′+= n
pp

pnnn xyhCxyhCxyC
h

T
σ

 (27.5) 

όπου υπολογίζεται ότι: 
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Μπορούµε τώρα να διατυπώσουµε τους παρακάτω ορισµούς. 

Ορισµός 27.1 Η αριθµητική µέθοδος (24.2) θα λέµε ότι είναι συνεπής µε την διαφορική 
εξίσωση (24.1), αν το σφάλµα αποκοπής που ορίζεται από την σχέση (27.2) είναι τέτοιο ώστε, 
για κάθε 0>ε , υπάρχει αριθµός ( )εh  για τον οποίον ισχύει: 

 ε<nT   για  ( )εhh<<0 , 

για οποιαδήποτε ( )1+k  σηµεία ( )( ) ( )( )knknnn xyxxyx ++ ,,...,,  πάνω σε οποιαδήποτε 
καµπύλη της λύσης στο R , του προβλήµατος αρχικών τιµών (24.1). 

Σύµφωνα µε τον ορισµό (27.1), για την συνέπεια θα πρέπει 0→nT  όταν 0→h , και αυτό 
απαιτεί ότι πρέπει 00 =C  και 01 =C . Τότε, σύµφωνα µε τα δύο χαρακτηριστικά πολυώνυµα η 
µέθοδος θα είναι συνεπής αν ισχύουν οι συνθήκες: 

 ( ) 01 =ρ  και ( ) ( ) .011 ≠=′ σρ  (27.7) 

Μπορούµε τώρα να παρατηρήσουµε ότι, σύµφωνα µε την συνθήκη (27.7), αν µία γραµµική 
πολυβηµατική µέθοδος είναι συνεπής, τότε θα έχει µία απλή ρίζα πάνω στον µοναδιαίο κύκλο 
στο 1=z , εποµένως η συνθήκη της ρίζας δεν παραβιάζεται. 

Ορισµός 27.1 Η αριθµητική µέθοδος (24.2) θα λέµε ότι έχει τάξη ακρίβειας p , αν p  είναι ο 
µεγαλύτερος θετικός ακέραιος έτσι ώστε, για οποιαδήποτε λεία λύση στο R , του προβλή-
µατος (24.1), υπάρχουν σταθερέςK  και 0h , έτσι ώστε: 

 p
n hKT <   για  00 hh<< , 

για οποιαδήποτε ( )1+k  σηµεία ( )( ) ( )( )knknnn xyxxyx ++ ,,...,,  πάνω στην καµπύλη της 
λύσης. 

Από την (27.5) µπορούµε εύκολα να συµπεράνουµε ότι η µέθοδος είναι τάξης p , αν και µόνο 
αν 

 0...10 ==== pCCC  και 01 ≠+pC . (27.8) 

Στην περίπτωση αυτή το σφάλµα αποκοπής δίνεται από την σχέση: 
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και ο αριθµός 01 ≠+pC , ονοµάζεται σταθερά σφάλµατος της µεθόδου. 

Παρατήρηση Οι σχέσεις (27.6) µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να υπολογίσουµε την τάξη 
και την σταθερά σφάλµατος για οποιαδήποτε δεδοµένη µέθοδο πολλών βηµάτων. Επίσης, 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αυτές τις εκφράσεις για να κατασκευάσουµε γραµµικές 
πολυβηµατικές µεθόδους γνωστής δοµής. 

Παράδειγµα 27.1 Να υπολογιστεί µία έµµεση γραµµική µέθοδος δύο βηµάτων µεγίστης 
τάξης, µε µία ελεύθερη παράµετρο. Να υπολογιστεί επίσης η τάξη και η σταθερό σφάλµατος 
της µεθόδου. 

Λύση Μία µέθοδος δύο βηµάτων µπορεί να εκφραστεί από την σχέση: 

 { }nnnnnn fffhyayay 011220112 βββ ++=++ ++++  

όπου το 0,1 22 ≠= βa . Θεωρούµε το aa =0  ως παράµετρο, οπότε θα έχουµε την µορφή: 

 { }nnnnnn fffhyayay 01122112 βββ ++=++ ++++  

Πρέπει να υπολογίσουµε τους άγνωστους συντελεστές 0121 ,,, βββa . Άρα απαιτούνται 
τέσσερις εξισώσεις, οι οποίες προκύπτουν από τους τύπους (27.6),απαιτώντας να ισχύουν οι 
συνθήκες 03210 ==== CCCC , ώστε να µεγιστοποιηθεί η τάξη ακρίβειας της µεθόδου. 

Με βάση τους τύπους αυτούς θα έχουµε: 
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Λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι 12 =a  και aa =0  προκύπτουν οι εξισώσεις: 
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Η λύση του συστήµατος αυτού µας δίνει τις τιµές: 

 ( )aa +−= 11 ,  ( )a51
12
1

0 +−=β ,  ( )a−= 1
3
2

1β ,  ( )a+= 5
12
1

2β , 

οπότε προκύπτει η µονοπαραµετρική έµµεση µέθοδος δύο βηµάτων της µορφής: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ){ }nnnnnn fafafahyayay 51185
12

1 1212 +−−++=++− ++++ . 

Επί πλέον υπολογίζεται ότι: 

 ( ) ( ) ( )aaC +−=+−+= 1
!4
18

!3
116

!4
1

2114 ββ  

 ( ) ( ) ( )aaC 1317
!53

116
!4
132
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1

2115 +
⋅
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a) Αν 1−≠a , τότε 04 ≠C  και θα λέµε ότι η µέθοδος είναι τρίτης τάξης µε σταθερά 

σφάλµατος το ( )aC +−= 1
!4
1

4 . 

b) Αν 1−=a , τότε 04 =C  αλλά 05 ≠C , και η µέθοδος παίρνει την µορφή: 

 { }nnnnn fffhyy ++=− +++ 122 4
3

, 

η οποία είναι η µέθοδος Simpson, µία µέθοδος 2 βηµάτων τάξης 4 και µε σταθερά σφάλµατος 

τον αριθµό 
!43

4
5 ⋅

−=C . 

28 Σύγκλιση 
Οι έννοιες µηδενική ευστάθεια και συνέπεια έχουν µεγάλο θεωρητικό ενδιαφέρον. Όµως, από 
την πρακτική πλευρά, εκείνο που έχει σηµασία είναι οι αριθµητικές προσεγγίσεις ny , στα 
σηµεία της διαµέρισης Nnx n ,...,1,0, =  να βρίσκονται κοντά στις αντίστοιχες τιµές ( )nxy  
της αναλυτικής λύσης. Επίσης, το ολικό σφάλµα ( ) nnn yxyE −= , πρέπει να µειώνεται όταν 
το βήµα h  µικραίνει. Τώρα µπορούµε να διατυπώσουµε το παρακάτω τυπικό ορισµό 
σύγκλισης. 

Ορισµός 28.1 Η γραµµική µέθοδος k -βηµάτων (24.2) λέµε ότι είναι συγκλίνουσα, αν για όλα 
τα προβλήµατα αρχικών τιµών της µορφής (24.1) τα οποία πληρούν τις υποθέσεις του 
θεωρήµατος (2.1), η σχέση 

 ( )nn

xxhn
h

xyy =
−=

→
lim

0

0
 (28.1) 

Ισχύει για όλα τα [ ]MXxx ,0∈ , και όλες τις λύσεις { }N
nny 0=  της εξίσωσης διαφορών (24.2), 

µε συνεπείς αρχικές συνθήκες, δηλαδή, µε αρχικές συνθήκες ( ) 1,...,1,0, −== kshyy ss , για 
τις οποίες ισχύει ότι: 

 ( ) 1,...,1,0,lim 00
−==

→
ksyhysh

. 

Η τελευταία υπόθεση του ορισµού, προκύπτει από το γεγονός ότι οι αρχικές τιµές ( )hys  στην 
πράξη, δεν είναι δεδοµένες και πρέπει να υπολογιστούν µε κάποια άλλη προσεγγιστική 
µέθοδο αριθµητικά. Στην συνέχεια θα αναφερθούµε µε συντοµία στην σχέση µεταξύ µη-
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δενικής ευστάθειας, συνέπειας και σύγκλισης. Για τον σκοπό θα αναφερθούµε σε µερικά 
βασικά θεωρήµατα (χωρίς απόδειξη) τα οποία θεµελιώνουν την σχέση αυτή. 

Θεώρηµα 28.1 Μία αναγκαία συνθήκη για την σύγκλιση της µεθόδου (24.2) είναι αυτή να 
είναι µηδενικά ευσταθής. 

Θεώρηµα 28.2 Μία αναγκαία συνθήκη για την σύγκλιση της µεθόδου (24.2) είναι αυτή να 
είναι συνεπής. 

Θεώρηµα 28.3 Για µία γραµµική πολυβηµατική µέθοδο, η οποία είναι συνεπής µε την δια-
φορική εξίσωση (24.1), όπου η συνάρτηση f  πληροί µία συνθήκη Lipschitz, και η οποία 
εφαρµόζεται µε συνεπείς αρχικές συνθήκες, η µηδενική ευστάθεια είναι ικανή για την σύγ-
κλιση της µεθόδου. 

Ο συνδυασµός των τριών προηγούµενων θεωρηµάτων οδηγεί στο πολύ βασικό θεώρηµα 
αυτής της περιοχής. 

Θεώρηµα 28.4 (Dahlquist) Για µία γραµµική πολυβηµατική µέθοδο, η οποία είναι συνεπής 
µε την διαφορική εξίσωση (24.1), όπου η συνάρτηση f  πληροί µία συνθήκη Lipschitz, και η 
οποία εφαρµόζεται µε συνεπείς αρχικές συνθήκες, η µηδενική ευστάθεια είναι αναγκαία και 
ικανή συνθήκη για την σύγκλιση της µεθόδου. Επί πλέον, αν η λύση ( )xy  έχει συνεχείς 
παραγώγους µέχρι τάξη ( )1+p  και ( )p

n hOT = , τότε το ολικό σφάλµα θα είναι: 

 ( ) ( )p
nnn hOyxyE =−= . 

Με βάση το θεώρηµα Dahlquist, αν µία πολυβηµατική µέθοδος δεν είναι µηδενικά ευσταθής, 
το ολικό σφάλµα της µεθόδου δεν µπορεί να γίνει όσο θέλουµε µικρό όταν το h  είναι αρκετά 
µικρό, για οποιεσδήποτε επαρκώς ακριβείς αρχικές συνθήκες. Στην πραγµατικότητα, αν η 
συνθήκη της ρίζας παραβιαστεί, τότε υπάρχει µία λύση της γραµµικής πολυβηµατικής 
µεθόδου, η οποία αυξάνει ανεξέλεγκτα σε ένα δεδοµένο διάστηµα του x , ανεξάρτητα αν οι 
αρχικές συνθήκες είναι ακριβείς. Αυτό το αποτέλεσµα φωτίζει την σηµασία της µηδενικής 
ευστάθειας, και την σχέση της µε τους υπολογισµούς στην πράξη. 

29 Μέγιστη τάξη πολυβηµατικής µεθόδου µηδενικά-ευσταθούς 
Υποθέτουµε ότι έχουν ήδη επιλεγεί οι συντελεστές kja j ,...,1,0, =  µιας πολυβηµατικής 
µεθόδου της µορφής (24.2). Το ερώτηµα που τίθεται είναι πως µπορούµε να επιλέξουµε τους 
συντελεστές kjj ,...,1,0, =β , έτσι ώστε η τάξη ακρίβειας της µεθόδου να είναι όσο το 
δυνατόν µεγαλύτερη. 

Με βάση το θεώρηµα 28.4, ενδιαφερόµαστε για µεθόδους συνεπείς, εποµένως είναι φυσικό 
να υποθέσουµε ότι το πρώτο και δεύτερο χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )zρ  και ( )zσ  αντί-
στοιχα, τα οποία αντιστοιχούν στην µέθοδο (24.2), ικανοποιούν τις συνθήκες: 

 ( ) 01 =ρ  και ( ) ( ) .011 ≠=′ σρ  

Θεωρούµε την συνάρτηση Φ  της µιγαδικής µεταβλητής z , η οποία ορίζεται µε την σχέση: 

 ( ) ( ) ( )z
z

zz σ
ρ

−=Φ
log

. 

Τότε µπορεί να αποδειχθεί το επόµενο θεµελιώδες λήµµα. 
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Λήµµα 29.1 Υποθέτουµε ότι p  είναι ένας θετικός ακέραιος. Η γραµµική µέθοδος (24.2) µε 
χαρακτηριστικά πολυώνυµα τα ( )zρ  και ( )zσ , έχει τάξη ακρίβειας p , αν και µόνο αν ,η 
συνάρτηση ( )zΦ  έχει µία ρίζα µε πολλαπλότητα p  στο 1=z . 

Με την βοήθεια αυτού του λήµµατος, µπορεί να αποδειχθεί το επόµενο θεώρηµα το οποίο 
υπολογίζει ένα κάτω φράγµα για την µέγιστη τιµή µιας γραµµικής πολυβηµατικής µεθόδου, 
µε προδιαγεγραµµένο το πρώτο χαρακτηριστικό πολυώνυµο. 

Θεώρηµα 29.1 Υποθέτουµε ότι ( )zρ  είναι ένα πολυώνυµο βαθµού k , έτσι ώστε ( ) 01 =ρ  
και ( ) 01 ≠′ρ , και k̂  ένας θετικός ακέραιος ώστε kk ≤≤ ˆ0 . Τότε υπάρχει ένα µοναδικό 
πολυώνυµο ( )zσ  βαθµού k̂ , έτσι ώστε ( ) ( ) 011 =−′ σρ , και η τάξη της γραµµικής πολυ-
βηµατικής µεθόδου η οποία ορίζεται µε τα πολυώνυµα ( )zρ  και ( )zσ  είναι 1ˆ +≥ kp . 

Παρατήρηση Σε συνδυασµό µε το θεώρηµα 29.1, στην πλειοψηφία των µεθόδων µε πρακτι-
κό ενδιαφέρον, είτε 1ˆ −= kk  για µία άµεση µέθοδο, είτε kk =ˆ  για µία έµµεση µέθοδο. 

Εξετάζοντας τα πράγµατα πιο αναλυτικά, η γραµµική µέθοδος k -βηµάτων (24.2) έχει 22 +k  
συντελεστές kja jj ,...,1,0,, =β , από τους οποίους ο 1=ka . Αυτό µας αφήνει µε 12 +k  
ελεύθερες παραµέτρους αν η µέθοδος είναι έµµεση, και k2  αν είναι άµεση. Σύµφωνα µε την 
σχέση (27.5), αν απαιτήσουµε η µέθοδος (24.2) να έχει τάξη p , θα πρέπει να ικανοποιούνται 
οι ( )1+p  συνθήκες 0...10 ==== pCCC , οι οποίες εµπεριέχουν τους συντελεστές 

kja jj ,...,1,0,, =β . 

Εποµένως, για την περίπτωση της έµµεσης µεθόδου µπορούµε να απαιτήσουµε να ικανο-
ποιούνται οι 121 +=+ kp  γραµµικές συνθήκες 0... 1210 ==== +kCCC , για να υπολογίσουµε 
τους άγνωστους συντελεστές, πράγµα που οδηγεί σε µία µέθοδο τάξης kp 2= . Οµοίως, για 
µία άµεση µέθοδο η µέγιστη τάξη που µπορούµε να περιµένουµε είναι 12 −= kp . 

∆υστυχώς, δεν υπάρχει καµία σιγουριά ότι τέτοιες µέθοδοι είναι µηδενικά ευσταθείς. Αντί-
θετα, ο Dahlquist έχει αποδείξει ότι δεν υπάρχει συνεπής και µηδενικά ευσταθής µέθοδος k -
βηµάτων µε τάξη ακρίβειας 2+> kp . Εποµένως, οι µέγιστες τάξεις kp 2=  και 12 −= kp  
δεν µπορούν να επιτευχθούν χωρίς να παραβιαστεί η συνθήκη της µηδενικής ευστάθειας. 
Μπορούµε τώρα να διατυπώσουµε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 29.2 ∆εν υπάρχει µηδενικά-ευσταθείς γραµµική µέθοδος k -βηµάτων, της οποίας η 
τάξη να υπερβαίνει το 1+k  αν k  είναι περιττός, ή το 2+k  αν k  είναι άρτιος. 

Μία µηδενικά-ευσταθής γραµµική µέθοδος k -βηµάτων τάξης 2+= kp , λέµε ότι είναι µία 
βέλτιστη µέθοδος (optimal method). Μπορεί να δειχθεί, (βλέπε απόδειξη του θεωρήµατος 
29.2), ότι όλες οι ρίζες του πρώτου χαρακτηριστικού πολυωνύµου ( )zρ  το οποίο αντιστοιχεί 
σε µία βέλτιστη γραµµική πολυβηµατική µέθοδο, έχουν µέτρο ίσο µε το 1. Όµως, οι βέλτιστες 
µέθοδοι έχουν διάφορα µειονεκτήµατα σε σχέση µε τις ιδιότητες ευστάθειας αυτών. 

Οι γραµµικές µέθοδοι k -βηµάτων των οποίων το πρώτο χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι 
της µορφής: 

 ( ) 1−−= kk zzzρ  (29.1) 
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ονοµάζονται µέθοδοι Adams. Οι άµεσες µέθοδοι Adams αναφέρονται σαν µέθοδοι Adams-
Bashforth και οι έµµεσες σαν µέθοδοι Adams-Moulton. 

Οι γραµµικές µέθοδοι k -βηµάτων των οποίων το πρώτο χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι 
της µορφής: 

 ( ) 2−−= kk zzzρ  (29.2) 

ονοµάζονται µέθοδοι Nystrom αν είναι άµεσες, και µέθοδοι Milne-Simpson αν είναι έµµεσες. 
Όλες αυτές είναι µηδενικά-ευσταθείς. 

30 Απόλυτη ευστάθεια των πολυβηµατικών µεθόδων 
Μέχρι τώρα αναφερθήκαµε στην µηδενική ευστάθεια και συνέπεια µιας γραµµικής πολυβη-
µατικής µεθόδου, και είδαµε ότι ο ρόλος της συνέπειας είναι να περιορίσει το µέγεθος των 
τοπικών σφαλµάτων, ενώ ο ρόλος της µηδενικής ευστάθειας είναι να εξασφαλίσει ότι τα 
τοπικά σφάλµατα δεν θα µεταδίδονται από βήµα σε βήµα κατά τέτοιο τρόπο ώστε οι προ-
σεγγίσεις µετά από ένα ορισµένο αριθµό βηµάτων να είναι απαράδεκτες. Στα προηγούµενα, η 
ανάπτυξη της θεωρίας βασιζόταν στην υπόθεση ότι 0→h , ∞+→n , hn σταθερό. 

Στην παράγραφο αυτή θα θεωρήσουµε ότι το βήµα h  είναι ένας σταθερός θετικός αριθµός, 
και θα µελετήσουµε την µετάδοση του σφάλµατος όταν ο αριθµός n  των βηµάτων αυξάνει. 
Ειδικότερα, θέλουµε να διαπιστώσουµε ότι όταν η µέθοδος εφαρµόζεται σε ένα πρόβληµα 
αρχικών τιµών, του οποίου η λύση ελαττούται προς το µηδέν όταν το ∞+→x , η γραµµική 
πολυβηµατική µέθοδος παράγει λύσεις µε ανάλογη συµπεριφορά, για 0>h  σταθερό και 

∞+→+= hnxx n 0 . 

Όπως είναι ήδη γνωστό, ένα πρόβληµα µοντέλο µε την παραπάνω συµπεριφορά είναι της 
µορφής: 

 ( ) 00,0, 0 ≠=>=′ yyxyy λ  (30.1) 

όπου 0Re <λ . Για ευκολία θεωρούµε ότι ο αριθµός λ είναι ένας πραγµατικός αριθµός, αλλά 
τα συµπεράσµατα επεκτείνονται άµεσα για την γενική περίπτωση όπου λ είναι ένας µιγαδικός 
αριθµός µε 0Re <λ . 

Αν εφαρµόσουµε την µέθοδο: 

 ∑ ∑
= =

++ =
k

j

k

j
jnjjnj fhya

0 0

β  (30.2) 

στο πρόβληµα (30.1), θα προκύψει µία γραµµική εξίσωση διαφορών της µορφής: 

 ( )∑
=

+ =−
k

j
jnjj yha

0

0βλ  (30.3) 

Η γενική λύση ny  της (30.3) µπορεί να εκφραστεί σαν ένας γραµµικός συνδυασµός δυνά-
µεων των ριζών της πολυωνυµικής εξίσωσης: 

 ( )∑
=

=−
k

j

j
jj rha

0

0βλ  (30.4) 

Αν θεωρήσουµε τα χαρακτηριστικά πολυώνυµα της µεθόδου: 
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βσ , 

τότε η εξίσωση (30.4) γράφεται: 

 ( ) ( ) ( )rhrhr σρπ −=,  (30.5) 

όπου λhh = . Το πολυώνυµο ( )hr ,π , ονοµάζεται πολυώνυµο ευστάθειας της µεθόδου 
(30.2). Είναι φανερό ότι 0lim →ny  για 0>h  σταθερό και ∞+→n , αν και µόνο αν όλες οι 
ρίζες του ( )hr ,π  έχουν µέτρο < 1. Έτσι οδηγούµεθα στον επόµενο ορισµό. 

Ορισµός 30.1 Η µέθοδος (30.2) λέµε ότι είναι απόλυτα ευσταθής για δοθέν λhh = , αν και 
µόνο αν για αυτό το h , όλες οι ρίζες ( )hrr ss =  του πολυωνύµου ευστάθειας ( )hr ,π , ικα-

νοποιούν την ανισότητα ,1<sr  ks ,...,2,1= . ∆ιαφορετικά, η µέθοδος λέµε ότι είναι απόλυ-

τα ασταθής. Ένα διάστηµα ( )ba ,  της πραγµατικής ευθείας ονοµάζεται διάστηµα απόλυτης 
ευστάθειας, αν η µέθοδος είναι απόλυτα ευσταθής για όλα τα ( )bah ,∈ . Αν η µέθοδος είναι 
απόλυτα ασταθής για όλα τα h , λέµε ότι η µέθοδος δεν έχει διάστηµα απόλυτης ευστάθειας. 

Επειδή για 0>λ  η λύση της (30.1) εµφανίζει εκθετική αύξηση, είναι λογικό να αναµένουµε 
ότι µία συνεπής και µηδενικά-ευσταθής ( και εποµένως συγκλίνουσα) γραµµική πολυβηµατι-
κή µέθοδος, θα υπολογίζει προσεγγίσεις µε ανάλογη συµπεριφορά για 0>h  αρκετά µικρό, 
και θα είναι εποµένως απόλυτα ασταθής για µικρά λhh = . Τώρα µπορούµε να διατυπώσουµε 
το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 30.1 Κάθε συνεπής και µηδενικά-ευσταθής γραµµική πολυβηµατική µέθοδος είναι 
απόλυτα ασταθής για µικρά θετικά h . 

Από το θεώρηµα 30.1 προκύπτει ότι, αν µία συνεπής και µηδενικά-ευσταθής γραµµική πολυ-
βηµατική µέθοδος εφαρµοστεί για την αριθµητική λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών 

 
( ) [ ]

( ) 0

, , ,y f x y x a b

y a y

′= ∈

=
, 

όπου 0>
∂
∂

x
f , το σφάλµα της µεθόδου θα αυξάνει όσο προχωρούν οι υπολογισµοί. 

Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι µε τις οποίες µπορούµε να υπολογίσουµε το διάστηµα ή χωρίο 
απόλυτης ευστάθειας µιας γραµµικής πολυβηµατικής µεθόδου. Μεταξύ άλλων, το κριτήριο 
του Schur και το κριτήριο Routh-Hurwitz είναι τα πλέον γνωστά. 

a) Το κριτήριο Schur 

Θεωρούµε το πολυώνυµο: 

 ( ) 0,0,... 001
1

1 ≠≠++++=Φ −
− cccrcrcrcr k

k
k

k
k  (30.6) 

µε µιγαδικούς συντελεστές. Το πολυώνυµο ( )rΦ , λέµε ότι είναι ένα Schur πολυώνυµο, αν 
κάθε µία από τις ρίζες του sr  ικανοποιεί την ανισότητα ksrs ,...,2,1,1 =< . 

Ας θεωρήσουµε τώρα το πολυώνυµο: 
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 ( ) kk
kk crcrcrcr ++++=Φ −
−

1
1

10 ...ˆ  (30.7 

όπου jc , οι συζυγείς µιγαδικοί των kjc j ,...2,1, = . Επί πλέον ορίζουµε το πολυώνυµο: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }rr
r

r ΦΦ−ΦΦ=Φ ˆ00ˆ1
1  (30.8) 

όπου προφανώς το ( )r1Φ  είναι βαθµού 1−≤k . Ισχύει το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 30.2 Το πολυώνυµο ( )rΦ  είναι ένα Schur πολυώνυµο, αν και µόνο αν ισχύουν: 

 ( ) ( )00ˆ Φ>Φ  

και το ( )r1Φ  είναι επίσης ένα Schur πολυώνυµο. 

Είναι φανερό µε βάση το θεώρηµα 30.2, ότι το διάστηµα ( )ba ,  είναι ένα διάστηµα απόλυτης 
ευστάθειας µιας γραµµικής πολυβηµατικής µεθόδου, αν για όλα τα ( )bah ,∈ , το πολυώνυµο 
ευστάθειας ( )hr ,π  της µεθόδου είναι ένα Schur πολυώνυµο. Το κριτήριο αυτό µπορεί να 
εφαρµοστεί επαναληπτικά, όπου σε κάθε βήµα εφαρµογής προκύπτει ένα πολυώνυµο βαθµού 
κατά ένα µικρότερο από το προηγούµενο, οπότε διαδοχική χρήση του κριτηρίου οδηγεί σε 
ένα κοινό διάστηµα του h , το οποίο είναι και το διάστηµα απόλυτης ευστάθειας. 

Παράδειγµα 30.1 Να εφαρµοστεί το κριτήριο του Schur για τον υπολογισµό του διαστήµατος 
απόλυτης ευστάθειας της γραµµικής µεθόδου: 

 ( )nnnn ffhyy 3
2 12 +=− ++  

Λύση: Τα χαρακτηριστικά πολυώνυµα της µεθόδου είναι: 

 ( ) 12 −=rrρ   και  ( ) ( )3
2
1

+= rrσ . 

Άρα: 

 ( ) 





 +−−= hrhrhr

2
31

2
1, 2π , 

συνεπώς, 

 ( ) 1
2
1

2
31,ˆ 2 +−






 +−= rhrhhrπ . 

Εύκολα συνάγεται ότι ( ) ( )hh ,0,0ˆ ππ > , αν 1
2
31 <+ h , το οποίο ισοδυναµεί µε τον πε-

ριορισµό 





−∈ 0,

3
4h . Τώρα υπολογίζεται ότι το πολυώνυµο ( )hr ,1π  είναι: 

 ( ) ( )13
2
32

2
1,1 +






 +−= rhhhrπ , 
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το οποίο έχει την µοναδική ρίζα 3
1−=r . Εποµένως, είναι ένα Schur πολυώνυµο για κάθε 

τιµή του h . Εύκολα συνάγουµε από το κριτήριο του Schur ότι το ( )hr ,π  είναι ένα Schur 

πολυώνυµο, αν και µόνο αν 





−∈ 0,

3
4h , συνεπώς το διάστηµα απόλυτης ευστάθειας της 

µεθόδου είναι 





− 0,

3
4 . 

b) Το κριτήριο Routh-Hurwitz 

Το κριτήριο αυτό βασίζεται στον µετασχηµατισµό ( )
( )1

1
+

−= r
rz , ο οποίος απεικονίζει τον 

ανοικτό µοναδιαίο δίσκο 1<r  του µιγαδικού −r επιπέδου, στο αριστερό ανοικτό ηµιεπίπεδο 
0Re <z  του µιγαδικού z -επιπέδου. Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός δίνεται από την σχέση: 

 
z
zr

−
+

=
1
1  (30.9) 

Κάτω από αυτόν τον µετασχηµατισµό, το πολυώνυµο ευστάθειας της γραµµικής πολυβηµα-
τικής µεθόδου ( ) ( ) ( )rhrhr σρπ −=, , γράφεται: 

 ( ) 
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1
1

1
1 σρπ  (30.10) 

Πολλαπλασιάζοντας µε τον όρο ( ) kz−1 , προκύπτει ένα πολυώνυµο της µορφής 

 ( ) k
kk azazazQ +++= − ...¨ 1

10  (30.11) 

Οι ρίζες του πολυωνύµου ευστάθειας ( )hr ,π , βρίσκονται µέσα στον ανοικτό µοναδιαίο 
δίσκο 1<r , αν και µόνο αν οι ρίζες του πολυωνύµου (30.11) βρίσκονται µέσα στο αριστερό 
ανοικτό ηµιεπίπεδο 0Re <z . Μπορούµε να διατυπώσουµε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 30.3 Οι ρίζες του πολυωνύµου (30.11), βρίσκονται στο ανοικτό αριστερό ηµιε-
πίπεδο του z -επιπέδου, δηλαδή οι ρίζες του πολυωνύµου ( )hr ,π  να βρίσκονται µέσα στον 
µοναδιαίο δίσκο, αν και µόνο αν όλες οι ηγούµενες κύριες υποορίζουσες του πίνακα 
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είναι θετικές µε 00 >a , και όπου 0=ja  αν kj > . 
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Ειδικότερα, µπορεί να δειχθεί ότι αυτό συνεπάγεται ότι kja j ,...,2,1,0,0 => . Όµως, οι 
θετικές τιµές των συντελεστών του πολυωνύµου (30.11) είναι µία αναγκαία αλλά όχι και 
ικανή συνθήκη για απόλυτη ευστάθεια. 

Για 4,3,2=k , οι αναγκαίες και ικανές συνθήκες για απόλυτη ευστάθεια µιας αντίστοιχης 
πολυβηµατικής µεθόδου, που προκύπτουν µε βάση το κριτήριο Routh-Hurwitz είναι 

 0,0,0:2 210 >>>= aaak  

 0,0,0,0,0:3 03213210 >−>>>>= aaaaaaaak  

 0,0,0,0,0,0:4 2
14

2
3032143210 >−−>>>>>= aaaaaaaaaaaak . 

Άσκηση 30.1 Να εφαρµοστεί το κριτήριο Routh-Hurwitz για να υπολογιστεί το διάστηµα 
απόλυτης ευστάθειας της µεθόδου του παραδείγµατος 30.1 

31 Μέθοδοι τύπου Adams 

Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε ιδιαίτερα µε την κατασκευή µεθόδων τύπου Adams. 
Οι µέθοδοι Adams αποτελούν µία υποκατηγορία των γραµµικών πολυβηµατικών µεθόδων και 
ορίζονται από τον τύπο: 

 y y h fn n j n j k
j

k

+ + − +
=

− = ∑1 1
0

β . (31.1) 

Οι µέθοδοι του τύπου αυτού έχουν µία µακρά ιστορία, και οι άµεσες, Adams-Bashforth, 
έχουν αρχικά εισαχθεί από τους Bashforth και Adams το 1883, ενώ οι έµµεσες, Adams-
Moulton εµφανίστηκαν για πρώτη φορά από τον Moulton το 1926. Σήµερα παραµένουν η πιο 
δηµοφιλής οικογένεια γραµµικών πολυβηµατικών µεθόδων, και αποτελούν την βάση όλων 
σχεδόν των µεθόδων Πρόβλεψης-∆ιόρθωσης (Predictor-Corrector), για µη-δύσκαµπτα (non-
stiff) προβλήµατα αρχικών τιµών. Οι λόγοι γι’ αυτήν την προτίµηση είναι: 

a) Σε σύγκριση µε άλλες κατηγορίες πολυβηµατικών µεθόδων, οι µέθοδοι τύπου Adams 
έχουν καλά χωρία απόλυτης ευστάθειας. 

b) Οι µέθοδοι Adams έχουν ένα συγκεκριµένο πλεονέκτηµα όταν το βήµα ολοκλήρωσης 
αλλάζει στην διάρκεια των υπολογισµών. Τότε συνήθως εµφανίζεται κάποιο πρόβληµα, 
διότι οι προηγούµενες τιµές δεν συνεχίζουν να αντιστοιχούν στις ενδεδειγµένες τιµές του 
x. Μία λύση στο πρόβληµα αυτό θα ήταν η χρήση της παρεµβολής για τον υπολογισµό των 
αναγκαίων προηγούµενων τιµών. Για τις γενικές γραµµικές πολυβηµατικές µεθόδους, αυτό 
σηµαίνει ότι κάνουµε παρεµβολή για τις υπάρχουσες προηγούµενες τιµές του y ,  και εν 
συνεχεία υπολογίζουµε τις τιµές της f . Για τις µεθόδους Adams, κατ’ ευθείαν κάνουµε 
παρεµβολή στις προηγούµενες τιµές της f . 

c) Οι µέθοδοι Adams µπορούν να εκφραστούν µε προς τα πίσω διαφορές, σε µία µορφή η 
οποία διευκολύνει πάρα πολύ την χρήση τους σε αυτόµατους κώδικες (automatic codes). 

Η κατασκευή των µεθόδων αυτών µπορεί να βασιστεί στο πολυώνυµο παρεµβολής Newton 
µε προς τα πίσω διαφορές. Στην περίπτωση των µεθόδων Adams Bashforth το πολυώνυµο 
παρεµβολής παρεµβάλλει τα δεδοµένα: 

 ( ) ( ) ( )x f x f x fn n n n n k n k, , , , ... , ,− − − + − +1 1 1 1  (31.2) 
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και στην περίπτωση των µεθόδων Adams-Moulton η παρεµβολή γίνεται στα δεδοµένα: 

 ( ) ( ) ( )x f x f x fn n n n n k n k+ + − + − +1 1 1 1, , , , ... , , . (31.3) 

Για να διαχωρίζουµε τις άµεσες από τις έµµεσες µεθόδους, θα χρησιµοποιούµε τον χαρα-
κτήρα, (*), σε όλα τα σύµβολα που σχετίζονται µε τις άµεσες µεθόδους, και θα αρχίσουµε, 
υπολογίζοντας τις άµεσες µεθόδους Adams-Bashforth. 

Μέθοδος Adams-Bashforth 
Το πολυώνυµο παρεµβολής Newton µε διαφορές ∇, που παρεµβάλλει τα δεδοµένα (31.2), 
µπορεί να γραφεί στην µορφή: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,1:
1

0

*
1

*
1

*
1 ∑

−

=
−−− ∇
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−==+=

k

i
n

ii
knkk f

i
s

sPhsxPxP  (31.4) 

όπου ( ) .hxxs n−=  Τότε από την (25.4) προκύπτει η προσεγγιστική σχέση, 

 ( ) ( ) ( )y x y x P s h dsn n k+ −− ≈ ∫1 10

1 * ,  

η οποία γίνεται ακριβής για τις προσεγγίσεις y yn n+1 , .  Τότε η µέθοδος η οποία προκύπτει 
µπορεί να γραφεί:: 

 ( )y y P s h ds h fn n k i
i

n
i

k

+ −
=

−

− = = ∇∫ ∑1 10

1

0

1
* * ,γ  (31.5) 

όπου 

 ( )γ i
i s

i
ds* .= −

−





∫1

0

1
 (31.6) 

Οι συντελεστές γ i i* , , ,...=0 1  είναι ανεξάρτητοι του k. Ο υπολογισµός των συντελεστών 
αυτών µπορεί να γίνει και ως εξής. 

Γεννήτρια συνάρτηση 

Ζητάµε να υπολογίσουµε µία γεννήτρια συνάρτηση (generating function), για τους συντε-
λεστές γ i

* ,δηλαδή, µία συνάρτηση µίας µεταβλητής έστω r , η οποία όταν αναλυθεί σε δυ-

νάµεις του r , τα γ i
* θα αποτελούν τους συντελεστές αυτού του αναπτύγµατος. Συνεπώς, 

ζητάµε να υπολογίσουµε µία συνάρτηση ( )Γ * r  έτσι ώστε: 
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Όµως, 
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και ισχύει ότι: 
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 ( ) ( ) ( ).1ln11 rrdsr ss −−−=− −−∫  

Εποµένως, 

 ( ) ( ) ( )
Γ *

ln
,r r

r r
=

−
− −1 1

 

από την οποίαν προκύπτει ο τύπος: 

 ( ) ( )
Γ * ln

.r
r

r r
− −







 = −

1 1
1

 (31.7) 

Είναι γνωστό ότι: 

 ( )− −
= + + + +

ln
...

1
1

2 3 4

2 3r
r

r r r  

και 

 1
1

1 2 3

−
= + + + +

r
r r r ...  

Από την (31.7) προκύπτει ότι τα γ i
*  µπορούν να υπολογιστούν από την σχέση: 

 ( )γ γ γ γ0 1 2
2

3
3

2 3
2 31

2 3 4
1* * * * ... ... ... .+ + + + + + + +









 = + + + +r r r r r r r r r  

Εξισώνοντας τους συντελεστές r i ,  προκύπτει η σχέση 

 γ
γ γ γ

i
i i

i
i*

* * *

... , , , ,... ,+ + + +
+

= =− −1 2 0

2 3 1
1 0 1 2  (31.8) 

από την οποίαν υπολογίζονται τα γ i
* . 

Βασικοί τύποι 

Εύκολα προκύπτει ότι: 

 γ γ γ γ0 1
1
2 2

5
12 3

3
81* * * *, , , .= = = =  

Εποµένως η οικογένεια των άµεσων γραµµικών µεθόδων τύπου Adams-Bashforth µπορεί να 
γραφεί: 

 { }y y h f f f fn n n n n n+ − = + ∇ + ∇ + ∇ +1
1
2

5
12

2 3
8

3 ... .  (31.9) 

Έτσι, για τις διάφορες τιµές του k και αναλύοντας τις διαφορές ∇k  σε τιµές της f  η (31.9) 
δίνει τις παρακάτω άµεσες µεθόδους: 

k = 1: y y h fn n n+ − =1  

k = 2: ( )y y h f fn n n n+ −− = −1 12
3  

k = 3: ( )y y h f f fn n n n n+ − −− = − +1 1 212
23 16 5  
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k = 4: ( )y y h f f f fn n n n n n+ − − −− = − + −1 1 2 324
55 59 37 9 .  

Τάξη και σταθερά σφάλµατος 

Έχουµε δείξει ότι η γενική µέθοδος Adams-Bashforth k-βηµάτων, δίνεται από τον τύπο: 

 y y h fn n i
i

n
i

k

+
=

−

− = ∇∑1
0

1

γ * . 

Η διαφορά µεταξύ των τιµών της προσέγγισης yn +1 οι οποίες προκύπτουν από µεθόδους 
Adams-Bashforth, (k+1)-βηµάτων, και, k-βηµάτων, θα είναι ίση µε: 

 ( ) ( ) ( )h f h y x hk
k

n
k

k
k

n
kγ γ* * .∇ = ++ + +1 1 2O  (31.10) 

Από την (31.10) µπορούµε να συνάγουµε το συµπέρασµα, ότι η µέθοδος Adams-Bashforth k-
βηµάτων, έχει τάξη k και σταθερά σφάλµατος γ k

* .  

Μέθοδος Adams-Moulton 
Με ανάλογο τρόπο υπολογίζονται οι έµµεσες µέθοδοι Adams-Moulton οι οποίες µπορούν 
επίσης να εκφραστούν µε προς τα πίσω διαφορές. Το πολυώνυµο παρεµβολής Newton µε 
διαφορές ∇, που παρεµβάλλει τα δεδοµένα (31.3), µπορεί να γραφεί στην µορφή: 
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Τότε προκύπτει η προσεγγιστική µέθοδος, 
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όπου 

 ( )γ i
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0
.  (31.12) 

Γεννήτρια συνάρτηση 

Η γεννήτρια συνάρτηση ( )Γ r ,  για τα γ i , ορίζεται από την: 
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Τελικά προκύπτει ότι η γεννήτρια συνάρτηση είναι της µορφής: 

 ( ) ( ),1ln r
rr
−

−
=Γ  

από την οποίαν προκύπτει ότι: 
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οπότε: 

 γ
γ γ γ
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2 3 1
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Οι πρώτες τιµές για τα γ i  είναι: 

 .,,,,1 720
19

424
1

312
1

22
1

10 −=−=−=−== γγγγγ  

Συνεπώς η οικογένεια των µεθόδων Adams-Moulton µπορεί να γραφεί: 

 y y h
f f f f

f
n n

n n n n

n
+

+ + + +

+

− =
− ∇ − ∇ − ∇ −

− ∇ +












1

1
1
2 1

1
12

2
1

1
24

3
1

19
720

4
1 ...

.  (31.13) 

Βασικοί τύποι 

Από την (31.13) για τις διάφορες τιµές του k προκύπτουν οι παρακάτω µέθοδοι: 

k = 1: ( )y y h f fn n n n+ +− = +1 12
 

k = 2: ( )y y h f f fn n n n n+ + −− = + −1 1 112
5 8  

k = 3: ( )y y h f f f fn n n n n n+ + − −− = + − +1 1 1 224
9 19 5  

k = 4: ( )y y h f f f f fn n n n n n n+ + − − −− = + − + −1 1 1 2 3720
251 646 264 106 19 .  

Η Adams-Moulton k-βηµάτων αποδεικνύεται ότι έχει τάξη k+1 και σταθερά σφάλµατος  
γ k +1 . 

31 Μέθοδος Πρόβλεψης-∆ιόρθωσης (Predictor-Corrector) 

Γενικά, µία µέθοδος Adams-Moulton δίνει καλλίτερα αποτελέσµατα από µία µέθοδο Adams-
Bashforth της ίδιας τάξης. Όµως µία έµµεση µέθοδος έχει το µειονέκτηµα ότι πρώτα πρέπει 
να µετατραπεί αλγεβρικά σε άµεση ως προς την άγνωστη προσέγγιση, πράγµα που γίνεται 
δύσκολα ή πολλές φορές είναι αδύνατο. 

Στην πράξη, µία έµµεση µέθοδος δεν εφαρµόζεται µόνη της, αλλά συνήθως χρησιµοποιείται 
για να βελτιώσει την προσέγγιση που προκύπτει από την εφαρµογή µίας άµεσης µεθόδου. Ο 
συνδυασµός µίας άµεσης και µίας έµµεσης µεθόδου, δηµιουργεί µία νέα κατηγορία πολυβη-
µατικών µεθόδων γνωστή σαν µέθοδος Πρόβλεψης - ∆ιόρθωσης ( Predictor-Corrector). 

Η εφαρµογή µίας µεθόδου Πρόβλεψης -∆ιόρθωσης µπορεί να γίνει µε δύο κυρίως τρόπους. 

Στην µία περίπτωση η άµεση µέθοδος εφαρµόζεται σε κάθε βήµα µία φορά και η έµµεση 
χρησιµοποιείται σαν επαναληπτική µέθοδος µέχρι να ικανοποιηθεί κάποιο κριτήριο της 
µορφής: 

 ( ) ( )y yn n+
+

+− <1
1

1
s s ε , 

όπου s  παριστάνει τον αριθµό των επαναλήψεων και ε είναι ένας προκαθορισµένος θετικός 
αριθµός, το µέγεθος του οποίου εξαρτάται από την ακρίβεια µε την οποίαν θέλουµε να υπο-
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λογίσουµε την λύση. Τότε η προσέγγιση ( )yn +
+
1
1s , θεωρείται σαν µία παραδεκτή τιµή της λύσης 

yn+1. Στην άλλη περίπτωση, εκ των προτέρων καθορίζουµε πόσες φορές θα εφαρµόσουµε την 
έµµεση µέθοδο σε κάθε βήµα. Έστω P δηλώνει µία εφαρµογή της άµεσης µεθόδου, C µία 
απλή εφαρµογή της έµµεσης µεθόδου και E δηλώνει έναν υπολογισµό της συνάρτησης f  σε 
γνωστές τιµές των µεταβλητών της. Τότε ένα πολύ συνηθισµένο σχήµα µεθόδου Πρόβλεψης 
∆ιόρθωσης συµβολίζεται µε PECE που σηµαίνει ότι σε κάθε βήµα εφαρµόζουµε µία φορά 
την πρόβλεψη και µία φορά την διόρθωση. Το πιο γενικό σχήµα συµβολίζεται µε P(EC) EM  
που σηµαίνει ότι σε κάθε βήµα εφαρµόζουµε µία φορά την µέθοδο της πρόβλεψης και Μ 
φορές την µέθοδο της διόρθωσης. Μία κλασσική και αρκετά ικανή µέθοδος Πρόβλεψης-
∆ιόρθωσης είναι η Adams-Bashforth-Moulton 4ης τάξης στην µορφή PECE, βασίζεται στους 
τύπους Adams-Bashforth µε k=4 και Adams-Moulton µε k=3, και είναι της µορφής: 
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 (32.1) 
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