
 

∆εύτερο παράδειγµα ΓΧΑ συστήµατος. Κύκλωµα RLC.  

1. Πρώτη µέθοδος περιγραφής του συστήµατος, µέσω 
ολοκληρωτικοδιαφορικών εξισώσεων. 

Έστω ένα κύκλωµα L,C,R εν σειρά µε πηγή τάσης ����. Το κύκλωµα αυτό το θεωρούµε σύστηµα µε 
είσοδο ����και έξοδο το κοινό ρεύµα του ενιαίου κλάδου  ����. 
Η ολοκληρωτικοδιαφορική εξίσωση που περιγράφει το σύστηµα προκύπτει από το Νόµο τάσεων του 
Kirchhoff: ���� = �� + �	 + �
 και ισοδυνάµως  

                                      ���� = � ����
�� + �

	 � ������ + ������
��    (1) 

Το σύστηµα είναι γραµµικό; Ναι ή όχι και γιατί; 

Για να απαντήσουµε σε αυτή την ερώτηση, µπορούµε να ορίσουµε τον αντίστροφο τελεστή  

                       � �
�� + �

	 � +��
��     

που δρα πάνω στο ����. Θα ακολουθήσουµε όµως τον πιο εύκολο τρόπο που περιγράψαµε και  στο 
παράδειγµα µε το ελατήριο.  

 Έστωσαν ����� και ����� δύο διαφορετικές τάσεις πηγής που προκαλούν τη ροή στο κύκλωµα 
των ρευµάτων  ����� και ����� αντίστοιχα. Οι δύο σχετικές εξισώσεις είναι οι: 

����� = � �������� + 1
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�
��

 

����� = � �������� + 1
�� ������� + ������

�
��

 

 

µε αρχικές συνθήκες: ������, ��������,  και  ������, �������� αντίστοιχα.  

Προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο εξισώσεις και εκµεταλλευόµενοι τη γραµµικότητα τόσο του τελεστή 
της παραγώγου όσο και του ολοκληρώµατος, προκύπτει η ολοκληρωτικοδιαφορική εξίσωση:  

 

����� + ����� = � �
�� ������ + ������ + �

	 � ������ + �������� + ������� + �������
��   (2) 

Εάν και οι αρχικές συνθήκες της εξίσωσης  είναι ������ + ������ και �������� + ��������, τότε το σύστηµα 
είναι γραµµικό. 



Εντελώς ανάλογα, µε απλό πολλαπλασιασµό της εξίσωσης (1) µε ένα οποιοδήποτε αριθµό έστω α 
προκύπτει ότι αν η είσοδος είναι ����� τότε και η έξοδος είναι ����� για ανάλογες αρχικές συνθήκες. 

 

Το σύστηµα είναι χρονικά αναλλοίωτο; Ναι ή όχι και γιατί; 

Ο απλούστερος τρόπος για να απαντήσουµε σε αυτό το ερώτηµα είναι να παραγωγίσουµε άπαξ την (1) 

οπότε λαµβάνουµε  

                                                 
�����
�� = � � ���

�� + � ����
�� + �

	 ����          (3) 

 

Η εξίσωση αυτή είναι ακριβώς της ιδίας µορφής µε του προαναφερθέντος παραδείγµατος µε το ελατήριο, 

όπου το ρόλο της συναρτήσεως !��� τον παίζει η συνάρτηση 
�����
��  και το ρόλο του "��� το ρεύµα ����. 

 

2. ∆εύτερη µέθοδος περιγραφής του συστήµατος, µέσω του 
µετασχηµατισµού Laplace. 

 
Είθισται ως χρονική στιγµή ��να λαµβάνεται η αρχή µέτρησης του χρόνου δηλαδή �� = 0$. 
Επιπλέον για τους λόγους που περιγράφησαν στο παράδειγµα του ελατηρίου και που θα 
αναδειχθούν πάλι στην αµέσως παρακάτω ανάλυση, επιλέγονται µηδενικές αρχικές συνθήκες, 

δηλαδή ��0$� = ���%�
�� = 0 για οποιαδήποτε είσοδο. Τονίζεται ότι για να εξασφαλιστεί το 

χρονικά αναλλοίωτο της εξισώσεως (1), πρέπει το ���� και το 
����
��  να είναι µηδέν για κάθε 

χρονική στιγµή � ≤ 0$ . ∆ηλαδή  
  

��0$� = ���%�
�� = 0				∀� ≤ 0$    (4) 

ή ισοδυνάµως όπως προκύπτει άµεσα µε ολοκλήρωση ως προς t  

� ������ = 0,			�%
) 		 εφ’ όσον       ��*� = 0	∀� ≤ 0$    (5)  

  

Εάν υπάρχει ο µετασχηµατισµός Laplace των ����  και ���� εφαρµόζουµε µετασχηµατισµό Laplace, 
έστω(+), και στα δύο µέλη της (1) και έχουµε: 

  �+ ,������ - + �
	+ ,� �������

�� - + �+.����/ = +.����/ ⇔ 



    �[23�2� − ��0$�] + �
	
�
6 [3�2� + � �������%$) ] + ���2� = 7�2�  (6)                      

Λόγω των (4) και (5) προκύπτει 

     �23�2� + �
6	 3�2� + ���2� = 7�2�    (7)   

και λύνοντας ως προς ��2� προκύπτει: 
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Στο εν λόγω κύκλωµα ας θεωρήσουµε αντίσταση � = 0,8AB, πηνίο αυτεπαγωγής � = 0,1A: 

και πυκνωτή χωρητικότητας 8 = ��
C ≈ 6,67	G! .  

Σε αυτή την περίπτωση προκύπτει  

:�2� = 10 2
2� + 82 + 15 = 10 2

�2 + 3��2 + 5� 
Αναλύοντας σε απλά κλάσµατα προκύπτει για τη συνάρτηση µεταφοράς ότι: 

:�2� = 5J K
6;K− C

6;CL    (9) 

 

3. Περιγραφή του συστήµατος µέσω της κρουστικής απόκρισης M�N� στο 
πεδίο του χρόνου. 

 

Όπως και στο µηχανικό παράδειγµα του ελατηρίου έχοντας θεµελιώσει ότι το σύστηµα είναι 
γραµµικό και χρονικά αναλλοίωτο, αυτό καθορίζεται πλήρως στο πεδίο του χρόνου από την κρουστική 
απόκρισή του h(t) δηλαδή την έξοδό του όταν θέσουµε σαν είσοδο στο σύστηµα τη συνάρτηση δέλτα του 
Dirac δ(t). Επειδή 

 

ℎ��� = ℒ$�.:�2�/ 



 
 τότε, για τυχούσα είσοδο ���� στο σύστηµα, η έξοδος ���� θα είναι  
 

���� = ℎ��� ∗ ����. 
Στο εν λόγω παράδειγµα  

ℎ��� = 5ℒ−1 , K
6;C− C

6;K- = 25S$C� − 15S$K� , � ≤ 0− (10) 

 

Άρα  

���� = � ℎ�T���� − T��T ⇔;U
$U

 

 

���� = 5� �5S$CV − 3S$KV���� − T��T;U
�    (11) 

 

���� = 5� �5S$CV − 3S$KV���� − T��T�
�    (11) 

 
όπου στο τελευταίο βήµα χρησιµοποιήσαµε την απαίτηση 

ℎ�� − T� = 0 για � − T ≤ 	0$ ⟺ T ≥ � 
 
 

4. Εισαγωγή στην περιγραφή του συστήµατος στο χώρο καταστάσεως- 
εξίσωση καταστάσεως. 

 

Στόχος: να µετατρέψουµε τη 2ας τάξεως διαφορική εξίσωση (3), σε ένα σύστηµα γραµµικών διαφορικών 
εξισώσεων πρώτης τάξεως και να γράψουµε το σύστηµα αυτό σε µητρική µορφή.  Για το σκοπό αυτό, 
ορίζουµε  δύο ενδιάµεσες µεταβλητές τις  

Y���� = ���� (το ρεύµα που διαρρέει το πηνίο) 

Y���� = Z[��� = � �������
�%  (το εκάστοτε φορτίο του πυκνωτή),  (12) 

τις οποίες ονοµάζουµε µεταβλητές καταστάσεως.  Ο λόγος που διαλέξαµε δύο µεταβλητές 
καταστάσεως, είναι το γεγονός ότι το σύστηµά µας περιγράφεται από µία ολοκληρωτικοδιαφορική 
εξίσωση που είναι ισοδύναµη µε διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως (εξίσωση (1)). 

Σχέση εξόδου και µεταβλητών καταστάσεως: 

Εν προκειµένω ,  η έξοδος ���� συνδέεται απλούστατα µόνο µε µία µεταβλητή καταστάσεως και 
συγκεκριµένα ισχύει 

���� = Y����       . 



 Επειδή η έξοδος πρέπει τυπικά να συνδέεται µε όλες τις µεταβλητές καταστάσεως, χρησιµοποιούµε το 
βοηθητικό πίνακα [1 0] και γράφουµε   

                                                                        ���� = [1	0] \Y����Y����]     (13) 

Εν συνεχεία γράφουµε τις πεπλεγµένες εξισώσεις καταστάσεως , οι οποίες είναι ένα σύστηµα διαφορικών 
εξισώσεων πρώτης τάξης ως προς Y����, Y���� όπου εµπλέκεται και η είσοδος. Παραγωγίζοντας ως προς 
τον χρόνο  σχέσεις  (12)  λαµβάνουµε αντίστοιχα   

 

Y��	��� = ����
��   

Y��	��� = ���� = Y�	��� .     (14) 

Από την εξίσωση (1) την οποία ξαναγράφουµε για καλύτερη εποπτεία  

���� = � ������� + 1
�� ������ + ������

��
 

και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (12) και (14) προκύπτει:  

  

� �
�� = − �

[ Z	 − �� + ����. 
Ισοδυνάµως 

                                                         Y�� = − 

� Y���� − �

�	 Y���� + �
� ���)    (15) 

Y��	��� = Y�	��� . 
            

Συνδυάζοντας αυτές τις δύο σχέσεις και γράφοντάς τις  σε µητρική µορφή λαµβάνουµε: 

                                                  \Y�����Y�����] = ^− 

� − �

�	1 0 _ \Y����Y����] + ^��0_ ����.                   (16) 

Ορίζοντας  

`��� = \Y����Y����],    a = ^− 

� − �

�	1 0 _ ,   b = ^��0_																																											�17�			 
το ανωτέρω σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης γράφεται ως εξής 



�`���
�� = a`��� + c���� 

µε αρχικές συνθήκες                            ̀�0� = \Y��0�Y��0�]. 
 

∆ηλαδή, επειδή το ΓΧΑ σύστηµά µας µπορεί να περιγραφεί  από µία διαφορική εξίσωση δευτέρας 
τάξεως, µπορεί ισοδυνάµως να περιγραφεί µε ένα (γραµµικό)  σύστηµα 2× 2 διαφορικών εξισώσεων 
πρώτης τάξης.  Τονίζουµε ότι οι σχέσεις �17� συνδυάζονται άρρηκτα µε τη σχέση �13�, η οποία συνδέει 
την έξοδο ���� του συστήµατος µε τις επιλεγείσες µεταβλητές καταστάσεως Y����	, Y����. Τονίζουµε 
επίσης εµφατικά ότι η επιλογή των µεταβλητών καταστάσεως και οι συνεπακόλουθες εξισώσεις 
καταστάσεως ∆ΕΝ είναι µοναδικές.     

 

 

 

 


