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Βηµατική απόκριση ενός γενικού συστήµατος δευτέρας 
τάξεως  

 Έστω σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς   

                     		���� = 		 ��	
����
�	                           (1)       

όπου ω0>0. (Το ω0 συχνά λέγεται κυκλική (φυσική) ιδιοσυχνότητα του συστήµατος)
  

Ισχύει ���� = ���� �� ⇔ ���� = ������������	�  όπου έστω 	��, 	�� οι ρίζες του  
�� + 2���� + ���.  

1) Το σύστηµα προκύπτει ευσταθές για ζ>0.   

 1α)0<ζ<1. Σε αυτή την περίπτωση για τις ρίζες του τριωνύµου 

�� + 2���� + ��� ισχύει:  	��,� = ���−� ± ���� , όπου ∆1= 1 − �� ∈ ℝ. Άρα 

εφαρµόζοντας απλά κλάσµατα προκύπτει 

 		 ������������	� = $ %&� + '������ + (����	�) ⇔ 

1 = *�� − ����� − ��� + +��� − ��� + ,��� − ��� 
1) Θέτοντας s=0 προκύπτει ότι Α= 

����	 = ��02 
2) Θέτοντας s=�� προκύπτει ότι Β= − �2�02.�12+���1/  
3) Θέτοντας s=�� προκύπτει ότι Γ= − �2�02.�12−���1/ 
Προκύπτει ότι 

���� = $��� 01� − 12���� + ������� − ��� − 12���� − ������� − ���1 ⇔ 

 

ℒ��3����4 = 

$��� 0ℒ�� 51�6 − ℒ�� 7 12���� + ������� − ���8		− ℒ�� 7 12���� − ������� − ���81 ⇔ 
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9�:� = $��� 0;�:� − <
���=
>�?�=2���� + ����� − <

���=�>�?�=2���� − �����1 = 

$��� @;�:� − <
���=2 0 <>�?�=��� + ���� + <�>�?�=��� − ����1A , : ≥ 0� 

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα C�>D = $E��F� + ��GH�F� και κάνοντας οµώνυµα 
τα κλάσµατα εντός της εσωτερικής παρενθέσεως λαµβάνουµε  

9�:� = $��� 0;�:� − <���= 	.cos�����:� + ��� sGH�����:�/1 ⇔ 

9�:� = $��� @;�:� − <
���=�� 	��� cos�����:� + � sGH�����:��A 

Παρατηρούµε ότι οι συντελεστές του συνηµίτονου και του ηµιτόνου �� και ζ 
αντιστοίχως ικανοποιούν τη σχέση ��� + �� = 1 ενώ εξ υποθέσεως 0<ζ<1. Άρα 
υπάρχει 

 L ∈ %− M� , M�) : $E��L� = � και sin(φ)=	��  
 

Οπότε  

	9�:� = ��	 %;�:� − COP�QR?� 	sGH�����: + L�)				 				 				 �2�	
Ένας ορισµός της ευστάθειας ενός συστήµατος είναι εκείνος  σύµφωνα µε τον οποίο 
για κάθε φραγµένη είσοδο το σύστηµα γεννά φραγµένη έξοδο (Bounded Input 
Bounded Output-BIBO). Στο προκείµενο παράδειγµα παρατηρούµε  ότι όταν η 
είσοδος είναι η βηµατική απόκριση τότε το σύστηµα συµπεριφέρεται ευσταθώς. Θα 
διαπιστώσουµε στα επόµενα ότι το εν λόγω σύστηµα είναι όντως ευσταθές κατά 
BIBO, γεγονός που συνδέεται καθοριστικά µε το ότι οι πόλοι του (οι ρίζες του 
παρανοµαστή της συνάρτησης µεταφοράς) έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος.   

 

  1β) ζ=1. Σε αυτή την περίπτωση ισχύει  

���� = ���� 1� ⇔ ���� = 1� $�� + ���� 
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Εφαρµόζοντας τον τελεστή S�T  και στα δύο µέλη της παραπάνω σχέσεως και από 

τους σχετικούς πίνακες για τον τελεστή S�Tπροκύπτει 
S�T3����4 = S�T 51� $�� + ����6 ⇔ 

9�:� = ��	 U;�:� − ���: + 1�<��=V, : ≥ 0�		  (3) 

 Παρατηρούµε ότι το σύστηµα συµπεριφέρεται ευσταθώς µε είσοδο ;�:�,  εφ’ όσον 

του : ⟶ ∞ τότε 9�:� = ��	 .  
Το σύστηµα έχει ένα διπλό πόλο στο −��, δηλαδή στο αριστερό µιγαδικό 
ηµιεπίπεδο, γεγονός που, όπως θα δείξουµε στα επόµενα, συνδέεται καθοριστικά µε 
το ότι το σύστηµα είναι γενικώς ευσταθές κατά BIBO.     

 1γ) ζ>1.Σε αυτή την περίπτωση εφαρµόζουµε την ίδια διαδικασία που 
εφαρµόστηκε στην περίπτωση 1α). Έστω 	��, 	�� οι ρίζες του �� + 2���� + ���.  
Για αυτές ισχύει 	��,� = ���−� ±  �� − 1� , όπου το υπόριζο �� − 1είναι πάντα 
θετικό, γεγονός που σηµαίνει ότι οι ρίζες είναι και οι δύο πραγµατικές. Επιπλέον, δε , 

είναι αµφότερες αρνητικές. Θέτουµε �� =  �� − 1 .  

Εφαρµόζοντας απλά κλάσµατα προκύπτει 

 		 ������������	� = $ %&� + '������ + (����	�) ⇔ 

1 = *�� − ����� − ��� + +��� − ��� + ,��� − ��� 
1) Θέτοντας s=0 προκύπτει ότι Α= 

����	 = ��02 
2) Θέτοντας s=�� προκύπτει ότι Β= 

�2�02.�22−��2/   
3) Θέτοντας s=�� προκύπτει ότι Γ= 

�2�02.�22+��2/ 
Άρα  

���� = $��� 01� − 12���� − ������ − ��� − 12���� + ������ − ���1 ⇔ 

 

ℒ��3����4 = 
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$��� 0ℒ�� 51�6 − ℒ�� 7 12���� − ������ − ���8 − ℒ�� 7 12���� + ������ − ���81 ⇔ 

 

9�:� = ��	 .;�:� − YZ�R�[?		��?	\− YZ	R�[?		
�?	\/   (4) 

 

Παρατηρούµε ότι καθώς : → ∞ και επειδή τα 	��, 	�� είναι πραγµατικοί αρνητικοί 
αριθµοί, το σύστηµα τείνει στο  

��	 . 
 1δ) ζ=0. Σε αυτή την περίπτωση ισχύει 

���� = ���� 1� ⇔ ���� = 1� 		 $�� +��� ⇔ 

���� = ��	 	%�� 	− ��	
�	)     

Εφαρµόζοντας τον τελεστή S�T  και στα δύο µέλη της παραπάνω σχέσεως και από 

τους σχετικούς πίνακες για τον τελεστή S�Tπροκύπτει 
9�:� = ��	 	[;�:�	– cos	�����\    (5) 

2)Το σύστηµα προκύπτει ασταθές για ζ<0. 

 Π.χ. Για -1<ζ<0, προκύπτει πάλι 

���� = $��� 01� − 12���� + ������� − ��� − 12���� − ������� − ���1 ⇔ 

 

ℒ��3����4 = 

$��� 0ℒ�� 51�6 − ℒ�� 7 12���� + ������� − ���8 − ℒ�� 7 12���� − ������� − ���81 ⇔ 

 

9�:� = $��� 0;�:� − <
���=
>�?�=2���� + ����� − <

���=�>�?�=2���� − �����1 = 

��	 0;�:� − YOP�QR� % Y_P�`�R?�	
>�?� + YO_P�`�R?�	�>�?�)1    
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Αλλά προχωρώντας όπως ακριβώς στην περίπτωση 1α) προκύπτει ότι  

  

9�:� = ��	 %;�:� − COP�QR?� 	sGH�����: + L�)				 				 				 �6�	
 

όπου  L ∈ %− M� , M�) : $E��L� = � και sin(φ)=	�� . 
Εποµένως υπάρχει άπειρο πλήθος χρονικών υπακολουθιών για τις οποίες η χρονική 

απόκριση του συστήµατος απειρίζεται αφού ο εκθέτης στον όρο <���= είναι πάντα 
θετικός.  

Ισοδυνάµως lim=→e|9�:�| = ∞. 

Από αυτή την ανάλυση γίνεται κατανοητό γιατί όταν κάποια ρίζα του 
παρονοµαστή (κάποιος πόλος) έχει πραγµατικό µέρος στο δεξί ηµιεπίπεδο, τότε 
το σύστηµα είναι ασταθές µε την έννοια ότι για φραγµένη είσοδο γεννά 
απειριζόµενη έξοδο καθώς το t τείνει στο άπειρο. Ισοδυνάµως, το σύστηµα δεν 
έχει την ιδιότητα φραγµένης εξόδου για κάθε φραγµένη είσοδο (Bounded Input 
Bounded Output – BIBO) 

 

 

Πως γίνεται ευσταθές ένα ασταθές σύστηµα 2ας τάξης 

Θα καταστήσουµε ευσταθές ένα ασταθές σύστηµα 2ας τάξης, µε ζ=-0.2, ω0=2 και c=1 

και άρα µε συνάρτηση µεταφοράς ���� = ��	��.h�
i. 
Προς το σκοπό αυτό πραγµατοποιούµε ανάδραση µε F(s)=K(s+1). ∆ηλαδή: 

 

              j���         +         �����                                          ����          
                              _ 

 

   k��� 

���� 
 

l�� + 1� 
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Τότε, η συνάρτηση µεταφοράς του κλειστού βρόχου είναι m��� = ��	
�n��.h��
n
i, 
η οποία για Κ= είναι ευσταθής και έχει την ίδια µόνιµη απόκριση. Θα δείξουµε στα 
επόµενα συστηµατικούς τρόπους για να υπολογίζουµε τέτοια Κ. 

 

 

 

Χαρακτηριστικά της απόκρισης ενός συστήµατος στο πεδίο 
του χρόνου. Εξειδίκευση στη βηµατική απόκριση 

συστήµατος 2ας  τάξης και τρόπος υπολογισµού αυτών. 

 Χ1). Μεταβατική και µόνιµη απόκριση 

 Μεταβατική απόκριση ενός συστήµατος είναι το κοµµάτι της απόκρισης το 
οποίο µηδενίζεται προϊόντος του χρόνου, δηλαδή καθώς t→∞.   

 Μόνιµη απόκριση (µόνιµη κατάσταση) ενός συστήµατος είναι το κοµµάτι 
της απόκρισης το οποίο παραµένει αφού το µεταβατικό µέρος έχει εξασθενίσει 
σηµαντικά. Μια τέτοια απόκριση µπορεί να είναι µια σταθερή ποσότητα, µια 
ηµιτονοειδής ή περιοδική ποσότητα µε σταθερό πλάτος, καθώς και οποιαδήποτε  
συνάρτηση.  

 Από τους παραπάνω ορισµούς προκύπτει για την απόκριση 9�:� του 
συστήµατος               

                                           9�:� = 9opq.�:� + 9ors.�:�      
Για την περίπτωση του συστήµατος δευτέρας τάξεως που µελετήθηκε προηγούµενα,  

9ors�:� = $�02 ;�:� 
και 9opq�:� = C−�0�:�1 	 sGH��0�1: + L�	για 0<ζ<1 

ή  	9opq�:� = $�02 ���: + 1�<−�=  για ζ=1 

ή  	9opq�:� = $�02 .− C�1:2[�22−��2\ − C�2:2[�22+��2\/  για ζ>1. 
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 Χ2). Μέγιστη υπερύψωση (overshoot).  

Ορισµός:  Είναι η διαφορά της µέγιστης τιµής από την τιµή της µόνιµης κατάστασης.  

Τρόπος υπολογισµού για ένα σύστηµα 2ας τάξης µε 0<ζ<1:   

Στα σηµεία µεγίστου ισχύει  

9t�:� = 0 ⇔ [	C���= sGH�����: + L�\t = 0 ⇔ 

� sin�����: + L� − ��$E������: + L� = 0 ⇔ tan�����: + L� = ��� = tan	�L� 
Και συνεπώς ����: = xy	z{	x ∈ ℕ αφού t>0.   

Τα τοπικά µέγιστα επισυµβαίνουν για λ=2µ+1   z ∈ ℕ�		, ενώ τα τοπικά ελάχιστα   

για λ=2µ  z ∈ ℕ, όπως  προκύπτει άµεσα από το πρόσηµο της 9tt�:�.  
Οι τιµές των τοπικών µεγίστων είναι φθίνουσα συνάρτηση του λ (το αντίστοιχο του 
χρόνου), λόγω του πολλαπλασιασµού µε τη γνησίως φθίνουσα συνάρτηση  C���=  η 
οποία παίζει το ρόλο της περιβάλλουσας. Εποµένως το απόλυτο µέγιστο επισυµβαίνει 

για λ=1 ή :� =	 M�?�.      
∆υϊκώς αντίστοιχα, τα τοπικά ελάχιστα γνησίως αυξάνουν συναρτήσει του λ.  

Σχέση ζ,	��, και µέγιστης υπερύψωσης σε ένα σύστηµα 2ας τάξης: 

9op} = $��� 0;�:�� − <
���=��� 	sGH .���� y���� + L/1 = 

$���~;�:�� − <
�� M?��� 	sGH�y + L�� = 

$���~;�:�� + <
�� M?��� 	sGH�L�� = 

$��� .;�:�� + <��
M?� 	/ 

� = 9op} − 9ors = $��� <��
M?� 	 

 

xroniki_apokrisi_bimatikis_eystathous_taxis2.m  
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 Χ3). Ποσοστό µέγιστης υπερύψωσης. 

v%=100������������ό������ό � 
Για ένα σύστηµα 2ης τάξης 

�% = 100 9 %
y����) − $���$��� = 100@C ��M T��� − 1A 

 Χ4).Χρόνος καθυστέρησης (Τd).  .   

 Είναι ο χρόνος που απαιτείται για να φθάσει η απόκριση y(t) στο µισό της 
τελικής τιµής της αποκρίσεως.   

  Χ5).Χρόνος ανύψωσης (Τr).  .  

   Είναι ο χρόνος που απαιτείται προκειµένου η απόκριση να ανυψωθεί από το 
10% στο 90% της τελικής τιµής.  

 Χ6).Χρόνος αποκατάστασης (Τs).   

   Είναι ο χρόνος που απαιτείται προκειµένου η απόκριση να φτάσει και να 
παραµείνει εντός ενός συγκεκριµένου εύρους τιµών (2%-5%) εκατέρωθεν της τελικής 
τιµής.      


