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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8  

ΜΕΤΑ∆ΟΣΗ ΤΩΝ ΤΑΣΕΩΝ ΛΟΓΩ ΕΠΙΒΟΛΗΣ ΕΞΩΤΕΡΙΚΩΝ 
ΦΟΡΤΙΩΝ 

 

8.1 Εισαγωγή 
 Ένα σύνηθες αποτέλεσµα των έργων Πολιτικού Μηχανικού είναι η επιβολή 
φορτίων στο έδαφος (π.χ. κατασκευή κτιρίων, φραγµάτων) ή η µείωση των ήδη 
επιβεβληµένων φορτίων (π.χ. εκσκαφές). Τα φορτία αυτά αναλαµβάνονται από τις 
εδαφικές µάζες µε την ανάπτυξη εσωτερικών τάσεων κατά τρόπον ώστε να 
ικανοποιούνται οι συνθήκες ισορροπίας σε όλα τα εδαφικά στοιχεία και συνεπώς το 
σύστηµα κατασκευή-έδαφος να ισορροπεί. Η εκτίµηση των τάσεων που 
αναπτύσσονται στο έδαφος λόγω των εξωτερικώς επιβεβληµένων φορτίων είναι 
χρήσιµη για τους εξής λόγους: 
1. Οι ανοχές των κατασκευών σε υποχωρήσεις των σηµείων στήριξης είναι 

περιορισµένες. Για την εκτίµηση των υποχωρήσεων είναι απαραίτητη η γνώση 
των παραµορφώσεων που προκαλούν στο έδαφος τα επιβεβληµένα φορτία. Οι 
παραµορφώσεις, όµως, εξαρτώνται από τις αναπτυσσόµενες τάσεις, γεγονός που 
καθιστά αναγκαία την εκτίµηση των τάσεων. 

2. Ολα τα υλικά αστοχούν (θραύονται), εάν η φόρτιση υπερβεί το όριο αντοχής τους. 
Το όριο αντοχής κάθε υλικού δεν είναι σταθερό αλλά εξαρτάται από τις υπόλοιπες 
τάσεις, δηλαδή αντιστοιχεί σε ορισµένους κρίσιµους συνδυασµούς τάσεων, τα 
λεγόµενα κριτήρια αστοχίας. Η γνώση των τάσεων που αναπτύσσονται στο 
έδαφος είναι, λοιπόν, απαραίτητη για να εκτιµηθεί κατά πόσον η υφιστάµενη 
εντατική κατάσταση του εδάφους προσεγγίζει την κατάσταση αστοχίας. 

Λόγω της υπερστατικότητας των εδαφικών σχηµατισµών, ο υπολογισµός των 
τάσεων που αναπτύσσονται στο έδαφος συνήθως δεν είναι εφικτός µόνο µε τη 
θεώρηση της στατικής ισορροπίας του εδάφους (δηλαδή των στερεοστατικών 
εξισώσεων ισορροπίας). Μία περίπτωση στην οποία ο υπολογισµός ορισµένων 
συνιστωσών των τάσεων είναι εφικτός µόνο µε θεώρηση της στατικής ισορροπίας 
είναι η µονοδιάστατη συµπίεση (γεωστατικές τάσεις) που µελετήθηκε σε 
προηγούµενο Κεφάλαιο. Στις περισσότερες όµως περιπτώσεις οι τρεις εξισώσεις 
ισορροπίας δεν αρκούν για τον υπολογισµό των έξι συνιστωσών των τάσεων, αλλά 
πρέπει να χρησιµοποιηθούν οι σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων (δηλαδή ο 
καταστατικός νόµος συµπεριφοράς του υλικού) και οι σχέσεις παραµορφώσεων-
µετατοπίσεων ώστε οι τρεις εξισώσεις ισορροπίας, εκφρασµένες πλέον ως προς τις 
τρεις συνιστώσες των µετατοπίσεων, να µπορούν να επιλυθούν. Από τα παραπάνω 
καθίσταται σαφής η χρησιµότητα των σχέσεων τάσεων-παραµορφώσεων που 
µελετήθηκαν στο Κεφάλαιο 6. Παρά την απλότητα όµως του προηγούµενου 
σκεπτικού το πρόβληµα είναι σύνθετο, επειδή οι σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων 
του εδάφους είναι µή-γραµµικές και κυρίως επειδή µέχρι σήµερα δεν έχει επιτευχθεί η 
γενική αποδοχή κάποιας αναλυτικής έκφρασής τους. Κατά συνέπεια, πρέπει να 
γίνουν απλοποιητικές παραδοχές όσον αφορά τη µορφή των σχέσεων τάσεων-
παραµορφώσεων, η απλούστερη από τις οποίες είναι η παραδοχή γραµµικής και 
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ισότροπης συµπεριφοράς του εδάφους. Στο Κεφάλαιο 6 αναφέρθηκαν οι λόγοι για 
τους οποίους οι τάσεις που υπολογίζονται µε θεώρηση ισότροπης γραµµικής 
συµπεριφοράς του εδάφους σε πολλές περιπτώσεις δεν απέχουν σηµαντικά από τις 
πραγµατικές, παρόλο που η συµπεριφορά του εδάφους είναι έντονα µή-γραµµική. 
Στο Κεφάλαιο αυτό θα υπολογισθούν οι κατανοµές των εδαφικών τάσεων για 
συνήθεις περιπτώσεις εξωτερικών φορτίσεων µε την παραδοχή ισότροπης 
γραµµικής ελαστικότητας. Ειδικότερα, θα εξετασθούν οι εξής περιπτώσεις φόρτισης: 
1. Συγκεντρωµένο (σηµειακό) κατακόρυφο φορτίο στην επιφάνεια οµοιογενούς 

ηµιχώρου. Η περίπτωση αυτή έχrι εφαρµογές στις θεµελιώσεις µε µεµονωµένα 
πέδιλα µικρών διαστάσεων ως προς το πάχος της συµπιεστής εδαφικής 
στρώσης. 

2. Οµοιόµορφη κατακόρυφη πίεση κατανεµηµένη στην επιφάνεια κύκλου επί 
οµοιογενούς ηµιχώρου. Η περίπτωση αυτή έχει εφαρµογές σε εύκαµπτα θεµέλια 
κυκλικής κάτοψης όπως κυκλικά πέδιλα, δεξαµενές αποθήκευσης υγρών, γενικές 
κοιτοστρώσεις κυκλικής επιφάνειας κλπ. 

3. Οµοιόµορφη κατακόρυφη πίεση στην επιφάνεια ορθογωνίου επί οµοιογενούς 
ηµιχώρου. Η περίπτωση αυτή έχει εφαρµογές σε εύκαµπτα θεµέλια ορθογωνικής 
κάτοψης όπως ορθογωνικά πέδιλα, γενικές κοιτοστρώσεις ορθογωνικής 
επιφάνειας κλπ. 

4. Οµοιόµορφη κατακόρυφη φόρτιση κατανεµηµένη σε απειροµήκη γραµµή στην 
επιφάνεια οµοιογενούς ηµιχώρου. Η περίπτωση αυτή έχει εφαρµογές σε επιµήκη 
θεµέλια µικρού πλάτους όπως θεµέλια τοίχων, κάτω διαβάσεων οδών κλπ. 

5. Οµοιόµορφη κατακόρυφη πίεση κατανεµηµένη σε απειροµήκη λωρίδα 
(πεπερασµένου πλάτους) στην επιφάνεια οµοιογενούς ηµιχώρου. Η περίπτωση 
αυτή έχει εφαρµογές σε επιµήκη θεµέλια µε σηµαντικό πλάτος ως προς το πάχος 
της συµπιεστής στρώσης. 

Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις θα δοθούν οι αναλυτικές σχέσεις που συνδέουν 
τις συνιστώσες των τάσεων µε την ένταση του εξωτερικώς επιβεβληµένου φορτίου 
και τη γεωµετρία, δηλαδή τις διαστάσεις του φορτίου και τις συντεταγµένες της θέσης 
του σηµείου στο οποίο υπολογίζονται οι τάσεις. Οι υπολογιζόµενες τάσεις είναι, 
προφανώς, οι πρόσθετες τάσεις λόγω του εξωτερικώς επιβεβληµένου φορτίου και 
τα πρόσηµά τους ακολουθούν την τανυστική σήµανση της Εδαφοµηχανικής. 
Επιπλέον: 
1. Αν η φόρτιση του εδάφους γίνεται υπό πλήρως στραγγιζόµενες συνθήκες, τότε 

οι ελαστικές σταθερές νE, , που υπεισέρχονται στους τύπους, είναι οι ιδιότητες 
του εδαφικού σκελετού και οι υπολογιζόµενες τάσεις είναι οι πρόσθετες ενεργές 
αλλά και ολικές τάσεις, επειδή  σσ ′∆=∆ ijij . 

2. Αν η φόρτιση θεωρηθεί ότι συµβαίνει υπό αστράγγιστες συνθήκες, τότε οι 
υπολογιζόµενες τάσεις είναι οι πρόσθετες ολικές τάσεις, ενώ, όπου αναφέρεται 
το µέτρο ελαστικότητας E , θα θεωρείται το µέτρο ελαστικότητας υπό 
αστράγγιστες συνθήκες (βλέπε εδάφιο 6.3): 

)(
E

Eu ν+
=

12
3  

και, όπου αναφέρεται ο λόγος του Poisson ν , θα θεωρείται η τιµή του υπό 
αστράγγιστες συνθήκες: ν u  = 0.50. Οι µεταβολές των ενεργών τάσεων µπορούν 
να υπολογισθούν στη συνέχεια από τις σχέσεις: δσσ ijijij u ⋅∆−∆=′∆ , όπου η 
αναπτυσσόµενη υπερπίεση πόρων δίνεται από τη σχέση: 

)(u zzyyxx σσσ ∆+∆+∆=∆
3
1  
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3. Οι επιλύσεις κατανοµών τάσεων που ακολουθούν δεν ισχύουν για ενδιάµεσες 
περιπτώσεις µερικής στράγγισης. Στις περιπτώσεις αυτές θα πρέπει το pρόβληµα 
να επιλυθεί σαν πρόβληµα στερεοποίησης, δηλαδή να ληφθούν υπόψη 
επακριβώς οι συνθήκες στράγγισης και ο χρόνος. 

Τέλος, θα πρέπει να αναφερθεί ότι στα επόµενα εδάφια δίνονται κατ' ευθείαν τα 
αποτελέσµατα των κατανοµών τάσεων χωρίς να περιγράφεται η µέθοδος που 
χρησιµοποιήθηκε για την επίλυση. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται σε 
άλλα εξειδικευµένα βιβλία. 
 

8.2 Ορθή ∆ύναµη επί Ελαστικού Ηµιχώρου 
 Το Σχήµα 8.1 παρουσιάζει την περίπτωση επιβολής κατακόρυφου 
συγκεντρωµένου φορτίου P  στην επιφάνεια ελαστικού ισότροπου ηµιχώρου και 
ορίζει τα απαραίτητα γεωµετρικά µεγέθη. Το πρόβληµα αυτό επιλύθηκε από τον 
Boussinesq το 1890 και ονοµάζεται πρόβληµα του Boussinesq. Επειδή η φόρτιση και 
η γεωµετρία είναι αξονοσυµµετρικές, οι τάσεις που ορίζονται σε κυλινδρικές 
συντεταγµένες είναι ανεξάρτητες της γωνίας θ . Κατά συνέπεια, η συνιστώσα της 
µετακίνησης κατά την περιφέρεια (uθ ) είναι µηδενική, όπως και τα ακόλουθα µεγέθη: 

0==== σσγγ θθθθ zrzr  
Οι κατανοµές των τάσεων δίνονται από τις σχέσεις: 
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όπου zrR 222 += . Οι µετακινήσεις δίνονται από τις σχέσεις: 
( ) ( )

( ) ( ) 







+−

+
=







+
−

−
+

=

2

2

2

12
2

1

21
2

1

R
z

ER
Pu

zR
r

R
rz

ER
Pu

zz

rr

ν
π

ν

ν
π

ν

  

Σχ. 8.1: Συγκεντρωµένο κατακόρυφο φορτίο 
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Από τις παραπάνω κατανοµές τάσεων συµπεραίνονται τα εξής: 
1. Η κατακόρυφη τάση σ zz  είναι ανεξάρτητη των ελαστικών σταθερών νE, , ενώ οι 

υπόλοιπες ορθές τάσεις εξαρτώνται µόνον από το λόγο του Poisson. Αντίθετα, οι 
µετακινήσεις και, συνεπώς, οι παραµορφώσεις είναι αντιστρόφως ανάλογες του 
µέτρου ελαστικότητας. 

2. Η κατακόρυφη τάση σ zz  (η οποία κυρίως µας ενδιαφέρει, επειδή σ' αυτήν 
οφείλεται το σύνολο σχεδόν της υποχώρησης του εδάφους) µειώνεται µε ρυθµό 
αντιστρόφως ανάλογο του τετραγώνου του βάθους ( 21 z ). 

 

8.3 Ορθή Πίεση σε Κυκλική Επιφάνεια 
 Το Σχήµα 8.2 παρουσιάζει την περίπτωση 
επιβολής κατακόρυφης πίεσης p , κυκλικής κάτοψης µε 
ακτίνα R  στην επιφάνεια ελαστικού ισότροπου 
ηµιχώρου και ορίζει τα απαραίτητα γεωµετρικά µεγέθη. 
Και στην περίπτωση αυτή η κατάσταση είναι 
αξονοσυµµετρική και ισχύει: 

0===== σσγγ θθθθθθ zrzru  
Το πρόβληµα δεν έχει λύση µε κλειστή αναλυτική 
µορφή, αλλά η αριθµητική επίλυσή του καταλήγει στις 
αδιάστατες κατανοµές της πρόσθετης κατακόρυφης 

 
Σχ. 8.2: Φόρτιση σε κυκλική 
επιφάνεια 

 
Σχ. 8.3: Κατανοµή τάσεων κάτω από κυκλικό θεµέλιο 
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τάσης (σ zz ), που φαίνονται στο Σχήµα 8.3. Η κατανοµή της σ zz  κατά µήκος του 
άξονα z  (δηλαδή για 0=r ) δίνεται από τη σχέση: 






























+−=

−

z
Rpzz

2 23

11σ  

δηλαδή και πάλι η κατακόρυφη συνιστώσα της τάσης φθίνει ραγδαία µε το βάθος. 
Τέλος, και στην περίπτωση αυτή η κατακόρυφη τάση σ zz  είναι ανεξάρτητη των 
ελαστικών σταθερών του υλικού. 

 

8.4 Ορθή Πίεση σε Ορθογωνική Επιφάνεια 
 Το Σχήµα 8.4 παρουσιάζει την περίπτωση επιβολής κατακόρυφης πίεσης p , 
ορθογωνικής κάτοψης στην επιφάνεια ελαστικού ισότροπου ηµιχώρου και ορίζει τα 
απαραίτητα γεωµετρικά µεγέθη. Το πρόβληµα δεν έχει λύση µε κλειστή αναλυτική 
µορφή, αλλά η αριθµητική επίλυσή του καταλήγει στις κατανοµές του λόγου pzzσ  
κάτω από τη γωνία του ορθογωνικού φορτίου ως προς τις αδιάστατες συντεταγµένες 

 
Σχ. 8.4: Τάσεις κάτω από τη γωνία ορθογωνικού φορτίου 
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zxm = , zyn =  (όπου 
x , y  οι διαστάσεις του 
ορθογωνίου), που επίσης 
φαίνονται στο Σχήµα 8.4. 
 Θα πρέπει να 
σηµειωθεί ότι η τάση σ zz  
σε οποιαδήποτε θέση 
του ηµιχώρου µπορεί να 
υπολογισθεί µε την 
επαλληλία τεσσάρων 
φορτίσεων ορθογωνικής 
κάτοψης, στις οποίες το 
σηµείο (Μ) κάτω από το 
οποίο ζητούνται οι τάσεις 
να βρίσκεται κάτω από τη γωνία και των τεσσάρων φορτίσεων (Σχήµα 8.5). 
 

8.5 Ορθή Φόρτιση σε Απειροµήκη Γραµµή 
 Κατά την επιβολή κατακόρυφης φόρτισης q  (kN/m) σε απειροµήκη γραµµή 
κατά µήκος του άξονα x  στην επιφάνεια ελαστικού ηµιχώρου, λόγω του µεγάλου 
µήκους και της οµοιοµορφίας της φόρτισης και του εδάφους, ισχύουν οι παραδοχές 
της επίπεδης παραµόρφωσης (κατά τον άξονα x ). Έτσι: 

0==== xyxzxxxxu σσε  
( )zzyyxx σσνσ +=  

και οι υπόλοιπες τάσεις δίνονται από τις σχέσεις ( z είναι ο κατακόρυφος άξονας): 
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Από τις ανωτέρω σχέσεις φαίνεται ότι όλες οι συνιστώσες των τάσεων (µε εξαίρεση 
την σ xx ) είναι ανεξάρτητες των ελαστικών σταθερών του υλικού. Επιπλέον, η 
κατακόρυφη τάση σ zz  µειώνεται µε το βάθος όπως η z1 , ενώ στην περίπτωση του 
συγκεντρωµένου φορτίου (εδάφιο 8.2) όπως η 21 z , δηλαδή η αποµείωση της 
κατακόρυφης τάσης µε το βάθος είναι εντονότερη στην περίπτωση του 
συγκεντρωµένου φορτίου παρά στην περίπτωση της απειροµήκους γραµµής. 
 

8.6 Ορθή Πίεση σε Απειροµήκη Λωρίδα 
 Το Σχήµα 8.6 παρουσιάζει την περίπτωση επιβολής κατακόρυφης πίεσης p  
σε απειροµήκη λωρίδα πλάτους b2  κατά µήκος του άξονα x , στην επιφάνεια 
ελαστικού ηµιχώρου και ορίζει τα απαραίτητα γεωµετρικά µεγέθη. Και στην 
περίπτωση αυτή ισχύουν οι παραδοχές της επίπεδης παραµόρφωσης (κατά τον 
άξονα x ), οπότε: 

 
Σχ. 8.5: Τάσεις κάτω από τυχόν σηµείο Μ 
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0==== xyxzxxxxu σσε  
( )zzyyxx σσνσ +=  

ενώ οι υπόλοιπες τάσεις δίνονται από τις σχέσεις: 
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Και στην περίπτωση αυτή οι τάσεις µειώνονται µε το βάθος. Ειδικότερα, η σ zz  
µειώνεται µε βραδύτερο ρυθµό απ' ότι στην περίπτωση πίεσης κατανεµηµένης στην 
επιφάνεια κύκλου (εδάφιο 8.3). Έτσι, στην περίπτωση φόρτισης λωρίδας η σ zz  
µειώνεται στο 10% της µέγιστης τιµής της (δηλαδή pzzσ  = 0.10) σε βάθος bz 12≈  
κάτω από το µέσον της λωρίδας, ενώ στην περίπτωση φόρτισης κυκλικής επιφάνειας 
η σ zz  µειώνεται στο ίδιο ποσοστό σε βάθος Rz 4≈ . 
 

8.7 Γενικά Συµπεράσµατα 
 Όπως έχει ήδη αναφερθεί, όλες σχεδόν οι κατανοµές των τάσεων που 
υπολογίσθηκαν στα προηγούµενα εδάφια µε χρήση της θεωρίας Ελαστικότητας δεν 
είναι "ευαίσθητες" στις µεταβολές των ελαστικών σταθερών ( ν,E ) του εδάφους. Κατά 
συνέπεια, το πιθανό σφάλµα στην εκτίµηση των υποχωρήσεων λόγω µή-γραµµικής 
συµπεριφοράς του εδάφους είναι µικρό. Το σφάλµα αυτό µπορεί να µειωθεί ακόµη 
περισσότερο, αν οι υποχωρήσεις δεν εκτιµηθούν µε χρήση της θεωρίας 
Ελαστικότητας αλλά µε την ακόλουθη µέθοδο των τασικών διαδροµών: 

 
Σχ. 8.6: Φόρτιση απειροµήκους λωρίδας 
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1. Σε διάφορες θέσεις κάτω από τον άξονα (ή το κέντρο) του επιβαλλόµενου φορτίου 
υπολογίζονται οι αρχικές (γεωστατικές) τάσεις καθώς και οι πρόσθετες τάσεις 
λόγω του φορτίου (µε εφαρµογή των προηγούµενων σχέσεων). 

2. Από τις ίδιες θέσεις λαµβάνονται εδαφικά δείγµατα, κατά tο δυνατόν 
"αδιατάρακτα", στα οποία επιβάλλονται στο εργαστήριο µε κατάλληλη διαδικασία 
οι αρχικές τάσεις και, στη συνέχεια, οι πρόσθετες τάσεις και µετρούνται οι 
αντίστοιχες παραµορφώσεις των δειγµάτων. 

3. Η υποχώρηση του εδάφους υπολογίζεται στη συνέχεια από τη σχέση: 
H ii

i

∆⋅∆=∑ ερ  

 όπου iε∆  είναι η παραµόρφωση κάθε δείγµατος στην κατακόρυφη διεύθυνση 
κατά την επιβολή των πρόσθετων τάσεων και H i∆  το πάχος της εδαφικής 
στρώσης που αντιπροσωπεύεται από κάθε εδαφικό δείγµα. 

Τέλος, θα πρέπει να αναφερθεί ότι το πεδίο εφαρµογής των προηγούµενων 
κατανοµών τάσεων είναι ευρύτερο από ότι ίσως έχει γίνει αντιληπτό, λόγω της 
γνωστής αρχής του Saint Venant, κατά την οποία οι αναπτυσσόµενες τάσεις "µακριά" 
από τη θέση επιβολής του εξωτερικού φορτίου δεν εξαρτώνται από τις λεπτοµέρειες 
του τρόπου επιβολής του φορτίου (δηλαδή αν είναι συγκεντρωµένο, κατανεµηµένο σε 
κυκλική επιφάνεια, κατανεµηµένο σε ορθογωνική επιφάνεια κλπ) αλλά µόνον από τη 
συνισταµένη τιµή του. Έτσι, π.χ. στην περίπτωση φόρτισης από κατανεµηµένη πίεση 
σε τριγωνική επιφάνεια, οι αναπτυσσόµενες τάσεις µακριά από την περιοχή 
επιβολής του φορτίου µπορούν να υπολογισθούν από τις εξισώσεις που δόθηκαν για 
την περίπτωση φόρτισης από πίεση κατανεµηµένη σε κυκλική επιφάνεια (ή ακόµη και 
για συγκεντρωµένο φορτίο) µε την ίδια συνισταµένη ένταση. Ο όρος "µακριά" που 
χρησιµοποιήθηκε προηγουµένως, προφανώς, αναφέρεται σε απόσταση που είναι 
µεγάλη σε σχέση µε τη χαρακτηριστική διάσταση της γεωµετρίας επιβολής του 
φορτίου (π.χ. την πλευρά του τριγώνου ή τη διάµετρο του κύκλου). 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

 
Παράδειγµα 8.1 
 Στην επιφάνεια ενός οµοιόµορφου, γραµµικώς ελαστικού εδαφικού σχηµατισµού 
επιβάλλεται πίεση (p), που έχει τη µορφή απειροµήκους λωρίδας πλάτους (2b). Η φόρτιση 
επιβάλλεται ταχέως, ώστε να µπορεί να θεωρηθεί ότι γίνεται υπό αστράγγιστες συνθήκες. 
Ζητούνται: 
1. Η κατανοµή της αναπτυσσόµενης υπερπίεσης πόρων στον άξονα του φορτίου ως προς το 

βάθος z. 
2. Η κατανοµή της αναπτυσσόµενης υπερπίεσης πόρων σε ένα οριζόντιο επίπεδο σε βάθος 

z = b/2, ως προς την τετµηµένη y. 
3. Σε απόσταση 2b από τον άξονα του φορτίου υπάρχει κατακόρυφος τοίχος ύψους H = 3b, 

που µπορεί να θεωρηθεί ως ανένδοτος στην οριζόντια διεύθυνση. Να σχεδιασθεί η 
κατανοµή της οριζόντιας ώθησης στον τοίχο, λόγω της πίεσης (p). 

 
Λύση: 
 Κατά την αστράγγιστη φόρτιση ενός γραµµικού ελαστικού εδάφους, η 
αναπτυσσόµενη υπερπίεση πόρων σε κάθε θέση είναι ίση µε τη µέση αύξηση των ολικών 
ορθών τάσεων, δηλαδή: 

( )zzyyxxu σσσ ∆+∆+∆=∆
3
1  

Στην περίπτωση που η αστράγγιστη φόρτιση επιβάλλεται υπό συνθήκες επίπεδης 
παραµόρφωσης (όπως στο συγκεκριµένο παράδειγµα), ισχύει: 

( )zzyyuxx σσνσ ∆+∆=∆  
όπου νu = 0.50 και x είναι ο άξονας της µηδενικής παραµόρφωσης. Συνδυασµός των ανωτέρω 
σχέσεων δίνει: 

 ( )zzyyu σσ ∆+∆=∆
2
1  (8.1-1) 

από την οποία µπορούν να υπολογισθούν οι ζητούµενες υπερπιέσεις πόρων στο έδαφος. 
1. Στον άξονα του φορτίου (y = 0) και για διάφορα βάθη z, υπολογίζονται οι τιµές των γωνιών 
β, α, των µεταβολών των ολικών τάσεων ∆σzz, ∆σyy (διαιρεµένων µε την επιβαλλόµενη 
φόρτιση p) και της υπερπίεσης πόρων ∆u, που φαίνονται στον Πίνακα 8.1-1. Για τους 
υπολογισµούς των µεταβολών των ολικών τάσεων, χρησιµοποιήθηκαν οι εξισώσεις που 
αναφέρονται στο εδάφιο 8.6 (ορθή πίεση σε απειροµήκη λωρίδα). 

 
Σχήµα 8.1-1: Παράδειγµα 8.1 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 8.1-1 
z/b β (µοίρες) α (µοίρες) ∆σzz / p ∆σyy / p ∆u / p 
0 -90 180 1.0 1.0 1.0 

0.10 -84.3 168.6 1.0 0.87 0.94 
0.20 -78.7 157.4 1.0 0.75 0.87 
0.30 -73.3 146.6 0.99 0.64 0.81 
0.40 -62.8 136.4 0.98 0.54 0.76 
0.50 -63.4 126.9 0.96 0.45 0.70 
0.60 -59.0 118.1 0.94 0.38 0.66 
0.80 -51.3 102.7 0.88 0.26 0.57 
1.00 -45.0 90 0.82 0.18 0.50 
1.25 -38.7 77.3 0.74 0.12 0.43 
1.50 -33.7 67.4 0.67 0.08 0.37 
1.75 -29.7 59.5 0.60 0.06 0.33 
2.0 -26.6 53.1 0.55 0.04 0.30 

2.50 -21.8 43.6 0.46 0.02 0.24 
3.0 -18.4 36.9 0.40 0.01 0.20 
4.0 -14.0 28.1 0.31 0.006 0.16 
5.0 -11.3 22.6 0.25 0.003 0.13 

7.50 -7.6 15.2 0.17 0.001 0.08 
10.0 -5.7 11.4 0.12 0.0001 0.06 

 
 Το Σχήµα 8.1-1 παρουσιάζει τις κατανοµές ως προς το βάθος της κατακόρυφης ολικής 

τάσης και της υπερπίεσης πόρων στον άξονα του φορτίου. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η 
αναπτυσσόµενη υπερπίεση πόρων είναι µικρότερη από την αντιστοιχη κατακόρυφη τάση, 
δηλαδή, παρόλον ότι η φόρτιση γίνεται υπό αστράγγιστες συνθήκες, το σύνολο του 
φορτίου δεν αναλαµβάνεται από την πίεση πόρων. Πράγµατι, µόνον στην περίπτωση της 
αστράγγιστης µονοδιάστατης συµπίεσης (π.χ. στη δοκιµή του συµπιεσοµέτρου), το σύνολο 
του φορτίου αναλαµβάνεται από την πίεση πόρων. 

2. Με τον ίδιο τρόπο όπως και προηγουµένως υπολογίζονται τα σχετικά µεγέθη στο οριζόντιο 
επίπεδο σε βάθος z = b/2, που φαίνονται στον Πίνακα 8.1-2. 

 
ΠΙΝΑΚΑΣ 8.1-2 

y/b β (µοίρες) α (µοίρες) ∆σzz / p ∆σyy / p ∆u / p 
0 -63.4 126.9 0.96 0.45 0.71 

0.20 -58.0 125.4 0.95 0.44 0.70 
0.40 -50.2 120.5 0.93 0.41 0.67 
0.60 -38.7 111.3 0.86 0.37 0.62 
0.80 -21.8 96.3 0.73 0.34 0.54 
1.00 0 76.0 0.50 0.35 0.42 
1.25 26.6 50.9 0.22 0.34 0.28 
1.50 45 33.7 0.09 0.29 0.19 
1.75 56.3 23.4 0.04 0.22 0.13 
2.0 63.4 17.1 0.02 0.17 0.10 

2.50 71.6 10.3 0.006 0.11 0.06 
3.0 76.0 6.9 0.003 0.07 0.04 
4.0 80.5 3.8 0.001 0.04 0.02 
5.0 82.9 2.3 0.0003 0.03 0.01 

 
 Το Σχήµα 8.1-2 παρουσιάζει τις κατανοµές της κατακόρυφης ολικής τάσης και της 

υπερπίεσης πόρων σε διάφορα σηµεία του οριζόντιου επιπέδου σε βάθος z = b/2. Και στην 
περίπτωση αυτή, η αναπτυσσόµενη υπερπίεση πόρων δεν είναι ίση µε την αντίστοιχη 
κατακόρυφη τάση, και µάλιστα κοντά στον άξονα της φόρτισης ∆u < ∆σzz, ενώ µακρυά 
από τον άξονα ∆u > ∆σzz. 
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3. Το Σχήµα 8.1-3 παρουσιάζει τη λωριδωτή 

φόρτιση (έντασης p) και τον ανένδοτο 
τοίχο ύψους H = 3b. Ένας τέτοιος τοίχος 
µπορεί να είναι, π.χ. το πλευρικό τοίχωµα 
των υπογείων ενός κτιρίου, το οποίο λόγω 
της ακαµψίας του κτιρίου δεν ενδίδει 
(δηλαδή δεν επιτρέπει µετακινήσεις) στην 
οριζόντια διεύθυνση. Για την εκτίµηση 
της οριζόντιας ώθησης σε ένα ανένδοτο 
τοίχο δεν αρκεί ο υπολογισµός της 
οριζόντιας τάσης σyy, που αναπτύσσεται 
σε διάφορες θέσεις του τοίχου λόγω της 
επιφόρτισης p. Πράγµατι, ένας τέτοιος 
υπολογισµός δίνει τις τάσεις σyy στο 
εσωτερικό του (εδαφικού) ηµιχώρου, ο 
οποίος όµως έχει οριζόντιες µετακινήσεις 
συµβιβαστές µε το µέτρο ελαστικότητάς 
του. Για την προσοµοίωση του ανένδοτου 
τοίχου µπορεί να χρησιµοποιηθεί η 
µέθοδος που φαίνεται στο κάτω µέρος 
του Σχήµατος 8.1-3. Συγκεκριµένα, 
εισάγεται ένα είδωλο της λωριδωτής 
φόρτισης που έχει το ίδιο πλάτος και ένταση και θεωρείται επαλληλία των δύο φορτίων. 
Λόγω της συµµετρίας στη θέση του τοίχου, η οριζόντια µετακίνηση θα είναι µηδενική και 
συνεπώς οι οριζόντιες τάσεις σyy λόγω της επαλληλίας των δυο φορτίων θα είναι ίσες µε 
την ώθηση στον ανένδοτο τοίχο που φαίνεται στο άνω µέρος του σχήµατος. Όµως, η τάση 
σyy λόγω της επαλληλίας των δύο φορτίων στο µέσον της µεταξύ τους απόστασης είναι 
διπλάσια της τάσης σyy λόγω εκάστου των φορτίων. Συνεπώς, η ώθηση στον ανένδοτο 
τοίχο δίνεται από τη σχέση (βλέπε και εδάφιο 8.6): 

( )



 +⋅−= βαα

ππ
ασ 2cossin12 pyy  

Τιµές της ώθησης σε διάφορα βάθη καθ’ ύψος του τοίχου δίνονται στον Πίνακα 8.1-3 και 
η κατανοµή της παρουσιάζονται σχηµατικά στο Σχήµα 8.1-3. 

 
Σχήµα 8.1-2: Παράδειγµα 8.1 

 
Σχήµα 8.1-3: Παράδειγµα 8.1 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 8.1-2 
βάθος z/b β (µοίρες) α (µοίρες) ώθηση σyy / p 

0 90 0 0 
0.50 63.4 17.1 0.34 

1 45 26.6 0.42 
1.50 33.7 29.7 0.37 

2 26.6 29.7 0.29 
2.50 21.8 28.4 0.22 

3 18.4 26.6 0.17 
 
Παράδειγµα 8.2 
 Στην επιφάνεια γραµµικώς ελαστικού εδάφους επιβάλλεται ορθή φόρτιση q (kN/m) 
σε απειροµήκη λωρίδα µικρού πλάτους (ας θεωρηθεί µηδενικού πλάτους). 
1. Να προσδιορισθούν οι κύριες τάσεις στο εσωτερικό του εδάφους, λόγω της φόρτισης q, 

κατά µέγεθος και διεύθυνση. 
2. Εάν η φόρτιση επιβάλλεται ταχέως ώστε να µπορεί να θεωρηθεί ότι γίνεται υπό 

αστράγγιστες συνθήκες, να προσδιορισθεί η κατανοµή ως προς το βάθος της 
αναπτυσσόµενης υπερπίεσης πόρων στον άξονα της φόρτισης. Επιπλέον, να 
προσδιορισθούν οι καµπύλες σταθερής υπερπίεσης πόρων (ισοδυναµικές γραµµές). 

 
Λύση: 
1. Από τον κύκλο Mohr προκύπτει ότι οι κύριες τάσεις σ1, σ3 δίνονται από τις σχέσεις: 

( ) 22
1 4

2
1

2 yzyyzz
zzyy σσσ

σσ
σ +−+

+
=  

( ) 22
3 4

2
1

2 yzyyzz
zzyy σσσ

σσ
σ +−−

+
=  

όπου: σyy, σzz, σyz είναι οι καρτεσιανές συνιστώσες της τάσης. Οι καρτεσιανές συνιστώσες 
της τάσης λόγω της ορθής φόρτισης q σε απειροµήκη λωρίδα δίνονται στο εδάφιο 8.5. Με 
αντικατάσταση των σχέσεων του εδαφίου 8.5 στις ανωτέρω εξισώσεις προκύπτουν οι τιµές 
των κυρίων τάσεων: 

0,2
3221 =

+
= σ
π

σ
zy

zq  

ενώ η γωνία που σχηµατίζει η µέγιστη κύρια τάση µε τον κατακόρυφο άξονα (βλέπε 
Σχήµα 8.2-1) είναι: 

z
y

yyzz

yz =
−

=
σσ

σ
βtan  

 
Σχήµα 8.2-1: Παράδειγµα 8.2 
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Συνεπώς: 
α) Η ελάχιστη κύρια τάση (σ3) είναι µηδέν. 
β) Η µέγιστη κύρια τάση (που η έντασή της προφανώς µειώνεται µε την αύξηση της 

απόστασης από το σηµείο επιβολής της φόρτισης) ασκείται κατά την ακτινική 
διεύθυνση, δηλαδή: σ1 = σr, σ3 = σθ = 0. 

Οι διευθύνσεις λοιπόν των κυρίων τάσεων είναι η ακτινική  (ΟΜ) για τη σ1 και η 
περιφερειακή για τη σ3. 

2. Επειδή η φόρτιση επιβάλλεται υπό συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης (βλέπε και 
Παράδειγµα 8.1): 

( )312 σσνσ += u  
και λόγω της αστράγγιστης φόρτισης: 

( )3213
1 σσσ ++=u  

Από τις ανωτέρω σχέσεις και επειδή νu = 0.50, προκύπτει: 

( ) 22312
1

zy
zqu
+

=+=
π

σσ  

οπότε, στον άξονα της φόρτισης (y = 0) ισχύει: 
z

qu 1
π

= , δηλαδή η αναπτυσσόµενη 

υπερπίεση πόρων έχει υπερβολική κατανοµή (µείωση) ως προς το βάθος z. 
 Οι καµπύλες σταθερής υπερπίεσης πόρων (έστω uo) δίνονται από τη εξίσωση: 

ou
zy

zq
=

+ 22π
 

ή ισοδύναµα: 

 zz
u
qy

o








−±=

π
 (8.2-1) 

Εφαρµογή: 
 Εάν q = 200 kN/m, να προσδιορισθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων (καµπύλη), 
όπου η αναπτυσσόµενη υπερπίεση πόρων είναι uo = 20 kPa. 
 Από τη σχέση (8.2-1) προκύπτει: ( )zzy −±= 183.3 , µε τιµές που δίνονται στον 
Πίνακα 8.2-1 (µόνον τα θετικά y) και φαίνονται στο Σχήµα 8.2-2. Στο ίδιο Σχήµα φαίνεται 
και η καµπύλη υπερπίεσης πόρων 50 kPa. 
 
     ΠΙΝΑΚΑΣ 8.2-1 

z (m) y (m) 
0 0 

0.25 0.86 
0.50 1.16 
0.75 1.35 
1.00 1.48 
1.50 1.59 
2.00 1.54 
2.50 1.31 
3.00 0.74 

3.183 0 
 
 
  

Σχήµα 8.2-2: Παράδειγµα 8.2 
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Παράδειγµα 8.3 
 Να επαληθευθεί η Αρχή του Saint Venant για την κατακόρυφη τάση (σzz) κάτω από 
τον άξονα απειροµήκους λωριδωτού θεµελίου (εύρους 2b = 2 m) που φορτίζει το έδαφος µε 
τάση p = 100 kPa, συγκρίνοντας τις τιµές του σzz ως προς το βάθος για τη φόρτιση αυτή, µε 
τις αντίστοιχες τιµές του σzz για την περίπτωση φόρτισης σε απειροµήκη γραµµή (µηδενικού 
εύρους) µε ισοδύναµη ένταση q = 2b⋅ p. 
 
Λύση: 
 Στην περίπτωση του λωριδωτού θεµελίου (b = 1 m), για τα σηµεία κάτω από τον 
άξονα ισχύει (βλέπε και εδάφιο 8.6):  α = 2 arctan(b/z),  α + 2β = 0, οπότε η κατακόρυφη 
τάση δίνεται από τη σχέση: 





 += α

ππ
ασ sin1pzz  

Στην περίπτωση φόρτισης σε απειροµήκη γραµµή, η ισοδύναµη φόρτιση είναι: 
q = 2b⋅ p = 2×1×100 = 200 kN/m 

Για τα σηµεία κάτω από τον άξονα (y = 0) ισχύει (βλέπε και εδάφιο 8.5): 

z
q

zz
12

π
σ =  

Τα αποτελέσµατα της εφαρµογής των σχέσεων αυτών δίνονται στον Πίνακα 8.3-1. Από τα 
αποτελέσµατα αυτά προκύπτει ότι, για βάθη µεγαλύτερα από δύο φορές το εύρος του 
θεµελίου (2×2 = 4 m), το σφάλµα της προσέγγισης του λωριδωτού φορτίου µε γραµµή 
µηδενικού εύρους είναι αµελητέο (µικρότερο από 5%). Αντίθετα, σε πολύ µικρά βάθη (π.χ. 
z = 0.5 m) το σφάλµα είναι σηµαντικό (µεγαλύτερο από 100%). 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 8.3-1 
Βάθος α σzz  (kPa)  για: σφάλµα 
z (m) (µοίρες) λωρίδα γραµµή (%) 
0.5 126.9 95.9 254.6 165 
1.0 90 81.8 127.3 56 
1.5 67.4 66.8 84.9 27 
2.0 53.1 55.0 63.7 16 
2.5 43.6 46.2 50.9 10 
3 36.9 39.6 42.4 7.1 

3.5 31.9 34.5 36.4 5.5 
4 28.1 30.6 31.8 3.9 
5 22.6 24.8 25.5 2.8 
6 18.9 20.8 21.2 1.9 
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