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9ο  Εξάμηνο  Πολιτικών  Μηχανικών 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ  ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ  

∆ιδάσκων:  Νίκος  Γερόλυμος,  Λέκτορας 
 

∆ιάρθρωση  Ύλης  Μαθήματος 

 

1. Εισαγωγή: Εφαρμογές Αριθμητικών Μεθόδων (Πεπερασμένων Στοιχείων 

και ∆ιαφορών)  σε  ∆ύσκολα  Γεωτεχνικά  Έργα 

 

2. Ευστάθεια  Πρανών  με  την  Μέθοδο των λωρίδων 

 

3. Εκμάθηση του Προγράμματος  SLIDE.  Μέρος Ι:  Ευστάθεια  Πρανών 

 

4. Εκμάθηση του Προγράμματος SLIDE. Μέρος ΙΙ: Μέθοδοι  Σταθεροποίησης 

Πρανών 

 

  5. Η  Μέθοδος  των  Πεπερασμένων  ∆ιαφορών 

 

6. Εφαρμογή της Μεθόδου των Π.∆. στην Εγκάρσια Φόρτιση Πασσάλων 

Θεμελιώσεως 

 

7. Απλά Εδαφικά Καταστατικά Προσομοιώματα (Μohr Coulomb, Duncan & 

Chang ….) 

 

  8. Εισαγωγικά  Στοιχεία  της Μεθόδου  των  Πεπερασμένων  Στοιχείων 

 

  9. Εκμάθηση  του  Προγράμματος  Π.Σ.  PLAXIS2D 

 

10. Επίλυση Τυπικών Προβλημάτων: Αριθμητικής Προσομοίωσης 

Εργαστηριακής ∆οκιμής, Φέρουσας Ικανότητας Θεμελίου, Εκσκαφής και 

Αντιστήριξης 
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ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ  ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ  

 

Συνιστώμενη  Βιβλιογραφία 

 

1. A. ΚΩΜΟ∆ΡΟΜΟΣ: Υπολογιστική Γεωτεχνική Μηχανική: 

Αλληλεπίδραση Εδάφους–Κατασκευών, Εκδόσεις Κλειδά-

ριθμος, 2009. 

2. Μ. ΠΑΠΑ∆ΡΑΚΑΚΗ: Ανάλυση Φορέων με την Μέθοδο των 

Πεπερασμένων Στοιχείων, Εκδόσεις Παπασωτηρίου, 2001. 

3. D. M. WOOD: Geotechnical Modelling, Spon Press, Taylor & 

Francis Group, 2004 

4. D. M. POTS & L. ZDRAVKOVIC: Finite Element Analysis in 

Geotechnical Engineering: Theory, Thomas Telford, 1999. 

5. D. M. POTS & L. ZDRAVKOVIC: Finite Element Analysis in 

Geotechnical Engineering: Applications, Thomas Telford, 1999. 

6. C. C. SPYRAKOS: Finite Element Modeling in Engineering 

Practice, Algor, Incorporated, 1996 

7. I. M. SMITH: Programming the Finite Element Method with 

Application to Geomechanics, John Wiley & Sons, Inc., 1982. 

8. C. S. DESAI & J. T. CHRISTIAN: Numerical Methods in 

Geotechnical Engineering, McGraw Hill, 1977. 

9. P. TONG & J.N. ROSSETTOS: Finite-Element Method, basic 

Technique and Implementation, The MIT Press, 1977. 

10. O. C. ZIENKIEWICZ: The Finite Element Method, McGraw Hill, 

1977. 
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ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ  ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ  

 

9ο  Εξάμηνο  Πολιτικών  Μηχανικών 

Νίκος  Γερόλυμος,  Λέκτορας 

 

Πρόλογος:  Η  εκρηκτική  ανάπτυξη  των  υπολογιστών  τις  τελευταίες  3 

περίπου  δεκαετίες,  συνοδεύθηκε  από  αντίστοιχη  ανάπτυξη  των 

αριθμητικών μεθόδων για την επίλυση προβλημάτων στην επιστήμη του 

Μηχανικού.  Σήμερα, πολύ λίγα προβλήματα της Γεωτεχνικής Μηχανικής 

επιλύονται με αναλυτικές ή  εμπειρικές μεθόδους. Η  επίλυση ακόμη και 

των πιο απλών από αυτά μπορεί να γίνει εξαιρετικά δυσχερής όταν στον 

υπολογισμό  λαμβάνονται  υπόψη:  (α)  η  εδαφική  ανομοιομορφία,  (β)  η 

ανελαστική  συμπεριφορά  των  εδαφικών  (και  μη)  υλικών,  (γ)  οι 

γεωμετρικές  μή‐γραμμικότητες,  (δ)  η  πολύπλοκη  γεωμετρία,  και  (στ)  η 

κατασκευαστική ακολουθία  του έργου.  Για  την ρεαλιστική ανάλυση  των 

γεωτεχνικών  προβλημάτων  απαιτείται  συχνά  η  εφαρμογή  περίτεχνων 

υπολογιστικών μεθόδων ικανών να αντιμετωπίζουν συστηματικά όλες τις 

ανωτέρω δυσχέρειες. 

 

Συνοπτική περιγραφή του μαθήματος: 

Η μηχανική  του συνεχούς μέσου στην Υπολογιστική  Γεωτεχνική  (θεωρία 

ελαστικότητας, κριτήρια αστοχίας). Συνήθη καταστατικά προσομοιώματα 

για  την  μη–γραμμική  συμπεριφορά  εδαφικού  στοιχείου.  Απλές 
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αριθμητικές  μέθοδοι:  αριθμητική  ανάλυση  της  ευστάθειας  πρανούς  με 

την  μέθοδο  των  λωρίδων.  Εισαγωγή  στις  μεθόδους  Πεπερασμένων 

Στοιχείων  και Πεπερασμένων Διαφορών  για  την ανάλυση προβλημάτων 

συνοριακών  τιμών  της  Γεωτεχνικής.  Εφαρμογή  της  μεθόδου 

Πεπερασμένων  Στοιχείων  στην  πράξη:  προσομοίωση  εργαστηριακών 

δοκιμών, φέρουσα ικανότητα και καθίζηση θεμελίου, ροή διαμέσου του 

εδάφους,  βαθιές  εκσκαφές  και  αντιστηρίξεις,  στατική  αλληλεπίδραση 

εδάφους – κατασκευής. Παραδείγματα από πραγματικά έργα. 
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Εφαρμογές Πεπερασμένων Στοιχείων
(καί Πεπερασμένων Διαφορών)

σε Δύσκολα Γεωτεχνικά Εργα

Ν. Γερόλυμος
Λέκτορας

Γ. Γκαζέτας

Καθηγητής

Συγγράμματα για Μεθοδική Μελέτη

της Μεθόδου Π.Σ.

• Μ. Παπαδρακάκη (2001) : “Ανάλυση Φορέων με την Μέθοδο των

Πεπερασμένων Στοιχείων”.

• D. Muir Wood (2004) : “Geotechnical Modelling”.

• D. M. Potts & L. Zdravkovic (1999) : “ Finite Element  Analysis in  

Geotechnical Engineering”. I : Theory.  II: Applications

• I. M. Smith (1982) : “Programming the Finite Element Method with 

Applications to Geomechanics”.

• C. C. Spyrakos (1994) : “Finite Element Modeling in Engineering 

Practice”.

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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∆ημοφιλή ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ στην Ελλάδα

• ABAQUS,  NASTRAN,   ANSYS,   SAP, 

SOFISTIC,    ADINA

• PLAXIS,  FLAC,  PHASES,   QUAD4

• NL-DYAS,  NL-PILE,  NL-CAISSON, 

DSC-LANDSLIDE , . . .

Στόχοι Μαθήματος

• Παρουσίαση Ποικίλων Εργων Γεωτεχνικής

που έχουν επιλυθεί με Π.Σ.  και Π.Δ.

• Αδρή Επισκόπηση του Τρόπου Προσομοίωσης

• Ελεγχος της Ορθότητας των Αναλύσεων

• Μελέτη Χαρακτηριστικών Αποτελεσμάτων

Εμβάθυνση

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Περιεχόμενα Εισαγωγής

1) Σύντομη Εισαγωγή περί Π.Σ.

2) Επισκόπηση ΕΦΑΡΜΟΓΩΝ σε

ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΑ ΕΡΓΑ

3) Αναλυτική Παρουσίαση 2   εξ’ αυτών

Τα ΕΡΓΑ που θα παρουσιασθούν :

1) Σταθμός Μετρό Αγ. Αντωνίου ( Αντιστήριξη )

6) ∆ιεθνές Κέντρο Ραδιοτηλεόρασης ( Θεμελίωση )

7)  Αστοχία “∆ουκίσης Πλακεντίας” ( Σήραγγα Μετρό)

9)  Σεισμική Απόκριση Κτιρίου ΥΠΕΘΟ

( Θεμελίωση + Σήραγγα )

3)  Φρέαρ Τελετής Ενάρξεως ΟΑΚΑ ( Αντιστήριξη )

8)  Φράγμα Αστερίου (Ευστάθεια Πρανών)

2) Σταθμός Μετρό Αγ. Παρασκευή ( Αντιστήριξη )

4)  Γέφυρα Στέρνας ( Θεμελίωση )

5)  Γέφυρα Νέστου ( Θεμελίωση )

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Γιατί Αριθμητική Επίλυση στην Γεωτεχνική ?

1. Γεωμετρία: περίπλοκη, σε 2 και 3 διαστάσεις

Γιατί Αριθμητική Επίλυση στην Γεωτεχνική ?

2. Μηχανική Συμπεριφορά Εδαφικού Στοιχείου

• Ανελαστική, 
• Ανισοτροπική

• Συνάρτηση προϊστορίας
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Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Γιατί Αριθμητική Επίλυση στην Γεωτεχνική ?

3. Συμπεριφορά Διεπιφανειών Εδάφους – Κατασκευής

• Ολίσθηση

• Αποκόληση

• Κρούση (σε δυναμικά προβλήματα)

Γιατί Αριθμητική Επίλυση στην Γεωτεχνική ?

4. Ευαισθησία λύσεων στην Κατασκευαστική
Διαδικασία ( φάσεις κατασκευής )

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΣΤΑΔΙΑ τής ΑΝΑΛΥΣΗΣ με Π.Σ.

Φυσικό

Πρόβλημα
Απλοποιημένο

Προσομοίωμα

Προσομοίωση

Με Πεπερασμένα
Στοιχεία

ΕΠΙΛΥΣΗ

Με τον Υπολογιστή

‘’Αφαίρεση’’

ΣΤΑΔΙΑ τής ΑΝΑΛΥΣΗΣ με Π.Σ.

P

P

Εντατικό και
Παραμορφωσιακό

Πεδίο

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Η Μέθοδος των Πεπερασμένων Στοιχείων

Η Μέθοδος των Πεπερασμένων Στοιχείων

1 2

34

u2

v2

u3

v3

u1

v1

v4

u4

v

u

y

x

u (x, y) = Σ
j = 1

4

Nj(x, y) uj

v (x, y) = Σ
j = 1

4

Nj(x, y) vj

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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1.  Επιλογή είδους στοιχείων

• SOLID (το παραμορφωτό στοιχείο του

συνεχούς μέσου)

• BEAM ,  PLATE ,  SHELL ,  …

2.  Διακριτοποίηση ++ Επιλογή τύπου

• Πυκνότητα δικτύου

• Σχήμα στοιχείων,  σημεία ολοκληρώσεως,

βαθμός πολυωνυμικής παρεμβολής

3.  Επιλογή Τεχνητών Συνόρων

... Ανάγκη λόγω απεριόριστης έκτασης

του εδαφικού χώρου





Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Συνήθεις Τύποι Συνόρων

⇒ ΑΝΕΠΑΡΚΕΙΣ στην ΔΥΝΑΜΙΚΗ

Συνήθη σύνορα :

ΠΑΡΑΣΙΤΙΚΕΣ
ΑΝΑΚΛΑΣΕΙΣ

“ ΔΙΑΦΑΝΗ ” ΣΥΝΟΡΑ

( Transparent, Absorbing, Consistent, Infinite ) 

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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4.  Επιβολή Φορτίσεως

(α) Απλή περίπτωση

(β) Δύσκολη περίπτωση :  ο σεισμός

?

ΕΙΔΙΚΑ ΣΥΝΟΡΑ “ ΕΛΕΥΘΕΡΟΥ ΠΕΔΙΟΥ ”

( Free – Field  Boundaries ) 

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Μερικές Οδηγίες για Ορθή Προσομοίωση

1.Αποφυγή στοιχείων κακής γεωμετρίας. 

Όχι επιμήκη στοιχεία (>4:1)

Μερικές Οδηγίες για Ορθή Προσομοίωση

2. Ομοιομορφία – Πύκνωση στις κρίσιμες θέσεις

• Θέσεις Επιβολής Φορτίων

• Περιοχές Συγκέντρωσης Τάσεων

• Διεπιφάνειες Διαφορετικής Δυστμησίας

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Μερικές Οδηγίες για Ορθή Προσομοίωση

3. Στην Δυναμική ( = Κυματική ):

τουλάχιστον 5 στοιχεία ανά 1 μήκος κύματος

Δ x

Δx <  λ / 5  =  V / (5 f )

Ποιά είναι η “ΑΚΡΙΒΕΙΑ” της Μεθόδου

1) Πόσο ταιριάζει το Προσομοίωμα στο

Φυσικό Πρόβλημα ;;

[ Αναπόφευκτες οι Απλοποιητικές Παραδοχές...]

2) Πόσο Ορθή είναι η Υλοποίηση

του Προσομοιώματος ;

[ Στοιχεία,  Συνοριακές Συνθήκες,  Φόρτιση.....]

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΑΝΑΓΚΗ (πολλαπλών) ΕΛΕΓΧΩΝ !

• Εύλογον των αποτελεσμάτων

[ μορφής,  τάξης μεγέθους ]

• Σύγκριση με Απλουστευμένες Αναλύσεις

[ ή ,  εάν υπάρχουν :  Αναλυτικές Λύσεις ]

• Βαθμονόμηση με Πειράματα ή

Επιτόπου Μετρήσεις

Εφαρμογη σε Πρόβλημα

Σεισμικής Αλληλεπίδρασης

Εδάφους–Θεμελίου–Κατασκευής

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Solid (plane 
strain) 
elements

Mass 
element

Beam 
elements

Gap 
elements

Infinite Infinite 
elementselements

ΑΛΛΗΛΕΠΙ∆ΡΑΣΗ

Ε∆ΑΦΟΥΣ–ΘΕΜΕΛΙΟΥ–
ΑΝΩ∆ΟΜΗΣ

45o 45o

90o 90o

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Χωρίς αποκόλληση του θεμελίου Με αποκόλληση του θεμελίου

F F

Ω
Ω

Θεωρητική πρόβλεψη μηχανισμού αστοχίας

Υπολογισθείσα επιφάνεια αστοχίας
(ανάλυση πεπερασμένων στοιχείων)

Αριθμητική προσομοίωση εδάφους-κατασκευής

1 2

3 4

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Σταθμός ΜΕΤΡΟ ΑΓ. ΑΝΤΩΝΙΟΥ : 
Προσωρινή Αντιστήριξη

1111--όροφοόροφο

ΚτίριοΚτίριο

--15.2 15.2 mm

-- 88 mm

ΗΗ ΕκσκαφήΕκσκαφή τουτου ΣταθμούΣταθμού ΑγΑγ. . ΑντωνίουΑντωνίου

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΗΗ ΕκσκαφήΕκσκαφή τουτου ΣταθμούΣταθμού ΑγΑγ. . ΑντωνίουΑντωνίου

1111--όροφοόροφο

ΚτίριοΚτίριο

ΑγΑγ. . ΑντώνιοςΑντώνιος

8 m

15.2 m

ΗΗ ΕκσκαφήΕκσκαφή τουτου ΣταθμούΣταθμού ΑγΑγ. . ΑντωνίουΑντωνίου

1111--όροφοόροφο ΚτίριοΚτίριο

ΑγΑγ. . ΑντώνιοςΑντώνιος

φώτοφώτο μέσαμέσα απόαπό τοντον σταθμόσταθμό

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΗΗ ΕφαρμοσθείσαΕφαρμοσθείσα ΛύσηΛύση ΑντιστήριξηςΑντιστήριξης : : 3 3 –– ΔΔ

1111--όροφοόροφο

ΚτίριοΚτίριο

––15.2 15.2 mm

––88
mm

ΡάμπαΡάμπα

κεφαλόδεσμος

20.0 m

20.0 – 12.5 m

12.5 m

10.0 m

ΗΗ ΕφαρμοσθείσαΕφαρμοσθείσα ΛύσηΛύση ΑντιστήριξηςΑντιστήριξης : : 3 3 –– ΔΔ

Ύψος Πασσάλων

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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13 m
10 m

6 m 8 m8 m8 m

- 4.0

- 7.0

-11.0

-15.2

-20.0

61 t  ( 90 )

40o

61 t  ( 90 )

61 t  ( 90 )

Σχιστόλιθος

Άργιλώδες Αμμοχάλικο

Αποσαθρωμένο
Κροκαλοπαγές

Άργιλώδες Αμμοχάλικο

Φ800

c = 10 kPa    φ = 32ο

Ε = 30 MPa

c = 20 kPa    φ = 32ο

Ε = 60 MPa

c = 10 kPa    φ = 35ο

Ε = 60 MPa

c = 50 kPa    φ = 40ο

Ε = 1500 MPa

ΗΗ ΕφαρμοσθείσαΕφαρμοσθείσα ΛύσηΛύση ΑντιστήριξηςΑντιστήριξης : : ΤμήμαΤμήμα 11

30o

4545oo

a
b

c

d

1 (    a ,     0o  ,  40o  )

Section (side, plan angle, dip angle)

1’ (    a ,     0o  ,  40o )

2     (    c ,   30o  ,  19o  )

3     (    d ,   30o  ,  30o )

3’ (    d ,   30o  ,  30o )

4     (    b ,   45o  ,  12o )

1*    (    b ,    0o  ,  40o  )

ΗΗ ΕφαρμοσθείσαΕφαρμοσθείσα ΛύσηΛύση ΑντιστήριξηςΑντιστήριξης

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Δοκός Ενίσχυσης

Πάσσαλοι

6 m

6 m

ΗΗ ΕνίσχυσηΕνίσχυση τηςτης ΓωνίαςΓωνίας

Deformed Mesh
Extreme total displacement 4.39*10-3 m

(displacements scaled up 100.00 times)

Στάδιο 6 : 3η Σειρά Αγκυρίων

Παραμορφωμένος Κάνναβος Π.Σ.

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Horizontal displacements
Extreme horizontal displacement 3.63*10

-3
 m

*10
-3

 m

-1.250

-1.000

-0.750

-0.500

-0.250

 0.000

 0.250

 0.500

 0.750

 1.000

 1.250

 1.500

 1.750

 2.000

 2.250

 2.500

 2.750

 3.000

 3.250

 3.500

 3.750

Οριζόντιες Μετακινήσεις

Shear forces
Extreme shear force 207.13 kN/m

Axial forces
Extreme axial force -914.03 kN/m

Horizontal displacements
Extreme horizontal displacement 1.39*10-3 m

Bending moment
Extreme bending moment 203.66 kNm/m

Οριζόντιες Μετακινήσεις και Εντατικά Μεγέθη Πασσάλων

–– 11..44 mmmm

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Total displacements
Extreme total displacement 1.63*10-3 m

Horizontal displacements
Extreme horizontal displacement 835.69*10-6 m

Vertical displacements
Extreme vertical displacement -1.53*10-3 m

Μετακινήσεις Θεμελίωσης 11-ορόφου Κτιρίου

60 t63 t61 t

Δυνάμεις Προέντασης Αγκυρίων

61 t

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Deformed Mesh
Extreme total displacement 4.81*10-3 m

(displacements scaled up 100.00 times)

Στάδιο 7 : Εκσκαφή στα –15.2 m

Παραμορφωμένος Κάνναβος Π.Σ.

Horizontal displacements
Extreme horizontal displacement 2.60*10

-3
 m

*10
-3

 m

-2.800

-2.400

-2.000

-1.600

-1.200

-0.800

-0.400

-0.000

 0.400

 0.800

 1.200

 1.600

 2.000

 2.400

 2.800

Οριζόντιες Μετακινήσεις

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Deformed Mesh
Extreme total displacement 4.92*10-3 m

(displacements scaled up 100.00 times)

Στάδιο 7 : Εκσκαφή στα –19.2 m

Παραμορφωμένος Κάνναβος Π.Σ.

Σταθμός ΜΕΤΡΟ ΑΓ. ΠΑΡΑΣΚΕΥΗΣ: 
Προσωρινή Αντιστήριξη

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΚάτοψηΚάτοψη τουτου ΣταθμούΣταθμού

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΤυπικήΤυπική διατομήδιατομή τουτου ΣταθμούΣταθμού

Deformed Mesh
Extreme total displacement 20.75*10-3 m

(displacements scaled up 100.00 times)

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Horizontal displacements
Extreme horizontal displacement 15.34*10-3

 m

*10-3
 m

-12.000

-10.000

-8.000

-6.000

-4.000

-2.000

-0.000

 2.000

 4.000

 6.000

 8.000

10.000

12.000

14.000

16.000

Vertical displacements
Extreme vertical displacement 20.30*10-3

 m

*10-3
 m

-8.000

-6.000

-4.000

-2.000

 0.000

 2.000

 4.000

 6.000

 8.000

10.000

12.000

14.000

16.000

18.000

20.000

22.000
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Flow Field
Extreme velocity 137.54*10-9

 m/s  Total discharge 970.18*10
-9

 m
3
/s/m

Deformed Mesh
Extreme total displacement 64.88*10-3 m

(displacements at true scale)

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Horizontal displacements
Extreme horizontal displacement -54.60*10-3

 m

*10-3
 m

-56.000

-52.000

-48.000

-44.000

-40.000

-36.000

-32.000

-28.000

-24.000

-20.000

-16.000

-12.000

-8.000

-4.000

 0.000

 4.000

 8.000

12.000

16.000

20.000

24.000

28.000

Vertical displacements
Extreme vertical displacement 43.88*10-3

 m

*10-3
 m

-24.000

-20.000

-16.000

-12.000

-8.000

-4.000

 0.000

 4.000

 8.000

12.000

16.000

20.000

24.000

28.000

32.000

36.000

40.000

44.000
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Incremental shear strains
Extreme shear strain incremental 16.62 %

 %

-2.000

-1.000

 0.000

 1.000

 2.000

 3.000

 4.000

 5.000

 6.000

 7.000

 8.000

 9.000

10.000

11.000

12.000

13.000

14.000

15.000

16.000

17.000

Deformed Mesh
Extreme total displacement 1.05 m

(displacements scaled up 10.00 times)

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Horizontal displacements
Extreme horizontal displacement -35.29*10-3 m

Vertical displacements
Extreme vertical displacement -8.43*10-3 m

Axial forces
Extreme axial force -1.05*103 kN/m

Bending moment
Extreme bending moment -453.38 kNm/m

Shear forces
Extreme shear force 396.55 kN/m

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Vertical displacements
Extreme vertical displacement 20.80*10-3 m

Φρέαρ Τελετής Ενάρξεως ΟΑΚΑ

ΟΛΥΜΠΙΑΚΟΙ ΑΓΩΝΕΣ ΑΘΗΝΑ 2004

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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13 13 ΑυγούστουΑυγούστου 20042004

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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-24.5 m

-33.7 m

-24.5 m

-33.7 m

ΕξετασθείσεςΕξετασθείσες ΕναλλακτικέςΕναλλακτικές ΛύσειςΛύσεις

(a)
(b1)

(b2)

Κάτοψη

Τομή Τομή

Κάτοψη

26.5 m

26.5 m

26.5 m Κάτοψη

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΧρόνοςΧρόνος ΑποπεράτωσηςΑποπεράτωσης:  :  ΕΛΑΧΙΣΤΟΣΕΛΑΧΙΣΤΟΣ ( 3 ( 3 μήνεςμήνες περίπουπερίπου ))

 ΕφαρμοσθείσαΕφαρμοσθείσα ΛύσηΛύση

ΕδαφικέςΕδαφικές ΣυνθήκεςΣυνθήκες :: σχετικώςσχετικώς χαλαρόχαλαρό έδαφοςέδαφος έωςέως τατα ––7.5 7.5 mm

++ ΥΥ..ΟΟ στοστο ––1 1 mm

ΣύλληψηΣύλληψη ΚατασκευαστικήςΚατασκευαστικής ΛύσηςΛύσης

 ∆υσχέρεια∆υσχέρεια ΚατασκευήςΚατασκευής

 ∆ιαφραγματικός∆ιαφραγματικός ΤοίχοςΤοίχος, , ΑγκύριαΑγκύρια, , καικαι

ΑλληλοτεμνόμενοιΑλληλοτεμνόμενοι ΠάσσαλοιΠάσσαλοι :  :  ΑΠΟΡΡΙΠΤΟΝΤΑΙΑΠΟΡΡΙΠΤΟΝΤΑΙ

ΠάσσαλοιΠάσσαλοι ΦΦ120 120 σεσε αξονικήαξονική απόστασηαπόσταση 1.5 1.5 mm ++
∆ύσκαμπτος∆ύσκαμπτος ∆ακτυλιωτός∆ακτυλιωτός ΚεφαλόδεσμοςΚεφαλόδεσμος ΩΩ..ΣΣ. . ++
ΕφαρμογήΕφαρμογή τηςτης ΠαρατηρησιακήςΠαρατηρησιακής ΜεθόδουΜεθόδου

ΠαρακολούθησηΠαρακολούθηση, , ΠρόβλεψηΠρόβλεψη μέτρωνμέτρων εκτάκτουεκτάκτου ανάγκηςανάγκης

Αργιλώδης Άμμος

γ = 22.3 kN / m3

c’ = 50 kPa
φ’ = 27 o

E = 100 Mpa
k = 5 x 10-8 m/s

ΑμμώδηςΑμμώδης ΆργιλοςΆργιλος μεμε ΧάλικεςΧάλικες

γ = 22 kN / m3

c’ = 10 kPa
φ’ = 29 o

E = 30 Mpa
k = 2 x 10-7 m/s

7.5 m

1 m

ΕδαφικόΕδαφικό ΠροφίλΠροφίλ

31 m

25 m

0 m

∆ιάτρηση του εδάφους και τοποθέτηση των
μεταλλικών κλωβών των πασσάλων

14 ΟκτωβρίουΟκτωβρίου 2003

2020 ΟκτωβρίουΟκτωβρίου 20032003

Κατασκευή των πασσάλων στην περίμετρο

της εκσκαφής εώς το βάθος των 31 m, και

σε απόσταση 1.5 m

Το έδαφος θεμελιώσεως

και αντιστηρίξεως

Φ120

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Deformed Mesh

A A

Deformed Mesh

Axial forces
Extreme axial force 433.94 kN/m

Shear forces
Extreme shear force 1.68*103 kN/m

Bending moment
Extreme bending moment -1.37*103 kNm/m434 kN/m 1680 kN/m 1370 kNm/m

ΠροσομοίωσηΠροσομοίωση τηςτης ΚατασκευαστικήςΚατασκευαστικής ΑκολουθίαςΑκολουθίας μεμε ΠΠ. . ΣΣ..

ΑξονικήΑξονική ΤέμνουσαΤέμνουσα ΡοπήΡοπή

1  1  ∆εκεμβρίου∆εκεμβρίου 20032003

 ΕσωτερικήΕσωτερική ΕκσκαφήΕκσκαφή :: -- 9 m9 m

 ΕξωτερικήΕξωτερική ΕκσκαφήΕκσκαφή : : -- 8 m8 m

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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1  1  ∆εκεμβρίου∆εκεμβρίου 20032003

Μηκυνσιόμετρα

Οπτικοί στόχοι

Οπτικοί στόχοι

Κλισιόμετρα

ΤοΤο ΣύστημαΣύστημα ΕνόργανηςΕνόργανης ΠαρακολούθησηςΠαρακολούθησης

88 ∆εκεμβρίου∆εκεμβρίου 20032003

11 m

8 m

7 m

20 m

1.20 m

26.5 m

 Εσωτερική εκσκαφή : - 11m

 ΤοποθέτησηΤοποθέτηση στραγγιστηρίωνστραγγιστηρίων :: -- 99 mm

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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12 ∆εκεμβρίου∆εκεμβρίου 2003

 ΣκυροδέτησηΣκυροδέτηση ΕξωτερικώνΕξωτερικών ∆εξαμενών∆εξαμενών

11 m

8 m

7 m

20 m

1.20 m

26.5 m

22 ΙανουαρίουΙανουαρίου 20042004

17 m

8 m

7 m

14 m1.20 m

26.5 m

11

22

22

11

33

33

1.1. ΕσωτερικήΕσωτερική εκσκαφήεκσκαφή :: -- 1717 mm

3.3. ΣτραγγιστήριαΣτραγγιστήρια : : -- 99 mm

2.2. ΣκυροδέτησηΣκυροδέτηση τουτου τελευταίουτελευταίου τμήματοςτμήματος

τουτου κεφαλόδεσμουκεφαλόδεσμου ::

ΕξασφάλισηΕξασφάλιση ∆ακτυλιωτής∆ακτυλιωτής ΛειτουργίαςΛειτουργίας

44

4.4. ΤαπείνωσηΤαπείνωση στάθμηςστάθμης ΥΥ..ΟΟ. :. : -- 88 mm

44

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΑπρίλιοςΑπρίλιος 20042004

25 m

8 m

7 m

14 m

1.20 m

0.75 m

26.5 m

 ΕσωτερικήΕσωτερική ΕκσκαφήΕκσκαφή : : -- 25 m25 m

 ΣκυρΣκυρ. . ΜόνιμηςΜόνιμης ΕπένδυσηςΕπένδυσης

ΑΑ11 ΑΑ22 ΑΑ33

ΧρονικήΧρονική ΕξέλιξηΕξέλιξη ΑκτινικώνΑκτινικών ΜετακινήσεωνΜετακινήσεων απόαπό τατα AAποκλισιόμετραποκλισιόμετρα

1.2 1.2 cmcm

1.31.3 cmcm

1.51.5 cmcm

ΑΑ11

ΑΑ22

ΑΑ33

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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-11.6 m

-17.5 m

-24.5 m

(a) 17-12-2003 (b) 2-1-2004 (c) 4-3-2004 
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ΣύγκρισηΣύγκριση ΑναλυτικήςΑναλυτικής ΠρόβλεψηςΠρόβλεψης μεμε ΜετρήσειςΜετρήσεις

Θεμελίωση ΟΛΥΜΠΙΑΚΟΥ ΚΕΝΤΡΟΥ
ΡΑΔΙΟΤΗΛΕΟΡΑΣΗΣ “ I.B.C.”

ΟΛΥΜΠΙΑΚΟΙ ΑΓΩΝΕΣ ΑΘΗΝΑ 2004

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΘεμελίωσηΘεμελίωση ΟλυμπιακούΟλυμπιακού ΚέντρουΚέντρου ΡαδιοτηλεόρασηςΡαδιοτηλεόρασης (I.B.C.)(I.B.C.)

•• ΈδαφοςΈδαφος ::

•• ΥπολογισμόςΥπολογισμός ΟλικώνΟλικών καικαι ΔιαφορικώνΔιαφορικών ΚαθιζήσεωνΚαθιζήσεων

•• 22--διάστατηδιάστατη ΑνάλυσηΑνάλυση τηςτης ΘεμελίωσηςΘεμελίωσης μεμε ΠεπερασμέναΠεπερασμένα ΣτοιχείαΣτοιχεία

•• 33--διάστατηδιάστατη ΑνάλυσηΑνάλυση τηςτης ΘεμελίωσηςΘεμελίωσης μεμε ΠεπερασμέναΠεπερασμένα ΣτοιχείαΣτοιχεία : : 

έλεγχοςέλεγχος τηςτης επιρροήςεπιρροής τηςτης ανισοανισο--κατανομήςκατανομής τωντων φορτίωνφορτίων

0 0 –– 7 7 m m :: ΥλικάΥλικά ΕπιχώσεωνΕπιχώσεων

7 7 –– 45 45 m m :: ΣτιφρήΣτιφρή ΆργιλοςΆργιλος

> 45 > 45 mm :: ΜάργαΜάργα

22--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση ΕπίπεδηςΕπίπεδης ΠαραμόρφωσηςΠαραμόρφωσης

Β = 150 m

ΜάργαΜάργα

ΣτιφρήΣτιφρή άργιλοςάργιλος

4 4 ΜΝΜΝ //υποστύλωμαυποστύλωμα

0

7

45

150

Βάθος (m) E (E (MpaMpa))

50

70

300

L = 600 m
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Ισοϋψείς ολικών Καθιζήσεων :

22--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση ΕπίπεδηςΕπίπεδης ΠαραμόρφωσηςΠαραμόρφωσης

*10
-3

 m

-2.000

 0.000

 2.000

 4.000

 6.000

 8.000

10.000

12.000

14.000

16.000

18.000

20.000

22.000

24.000

26.000

28.000

30.000

32.000

34.000

36.000

38.000

40.000

Καμπτικές Ροπές Εσχάρας Πεδιλοδοκών :

22--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση ΕπίπεδηςΕπίπεδης ΠαραμόρφωσηςΠαραμόρφωσης

–1090 kNm/m

4 4 ΜΝΜΝ //υποστύλωμαυποστύλωμα

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Τέμνουσες Εσχάρας Πεδιλοδοκών :

22--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση ΕπίπεδηςΕπίπεδης ΠαραμόρφωσηςΠαραμόρφωσης

–845 kNm/m

4 4 ΜΝΜΝ //υποστύλωμαυποστύλωμα

Καθίζηση Εσχάρας Πεδιλοδοκών :

22--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση ΕπίπεδηςΕπίπεδης ΠαραμόρφωσηςΠαραμόρφωσης

–3.8 cm

4 4 ΜΝΜΝ //υποστύλωμαυποστύλωμα

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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80 0 80

50-70

50-100

50-140

70-70

70-100

70-140

Παραμετρική Διερεύνηση :  Διαγράμματα Καθιζήσεων

22--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση ΕπίπεδηςΕπίπεδης ΠαραμόρφωσηςΠαραμόρφωσης
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33--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση : : ΦορτίοΦορτίο 4 4 MN /MN / υποστύλωμαυποστύλωμα

4 4 MNMN

ΔΔyymaxmax= 2.5 cm= 2.5 cm
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33--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση : : ΦορτίοΦορτίο 4 4 MN /MN / υποστύλωμαυποστύλωμα

ΔΔyymaxmax= 2.5 cm= 2.5 cm

33--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση : : ΦορτίοΦορτίο 17 17 MNMN

17 17 MNMN

ΔΔyymaxmax= 3.8 cm= 3.8 cm

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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33--ΔΔ ΑνάλυσηΑνάλυση : : ΦορτίοΦορτίο 1717 MNMN

ΔΔyymaxmax= 3.8 cm= 3.8 cm

Γέφυρα Στέρνας

Σχεδιασμός Θεμελίωσης

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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10 m

10 m

10 m

90 m

28 m
18 m

Σκαρηφηματική απεικόνηση της μηκοτομής της γέφυρας και του εδάφους
θεμελίωσης

10 m

Το προσομοίωμα των πεπερασμένων στοιχείων. Τα φρέατα και το έδαφος
θεμελίωσης απεικονίζονται με κόκκινο και πράσινο χρώμα αντιστοίχως,  και

ό φορέας της γέφυρας με μπλε.

Μ2

Μ1

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Μ2

Το προσομοίωμα των πεπερασμένων στοιχείων: Μεγέθυνση στην περιοχή
θεμελίωσης του μεσοβάθρου Μ2. Το φρέαρ και το έδαφος θεμελίωσης

απεικονίζονται με κόκκινο και πράσινο χρώμα αντιστοίχως,  και ό φορέας της
γέφυρας με μπλε.

Το προσομοίωμα των πεπερασμένων στοιχείων: Κατά μήκος τομή. Τα
φρέατα και το έδαφος θεμελίωσης απεικονίζονται με κόκκινο και πράσινο

χρώμα αντιστοίχως,  και ό φορέας της γέφυρας με μπλε.

Μ2

Μ1

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Κατά μήκος τομή του παραμορφωμένου καννάβου των πεπερασμένων
στοιχείων στο τελευταίο στάδιο της αριθμητικής ανάλυσης για την φόρτιση
σχεδιασμού. Ο συντελεστής μεγέθυνσης είναι ίσος με 350. Τα φρέατα και το

έδαφος θεμελίωσης απεικονίζονται με κόκκινο και πράσινο χρώμα αντιστοίχως,  
και ό φορέας της γέφυρας με μπλε.

Μ2

Μ1

Σχήμα 6.13: Κατά μήκος τομή του παραμορφωμένου καννάβου των πεπερασμένων στοιχείων και ισουψείς των
μετακινήσεων κατά την διαμήκη διεύθυνση, στο τελευταίο στάδιο της αριθμητικής ανάλυσης για την φόρτιση

σχεδιασμού (συντελεστής μεγέθυνσης = 350): Μεγέθυνση στην περιοχή θεμελίωσης του μεσοβάθρου Μ2. H μέγιστη
μετακίνηση του φρέατος είναι 5 mm.

Μ2

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Μ2

Μέγιστη Κύρια τάση (εφελκυσμός) 

3.45 MPa

Ελάχιστη Κύρια τάση (Θλίψη)

8.07 MPa

Σχήμα 6.19: Iσουψείς των κυρίων τάσεων στο φρέαρ του μεσοβάθρου Μ2, στο τελευταίο στάδιο της αριθμητικής
ανάλυσης για την φόρτιση σχεδιασμού (συντελεστής μεγέθυνσης = 300). H μέγιστη κύρια τάση (Εφελκυσμός) είναι

3.45 MPa, και η ελάχιστη κύρια τάση (Θλίψη) είναι 8.07 MPa.

Σχήμα 6.20: ∆ιανύσματα των κυρίων τάσεων στο φρέαρ του μεσοβάθρου Μ2, στο τελευταίο στάδιο της αριθμητικής
ανάλυσης για την φόρτιση σχεδιασμού (συντελεστής μεγέθυνσης = 300).

Μ2

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Γέφυρα Νέστου

Σχεδιασμός Θεμελίωσης

Nestos
Bridge

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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35
 m

Liquefiable
zone

?

M4 M5 M6 M7
38 m

20
 m

Silty
Sand

Rock

Gravel 
columns

Nestos Bridge Foundation
Final Solution (2006)

Pier Μ7:

2.25 m x 2.25 m  grid

L ≈ 20 m , D = 0.80 m

4.5 m 2.25 m

4.5 m

11 m

4.5 m

7.75 m

11 m

31.5 m

47
m

Final Solution (2006)

Friction Piles +
Extended Soil 
Improvement

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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NSPT = 25

Finite  Difference  Mesh

NSPT = 14

NSPT = 16

NSPT = 20

NSPT = 20

Extended Improvement 
with Stone–Columns 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 4 8 12 16

t  : s

ru

8 m

12 m 16 m
20 m

26 m

36 m

2 m

16 m

26 m

35 m

48 m Α

Excess Pore–
Water Pressure 

Ratio at Free Field

(Section Α)
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 4 8 12 16

t  : s

ru

8 m

4 m

12 m
16 m

20 m

26 m

36 m

2 m

16 m

26 m

35 m

48 m
Α

Excess Pore– Water 
Pressure Ratio 
below pile-cap

(Section Α)

Αστοχία Σήραγγας Μετρό
Δουκίσσης Πλακεντίας

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΗΗ ““κατάπτωσηκατάπτωση”” επίεπί τηςτης οδούοδού ∆ουκίσσης∆ουκίσσης ΠλακεντίαςΠλακεντίας
77––11––2003 2003 

ΗΗ κατάρρευσηκατάρρευση μέσαμέσα απόαπό τηντην σήραγγασήραγγα

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΠιθανάΠιθανά ΑίτιαΑίτια τηςτης ΑστοχίαςΑστοχίας ::

• Δυσμενέστερες Εδαφικές Ιδιότητες

• Δομητικές - Κατασκευαστικές Ατέλειες

• Ασυμμετρία του Υ.Ο. 

• Ύπαρξη Πηγαδιών και υπόγειων στοών ??

• Μεγάλη ταχύτητα προχώρησης

• Πλημμελής Παρακολούθηση (γιορτές...)

R = 5.285 m

R
 = 5.185 m

ΦάσηΦάση AA

ΦάσηΦάση BB

Anchors   L = 5 m / m

Fore poles Φ193 / 50 cm L = 12 m

ΤυπικήΤυπική διατομήδιατομή τηςτης σήραγγαςσήραγγας

Lattice Girders

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA



62

ΗΗ έκτασηέκταση τηςτης καταπτώσεωςκαταπτώσεως –– κατάκατά μήκοςμήκος τομήτομή

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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SPMP 205

SPMP 201

PLS2

8 m

18 m

Πιεζόμετρο

Γεώτρηση

Κατάπτωση

Μετρήσεις πιεζομέτρων :  Υψόμετρα στάθμης του Υ.Ο.

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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17 m 8 m
SPMP201SPMP205

17 m 8 m
SPMP201SPMP205

2  2  πιθανάπιθανά σενάριασενάρια γιαγια τοντον ΥΥ..ΟΟ.  .  στηνστην περιοχήπεριοχή τηςτης αστοχίαςαστοχίας

(α) κεκλιμένος Υ.Ο. : ασύμμετρη φόρτιση

(β) Υ.Ο. αρχικά οριζόντιος

Αποτελέσματα τομογραφικής διερευνήσεως :  Vp

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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X X

(α)

X X

(β)
X
(γ)

3  3  πιθανάπιθανά σενάριασενάρια δομητικώνδομητικών ατελειώνατελειών

X X

(α)

ΣενάριοΣενάριο ((αα)  :)  :

ΤοποθετήθηκεΤοποθετήθηκε ηη 33ηη σειράσειρά αγκυρίωναγκυρίων ??

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΣενάριοΣενάριο ((ββ)  :)  :

ΕπαρκήςΕπαρκής ηη σύνδεσησύνδεση τηςτης ΑΑ’’ φάσηςφάσης μεμε τηντην ΒΒ’’ ??

X X

(β)

Α’ Φάση Εκσκαφής Β’ Φάση Εκσκαφής

Κατασκευαστική Λεπτομέρεια του Διευρυμένου Πέλματος

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΦάσηΦάση AA

ΕπαρκήςΕπαρκής ηη σύνδεσησύνδεση τηςτης ΑΑ’’ φάσηςφάσης μεμε τηντην ΒΒ’’ ??

ΦάσηΦάση BB

Οπλισμός
T188

ΕπαρκήςΕπαρκής ηη σύνδεσησύνδεση τηςτης ΑΑ’’ φάσηςφάσης μεμε τηντην ΒΒ’’ ??

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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∆ιάτμηση

ΕπαρκήςΕπαρκής ηη σύνδεσησύνδεση τηςτης ΑΑ’’ φάσηςφάσης μεμε τηντην ΒΒ’’ ??

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΣενάριοΣενάριο ((γγ)  :)  :

ΚατασκευαστικήΚατασκευαστική ΑσυνέχειαΑσυνέχεια στοστο

ανεστραμμένοανεστραμμένο τόξοτόξο ??

X
(γ)

Κάμψη

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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2 – ∆ Ανάλυση με Πεπερασμένα Στοιχεία

22––∆∆ τριγωνικάτριγωνικά ΠΠ..ΣΣ..

ΑγκύριαΑγκύρια ((ραβδωτάραβδωτά ΠΠ..ΣΣ.).)

ΥΥ..ΟΟ..

ΚαταστατικόΚαταστατικό ΠροσομοίωμαΠροσομοίωμα
Mohr Mohr –– CoulombCoulomb

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΣτάδιαΣτάδια ΠροσομοίωσηςΠροσομοίωσης

X
1 1

X 2 2

3

X
X

X

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

c = 40 kPa

φ = 30o

Χαμηλή
Χαμηλή
έως

Μέτρια
Μέτρια

Υψηλή

Υψηλή

Χαμηλή

Χαμηλή Χαμηλή

Χαμηλή Χαμηλή

Χαμηλή
έως

Μέτρια

Χαμηλή
έως

Μέτρια
Μέτρια Μέτρια

Μέτρια
έως

Υψηλή
Υψηλή Υψηλή Υψηλή Υψηλή

Υψηλή Υψηλή Υψηλή Υψηλή Υψηλή

Σενάρια
Ατελειών :

Εδαφικές
Παράμετροι :

c = 20 kPa

φ = 28o

c = 5 kPa

φ = 28o

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ ΑΣΤΟΧΙΑΣΑΣΤΟΧΙΑΣ

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Plastic Points

Plastic Mohr-Coulomb point Tension cut-off point

ΔιατομήΔιατομή χωρίςχωρίς δομητικέςδομητικές ατέλειεςατέλειες, , c = 4c = 40 0 kPa, kPa, φφ = 30= 30οο

Vertical displacements
Extreme vertical displacement 17.65*10-3 m

*10-3 m

-8.000

-6.000

-4.000

-2.000

-0.000

 2.000

 4.000

 6.000

 8.000

10.000

12.000

14.000

16.000

18.000

c = 40, φ = 30 , Ideal case
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Deformed Mesh
Extreme total displacement 17.65*10-3 m

(displacements scaled up 20.00 times)

c = 40, φ = 30 , Ideal case

FS = 4.06

Plastic Points

Plastic Mohr-Coulomb point Tension cut-off point

ΔιατομήΔιατομή χωρίςχωρίς δομητικέςδομητικές ατέλειεςατέλειες, , c = c = 2020 kPa, kPa, φφ = = 2828οο

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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c = 20, φ = 28 , Ideal case

Vertical displacements
Extreme vertical displacement 19.55*10-3 m

*10-3 m

-8.000

-6.000

-4.000

-2.000

-0.000

 2.000

 4.000

 6.000

 8.000

10.000

12.000

14.000

16.000

18.000

20.000

c = 20, φ = 28 , Ideal case

Deformed Mesh
Extreme total displacement 19.55*10-3 m

(displacements scaled up 20.00 times)

FS = 3.64

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Plastic Points

Plastic Mohr-Coulomb point Tension cut-off point

ΔιατομήΔιατομή χωρίςχωρίς δομητικέςδομητικές ατέλειεςατέλειες, , c = c = 55 kPa, kPa, φφ = = 2828οο

Vertical displacements
Extreme vertical displacement 20.78*10-3 m

*10-3 m

-8.000

-6.000

-4.000

-2.000

 0.000

 2.000

 4.000

 6.000

 8.000

10.000

12.000

14.000

16.000

18.000

20.000

22.000

c = 5, φ = 28 , Ideal case

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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c = 5, φ = 28 , Ideal case

Deformed Mesh
Extreme total displacement 20.79*10-3 m

(displacements scaled up 20.00 times)

FS = 3.44

Plastic Points

Plastic Mohr-Coulomb point Tension cut-off point

ΔιατομήΔιατομή μεμε δομητικέςδομητικές ατέλειεςατέλειες ((αα + + ββ + + γγ))
c = 4c = 40 0 kPa, kPa, φφ = 30= 30οο

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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c = 40, φ = 30 , No bottom Anchors + Poor Connection + Gutter 

Vertical displacements
Extreme vertical displacement 38.32*10-3 m

*10-3 m

-24.000

-20.000

-16.000

-12.000

-8.000

-4.000

 0.000

 4.000

 8.000

12.000

16.000

20.000

24.000

28.000

32.000

36.000

40.000

Deformed Mesh
Extreme total displacement 122.70*10-3 m

(displacements scaled up 20.00 times)

c = 40, φ = 30 , No bottom Anchors + Poor Connection + Gutter 

FS = 1.08

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA



80

Plastic Points

Plastic Mohr-Coulomb point Tension cut-off point

ΔιατομήΔιατομή μεμε δομητικέςδομητικές ατέλειεςατέλειες ((αα + + ββ + + γγ)            )            
ΚΑΙΚΑΙ c = c = 2020 kPa, kPa, φφ = = 2828οο

c = 20, φ = 28 , No bottom Anchors + Poor Connection + Gutter 

Vertical displacements
Extreme vertical displacement 103.06*10-3 m

*10-3 m

-80.000

-70.000

-60.000

-50.000

-40.000

-30.000

-20.000

-10.000

 0.000

10.000

20.000

30.000

40.000

50.000

60.000

70.000

80.000

90.000

100.000

110.000
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c = 20, φ = 28 , No bottom Anchors + Poor Connection + Gutter 

Deformed Mesh
Extreme total displacement 151.88*10-3 m

(displacements scaled up 10.00 times)

ΑΣΤΟΧΙΑ
( FS = 0.83 )

Φράγμα Αστερίου στην Αχαϊα

Εδαφοδυναμική Μελέτη

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA



82

• Υπό κατασκευήν στην Αχαία

• Χωμάτινο σώμα:  υλικά από ιλυόλιθο

∆6 ∆11

Μηκοτομή Φράγματος Αστερίου

895 m

76 m

• Επιτάχυνση σχεδιασμού 0.39 g

• Κεντρικός πυρήνας αργίλου

Διατομή Σχεδιασμού Δ6

Μέγιστο Ύψος 76 m 

Φλύσχης

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Διατομή Σχεδιασμού Δ11

Μέγιστο Ύψος 54 m 

Φλύσχης

500 m

76 m

54 m

350 m

Προσομοιώματα
Πεπερασμένων Διαφορών

∆6

∆11

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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Max shear

strain increment

0.00
0.02
0.04
0.06

Ισοϋψείς διατμητικών παραμορφώσεων
(σεισμική διέγερση Λευκάδας)

ζώνες πιθανής
ολίσθησης

Διατομή Σχεδιασμού Δ6

       
       
       
       
       
       
       

-1.20
-1.00
-0.80
-0.60
-0.40
-0.20
0.00

[m]

Διατομή Σχεδιασμού Δ6

Ισοϋψείς οριζοντίων μετακινήσεων
(σεισμική διέγερση Λευκάδας)

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΚΤΙΡΙΟ ΥΠ.ΕΘ.Ο.

ΔΥΝΑΜΙΚΗ AΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ
ΘΕΜΕΛΙΩΝ – ΕΔΑΦΟΥΣ –

ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΗΣ ΣΗΡΑΓΓΑΣ

ΚΑΤΟΨΗΚΑΤΟΨΗ

Ε
ρ
μ
ο
ύ

Μ
η
τρ
ο
π
ό
λε
ω
ς

Α

Α
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ΤΟΜΗΤΟΜΗ

9.5 m

0.3 m

10.7 m5 m12.2 m

ΚάνναβοςΚάνναβος ΠΠ..ΣΣ..

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΑνάλυσηΑνάλυση μεμε ΠΠ..ΣΣ..

Σεισμός Νικομήδειας 1999 : 
Ανατροπές Κτιρίων στο Ανταπαζάρι

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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η Πόλη Izmit Adapazari Düzce

Gölcük Sapanza
Yalova

Avcilar
12–11–99 
διάρρηξη
Μ 7.2

17–8–99 
διάρρηξη
Μ 7.5

H  H  ΓεωγραφίαΓεωγραφία τωντων δύοδύο ΣεισμώνΣεισμών τουτου 19991999

1 km
SKR

< 5 %

30 – 50

≥ 50 %

TeverlerTeverler

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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1 
 Κ
τί
ρ
ιο

2 
 Κ
τί
ρ
ια

t = 4 s t = 4 s

t = 8 s t = 8 s

t = 17 s

v = 17 cm/s
v = 12 cm/s

t = 17 s

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA
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ΠόληΠόλη ΑνταπαζαρίουΑνταπαζαρίου :  :  ΣενάριοΣενάριο 22 / / ΚτίριαΚτίρια 2,32,3

ΜεγέθυνσηΜεγέθυνση ΠαραμορφώσεωνΠαραμορφώσεων =  =  x 3x 3

Nikos Gerolymos, Lecturer NTUA













































































































ΕΘΝΙΚΟΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ
ΣΧΟΛΗΣΧΟΛΗ ΠΟΛΙΤΙΚΩΝΠΟΛΙΤΙΚΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝΜΗΧΑΝΙΚΩΝ –– ΤΟΜΕΑΣΤΟΜΕΑΣ ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗΣΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗΣ

ΕΠΟΠΤΙΚΟΕΠΟΠΤΙΚΟ ΥΛΙΚΟΥΛΙΚΟ ΔΙΑΛΕΞΕΩΝΔΙΑΛΕΞΕΩΝ ΤΟΥΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣΜΑΘΗΜΑΤΟΣ

«« ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ –– ΜέροςΜέρος 1 1 »»

99οο ΕξΕξ. . ΠΟΛΠΟΛ. . ΜΗΧΜΗΧ.  .  -- ΑκαδΑκαδ. . ΕτοςΕτος 20020066 -- 0077

ΜΜ. . ΚΑΒΒΑΔΑΣΚΑΒΒΑΔΑΣ,  ,  ΑναπλΑναπλ. . ΚαθηγητήςΚαθηγητής ΕΜΠΕΜΠ

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπάρχει και στην ιστοσελίδα :
http://www.civil.ntua.gr/~kavvadas/

13.12.2006

Υ = Υποχρεωτικό ,   ΚΕΥ = Κατ’ Εκλογήν Υποχρεωτικό

Βραχομηχανική
Ειδικά Γεωτεχνικά Έργα

Περιβαλλοντική Γεωτεχνική
Εδαφοδυναμική

Υπολογιστική Γεωτεχνική

ΚΕΥ
ΚΕΥ
ΚΕΥ
ΚΕΥ
ΚΕΥ

9

Ειδικά Θέματα Θεμελιώσεων
Αλληλεπίδραση εδάφους-θεμελίων

ΚΕΥ
ΚΕΥ8

Θεμελιώσεις
Πειραματική Εδαφομηχανική

Υ
ΚΕΥ

7

Εδαφομηχανική ΙΙ
Τεχνική Γεωλογία

Υ
Υ

6

Εδαφομηχανική ΙΥ5

Γεωλογία ΜηχανικούΥ1

ΜάθημαΕίδοςΕξάμηνο

ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΑΓΕΩΤΕΧΝΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΑΜΑΘΗΜΑΤΑ
στηστη ΣχολήΣχολή ΠΠολιτικώνολιτικών ΜηχανικώνΜηχανικών ΕΜΠΕΜΠ

1



Αναλυτικές και αριθμητικές λύσεις των προβλημάτων γεωτεχνικής
Η λύση ενός προβλήματος γεωτεχνικής περιλαμβάνει τον προσδιορισμό ενός πεδίου
μετακινήσεων (u), παραμορφώσεων (ε), ενεργών τάσεων (σ’) και πιέσεων πόρων (u) οι οποίες
ικανοποιούν (ταυτοχρόνως) τις εξής συνθήκες :
1. Εξισώσεις ισορροπίας τάσεων
2. Συνοριακές συνθήκες (φόρτιση στο σύνορο) και αρχικές συνθήκες (δηλ. Κατάσταση για t=0)
3. Καταστατικές σχέσεις του υλικού (σχέσεις ενεργών τάσεων – παραμορφώσεων)
4. Σχέσεις παραμορφώσεων – μετακινήσεων (συνήθως για μικρές παραμορφώσεις)
5. Σχέσεις ορισμού της ενεργού τάσης (σ’ = σ – u)

Σε ορισμένα (απλά) προβλήματα υπάρχει
αναλυτική λύση (δηλ. αναλυτικές συναρτήσεις

των ζητούμενων πεδίων)

Στα περισσότερα (συνήθη) προβλήματα
απαιτείται η χρήση αριθμητικών μεθόδων για
τον υπολογισμό των ζητούμενων πεδίων

5

3

2

3

R

zP
z π
=σ

zσ

Πρόβλημα
Boussinesq

«« ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ »»

99οο ΕξΕξ. . ΠΟΛΠΟΛ. . ΜΗΧΜΗΧ.  .  -- ΑκαδΑκαδ. . ΕτοςΕτος 20052005 -- 0606
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ΤΑΣΕΙΣ ΣΤΟ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΤΟΥ ΕΔΑΦΟΥΣ

1. Τάσεις σε συνεχή υλικά

Ανηγμένη δύναμη : 0,lim →Δ
Δ
Δ

= S
S

F
f

r
r

II

• Η ανηγμένη δύναμη έχει διαστάσεις «τάσης» ( F/L2  ή kPa)

• Η ανηγμένη δύναμη ( f ) εξαρτάται από τη θέση (σημείο Μ) και τη
διεύθυνση (n) της επιφάνειας ΔS

• Σε κάθε σημείο Μ ορίζονται άπειρες ανηγμένες δυνάμεις ( f ), μία
για κάθε επίπεδο που διέρχεται από το Μ

(κάθετος)

1. Τάσεις σε συνεχή υλικά (συνέχεια)

Ανηγμένη δύναμη :

0,lim →Δ
Δ
Δ

= S
S

F
f

r
r

Η εντατική κατάσταση στο σημείο Μ μπορεί να
θεωρηθεί γνωστή, εάν είναι γνωστές οι ανηγμένες
δυνάμεις σε κάθε επιπέδο δια του Μ

Θεώρημα :
Εάν είναι γνωστές οι ανηγμένες δυνάμεις (f1, f2, f3) σε
τρία επίπεδα (n1, n2, n3) δια του Μ, τότε μπορεί να
υπολογισθεί η ανηγμένη δύναμη (f) σε κάθε άλλο
επιπέδο (n) δια του Μ.

Πόρισμα :
Η εντατική κατάσταση στο σημείο Μ μπορεί να
θεωρηθεί γνωστή, εάν είναι γνωστές οι ανηγμένες
δυνάμεις σε τρία επίπεδα δια του Μ

f
r
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Ειδική περίπτωση : Εστω ότι τα τρία επίπεδα δια του Μ στα οποία
είναι γνωστές οι ανηγμένες δυνάμεις είναι ορθογώνια και κάθετα
στους άξονες (x, y, z).

( )xzxyxx σσσ= ,,xf
r

( )yzyyyxy σσσ= ,,f
r

( )zzzyzxz σσσ= ,,f
r

Τότε ….

Εάν είναι γνωστές οι
ανηγμένες δυνάμεις
στα τρία ορθογώνια
επίπεδα δια του Μ :

( )xzxyxx σσσ= ,,xf
r

( )yzyyyxy σσσ= ,,f
r

( )zzzyzxz σσσ= ,,f
r

… η ανηγμένη δύναμη σε ένα
τυχαίο επίπεδο δια του Μ, με
διεύθυνση :

υπολογίζεται από τη σχέση :

M

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

σσσ
σσσ
σσσ

=

z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

n

n

n

f
r

( )zyx nnn ,,=n
r
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

σσσ
σσσ
σσσ

=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

σΤο μέγεθος : 

M

που δίνει την ανηγμένη δύναμη σε οποιοδήποτε επίπεδο (n) δια του

Μ μέσω της σχέσης : nσf
rr
⋅=

ονομάζεται τάση στο σημείο Μ, και έχει χαρακτηριστικά τανυστή β’
τάξεως. 

• Η τάση στο σημείο Μ εξαρτάται μόνον από τη θέση του σημείου
Μ και το σύστημα των συντεταγμένων (x, y, z).

• Αποδεικνύεται ότι η τάση είναι συμμετρικός τανυστής : σij = σji

• Οι (έξι) συνιστώσες της τάσης έχουν διαστάσεις ( F/L2 -> kPa )

Ορισμός της τάσης στο σημείο Μ :

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

λ−σσσ
σλ−σσ
σσλ−σ

0

0

0

z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

n

n

n

Προσδιορισμός των επιπέδων δια του Μ, στα
οποία η ανηγμένη δύναμη είναι ορθή, δηλαδή:

M

Κύριες τάσεις :

( ) 0nIσnnσf
rrrrr

=⋅λ−⇒λ=⋅=

• Η ανωτέρω εξίσωση έχει τρείς λύσεις λ1, λ2, λ3 και συνεπώς δίνει τρία

επίπεδα n1 , n2 , n3 .

• Τα επίπεδα αυτά είναι ορθογώνια μεταξύ τους και ονομάζονται κύρια
επίπεδα. Η ορθή ανηγμένη δύναμη σε καθένα από τα επίπεδα αυτά
ονομάζεται ορθή τάση και συμβολίζεται με : σ1 , σ2 , σ3

Ουσιαστικά, προσδιορίσθηκαν οι ιδιο-τιμές και τα ιδιο-διανύσματα του
τανυστή της τάσης
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Αναλλοίωτοι των τάσεων ( p, q, J3 ) :

( ) ( )3213

1

3

1 σσσσσσ ++=++= zzyyxxp

Συνδυασμοί των συνιστωσών της τάσης που δεν εξαρτώνται από την
επιλογή του συστήματος συντεταγμένων (x, y, z)

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 21222222 6
2

1
xzzyxyyyzzzzxxyyxxq τττσσσσσσ +++−+−+−=

( ) ( ) ( )[ ] 2
1

2
13

2
32

2
21

2

1 σσσσσσ −+−+−=q

kijkijJ σσσ=3

ή :

ή, ισοδύναμα, η γωνία Lode (θ) :

Παρατήρηση : Συχνά χρησιμοποιείται η ισοδύναμη αναλλοίωτος : 

( ) qssJ ijij
3

1

2

1
2 == όπου : ijijij ps δσ −=

( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

= 12
3

1
tan

31

32

σσ
σσθ

Αναλλοίωτοι των τάσεων ( p, q, J3 ) :
Συνδυασμοί των συνιστωσών της τάσης που δεν εξαρτώνται από την
επιλογή του συστήματος συντεταγμένων (x, y, z)

Οι κύριες τάσεις μπορούν να γραφούν συναρτήσει των τριών αναλλοιώτων :

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

3

2
sin

3

2
1

πθσ qp

( )θσ sin
3

2
2 qp +=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

3

2
sin

3

2
3

πθσ qp
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Αναλλοίωτοι των τάσεων ( p, q, J3 ) :
Συνδυασμοί των συνιστωσών της τάσης που δεν εξαρτώνται από την
επιλογή του συστήματος συντεταγμένων (x, y, z)

Ειδικώς, στην κυλινδρική τριαξονική δοκιμή (σ2 = σ3) :

( )31 2
3

1 σσ +=p

31 σσ −=q

θ = - 30ο κατά τη αξονική συμπίεση (σ2 = σ3)

θ =  30ο κατά τον αξονικό εφελκυσμό (σ1 = σ2)

Γωνία Lode (θ) :
( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

= 12
3

1
tan

31

32

σσ
σσθ

2. Τάσεις σε εδαφικά υλικά
2.1.  Τάσεις σε εδαφικά υλικά χωρίς νερό στους πόρους
• Στο έδαφος, οι τάσεις μεταδίδονται με την μηχανική επαφή μεταξύ των
κόκκων.

• Συνεπώς ο ορισμός της τάσης μέσω της έννοιας του ορίου της
επιφάνειας ΔS->0 δεν είναι μονοσήμαντος (δεν υπάρχει το όριο).

• Παρά ταύτα χρησιμοποιείται ο ίδιος ορισμός της τάσης θεωρώντας ότι
η στοιχειώδης επιφάνεια ΔS=α είναι αρκετά μεγάλη ώστε να
περιλαμβάνει αρκετούς εδαφικούς κόκκους.

Ν = συνισταμένη ορθή δύναμη στην επιφάνεια “α”
Τ = συνισταμένη διατμητική δύναμη στην επιφάνεια “α”

2
lim

a

N
=σ

2
lim

a

T
=τ

0→a
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2.2.  Τάσεις σε εδαφικά υλικά με νερό στους πόρους

F’
i = δύναμη που ασκείται στην επαφή μεταξύ δύο κόκκων

Αναλύεται σε ορθή δύναμη (N’
i) και διατμητική δύναμη (T’

i)

Ορθή τάση : σ′+=
′

+=
′+

==σ ∑∑ u
a

N
u

a

Nau

a

N ii

22

2

2
limlimlim

σ′+=σ uδηλαδή :
σ’ = ενεργός ορθή τάση
u = πίεση πόρων
σ = ολική ορθή τάση

Η ενεργός τάση ΔΕΝ είναι η τάση στην επαφή μεταξύ των κόκκων

2.2.   Τάσεις σε εδαφικά υλικά με νερό στους πόρους

F’
i = δύναμη που ασκείται στην επαφή μεταξύ δύο κόκκων

Αναλύεται σε ορθή δύναμη (N’
i) και διατμητική δύναμη (T’

i)

Διατμητική τάση : τ′=
′

==τ ∑
22

limlim
a

T

a

T i

τ′=τδηλαδή :
τ’ = ενεργός διατμητική τάση
τ = ολική διατμητική τάση

Διατμητικές τάσεις μεταφέρονται μόνον στις επαφές μεταξύ των
κόκκων. Το νερό δεν αναλαμβάνει διατμητικές τάσεις
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2.2.  Τάσεις σε εδαφικά υλικά με νερό στους πόρους (σύνοψη)

Ενεργός ορθή τάση :
2

lim
a

Ni∑ ′
≡σ′

F’
i = δύναμη που ασκείται στην επαφή μεταξύ δύο κόκκων

Αναλύεται σε ορθή δύναμη (N’
i) και διατμητική δύναμη (T’

i)

Ενεργός διατμητική τάση : 2
lim

a

Ti∑ ′
≡τ′

Δράσεις μεταξύ
των κόκκων

2.2.  Τάσεις σε εδαφικά υλικά με νερό στους πόρους (σύνοψη)

uu −σ=σ′⇒σ′+=σ
σ’ = ενεργός ορθή τάση
u = πίεση πόρων
σ = ολική ορθή τάση

τ′=τ
• Οσο αυξάνει η πίεση πόρων (u), μειώνεται η ενεργός τάση (σ’)

• Εάν η πίεση πόρων αυξηθεί τόσο ώστε σ ’=0, οι ορθές δυνάμεις
μεταξύ των κόκκων είναι μηδέν. Τότε η τριβή είναι μηδέν, δηλαδή η
αντοχή του υλικού μηδενίζεται (το έδαφος συμπεριφέρεται σαν υγρό)

• Γενικότερα, όσο μειώνεται η σ ’, τόσο μειώνεται η αντοχή του υλικού

τ’ = ενεργός διατμητική τάση
τ = ολική διατμητική τάση
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Αναλλοίωτοι των ενεργών τάσεων ( p’, q, J3 ) :

( ) ( )3213

1

3

1 σσσσσσ ′+′+′=′+′+′=′ zzyyxxp

Συνδυασμοί των συνιστωσών της ενεργού τάσης που δεν εξαρτώνται από
την επιλογή του συστήματος συντεταγμένων (x, y, z)

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 21222222 6
2

1
xzzyxyyyzzzzxxyyxxq σσσσσσσσσ +++−+−+−=

( ) ( ) ( )[ ] 2
1

2
13

2
32

2
21

2

1 σσσσσσ −+−+−=

Ειδικώς, στην κυλινδρική τριαξονική δοκιμή (σ2 = σ3) :

( )31 2
3

1 σσ ′+′=′p 31 σσ −=q

Σημείωση : q = q’

Η ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΥ ΕΔΑΦΟΥΣ

Η παραμόρφωση των συνεχών μέσων περιγράφεται μέσω του
τανυστή της παραμόρφωσης που δίνει τα χαρακτηριστικά της
παραμόρφωσης στο σημείο Μ :

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

εεε
εεε
εεε

≡

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ε

όπου : ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=ε
i

j

j

i
ij x

u

x

u

2

1

Μ ( x , y, z )

Μ’ ( x+ux , y+uy , z+uz )

αρχική θέση

τελική θέσηu
r

τανυστής της
παραμόρφωσης :

( )zyx uuu ,,=u
r

διάνυσμα της μετακίνησης :
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Η ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΥ ΕΔΑΦΟΥΣ

Oταν πολλαπλασιασθεί με ένα μοναδιαίο διάνυσμα
(n), δίνει τα χαρακτηριστικά της παραμόρφωσης
(επιμήκυνση και στροφές) στο σημείο Μ κατά τη
διεύθυνση (n) :Μ ( x , y, z )

n
r

nεd
rr
⋅=n

nd
r

Μ ( x , y, z )

Μ’ ( x+ux , y+uy , z+uz )

αρχική θέση

τελική θέσηu
r

( )zyx uuu ,,=u
r

διάνυσμα της μετακίνησης :

Ο τανυστής της παραμόρφωσης (ε) έχει την εξής ιδιότητα :

Η ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΥ ΕΔΑΦΟΥΣ

Κύριες διευθύνσεις της παραμόρφωσης :
Υπάρχουν τρείς διευθύνσεις ( n1 , n2 , n3 ) δια
του σημείου Μ, κατά τις οποίες δεν υπάρχει
στροφή, δηλαδή η παραμόρφωση περιλαμβάνει
μόνον επιμήκυνση της ευθείας (n) :

Οι διευθύνσεις ( n1 , n2 , n3 ) είναι
ορθογώνιες και ονομάζονται κύριες
διευθύνσεις της παραμόρφωσης.

Οι κύριες διευθύνσεις
παραμορφώνονται χωρίς στρέβλωση
των μεταξύ τους ορθών γωνιών. 

( ) 0
rrrrr

=⋅λ−⇒λ=⋅= nIεnnεdn

Μ ( x , y, z )

n
r nd

r

Μ ( x , y, z )

1n
r 1d

r

2n
r

2d
r

(ιδιο-διανύσματα του τανυστή της παραμόρφωσης)

12



Η ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΥ ΕΔΑΦΟΥΣ

Οποιεσδήποτε άλλες διευθύνσεις (n) εκτός των κυρίων διευθύνσεων, 
παραμορφώνονται με στρέβλωση των ορθών γωνιών (και με επιμήκυνση).

Οι επιμηκύνσεις των τριών αξόνων των συντεταγμένων (x, y, z)
ονομάζονται ορθές παραμορφώσεις και δίνονται από τις σχέσεις :

Οι στρεβλώσεις των ορθών γωνιών μεταξύ των τριών αξόνων (x, y, z)
ονομάζονται διατμητικές παραμορφώσεις και δίνονται από τις σχέσεις :

z

u

y

u

x

u z
zz

y
yy

x
xx ∂

∂
=ε

∂
∂

=ε
∂
∂

=ε

z

u

x

u

y

u

z

u

x

u

y

u

xz
zxxzzx

zy
zyyzyz

yx
yxxyxy

∂
∂

+
∂
∂

=+=

∂
∂

+
∂
∂

=+=

∂
∂

+
∂
∂

=+=

εεγ

εεγ

εεγ

Μ
xn
r

xd
r

yn
r

yd
r

x

y

yxε

xyε

yxxyxy εεγ +=

Συνιστώσες της παραμόρφωσης στο επίπεδο

z

u

x

u z
zz

x
xx ∂

∂
=

∂
∂

= εε

z

u

x

u xz
zxxzzx ∂

∂
+

∂
∂

=+= εεγ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
x

z

z

x
xz x

u

x

u

2

1ε
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Ογκομετρική παραμόρφωση

Η ανηγμένη μεταβολή (ΔV) ενός στοιχειώδους όγκου (V) στο σημείο Μ
ονομάζεται ογκομετρική παραμόρφωση και δίνεται από τη σχέση :

z

u

y

u

x

u

V

V zyx
zzyyxxvol ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=ε+ε+ε=
Δ

≡ε

Παρατηρήσεις :

Οι ανωτέρω ορισμοί αφορούν συνεχή υλικά επειδή προϋποθέτουν
συνέχεια του υλικού ώστε να ορίζονται οι παράγωγοι.

Τα εδαφικά υλικά δεν είναι συνεχή και συνεπώς οι ανωτέρω ορισμοί δεν
έχουν ακριβή έννοια.

Παρά ταύτα, όπως και κατά τον ορισμό της τάσης, χρησιμοποιούνται οι
ίδιοι ορισμοί των παραμορφώσεων, θεωρώντας ότι τα «όρια» δεν
τείνουν στο μηδέν αλλά σε κάποιο μικρό μέγεθος το οποίο όμως
περιλαμβάνει αρκετούς κόκκους ώστε να εξασφαλίζεται η στατιστική
ομοιογένεια

Ενεργειακή αντιστοιχία ενεργών τάσεων – παραμορφώσεων :

Στα αναλλοίωτα μεγέθη των τάσεων (p’, q) αντιστοιχούν τα εξής

αναλλοίωτα μεγέθη παραμορφώσεων ( Δεvol , Δεq ) :

zzyyxxvol εεεε Δ+Δ+Δ=Δ

( ) ( ) ( )[ ] 212
32

2
31

2
213

2 εεεεεεε Δ−Δ+Δ−Δ+Δ−Δ=Δ q

με την έννοια της ενεργειακής αντιστοιχίας :

qvol
ji

ijij ΔqΔpΔ εεεσ +′=′=′ ∑
,

Δε:σ

Στην κυλινδρική τριαξονική δοκιμή (σ2 = σ3) :

( )31 2
3

1 σσ ′+′=′p

31 σσ −=q

31 2 εεε Δ+Δ=Δ vol

( )313

2 εεε Δ−Δ=Δ q
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Η ΑΡΧΗ ΤΩΝ ΕΝΕΡΓΩΝ ΤΑΣΕΩΝ

• Η παραμόρφωση των εδαφών γίνεται κυρίως με αναδιάταξη
μεταξύ των κόκκων (ολίσθηση και κύλιση), δηλαδή με μεταβολή
της γεωμετρίας του εδαφικού σκελετού (= της δομής των κόκκων).

• Η αναδιάταξη μεταξύ των κόκκων προκαλείται από μεταβολές
των δυνάμεων που ασκούνται μεταξύ των κόκκων, δηλαδή από
μεταβολές των ενεργών τάσεων.

• Μεταβολή των υδατικών πιέσεων, 
χωρίς μεταβολή των ενεργών τάσεων, 
δεν προκαλεί παραμόρφωση, αφού
ισοδυναμεί με ισότροπη συμπίεση των
κόκκων (οι οποίοι θεωρούνται
πρακτικώς απαραμόρφωτοι)

• Μεταβολή των ολικών τάσεων χωρίς
μεταβολή των ενεργών τάσεων, δεν
προκαλεί παραμόρφωση

σ′Δ−σΔ=Δ⇒σ′−σ= uu

Αρχή των ενεργών τάσεων :
Η μεταβολή οποιουδήποτε μηχανικού χαρακτηριστικού των εδαφών
(π.χ. παραμόρφωση και αντοχή) οφείλεται σε μεταβολή των ενεργών
τάσεων και αντιστρόφως,

Πόρισμα :

Εάν δεν μεταβληθούν οι ενεργές τάσεις*, τα μηχανικά χαρακτηριστικά
των εδαφών δεν μεταβάλλονται, π.χ. τα εδάφη δεν παραμορφώνονται
και δεν μεταβάλλεται η αντοχή τους.

( ) 00:, =εΔ⇒=Δ−σΔ=σ′ΔΔσΔ uu

0Δε0σΔ =⇔=′

0σΔ0Δε ≠′⇔≠

Παρατήρηση :
Μπορεί να μεταβληθούν οι ολικές τάσεις και οι υδατικές πιέσεις χωρίς
μεταβολή των ενεργών τάσεων. Στην περίπτωση αυτή το έδαφος δεν
παραμορφώνεται. 

Εάν :

* δηλαδή, όλες οι συνιστώσες των ενεργών τάσεων να είναι σταθερές
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Αρχή των ενεργών τάσεων - Παραδείγματα εφαρμογής

Η βαλβίδα είναι κλειστή. Η πίεση της κυψέλης αυξάνεται.
Θα συμπιεσθεί το εδαφικό δείγμα ;

Αρχική :

Τελική :

cσ

cc σΔ+σ

000 =+=Δ+Δ=Δ⇒+= wsws VVVVVV
Αρα το δείγμα δεν αλλάζει όγκο, ούτε στρεβλώνεται (η φόρτιση είναι
ισότροπη). Δηλαδή Δε=0. Αρα οι ενεργές τάσεις δεν μεταβάλλονται.

cuu σΔ=Δ⇒σΔ=Δ⇒=σ′Δ 0Συνεπώς :

Μεταβολή : cσΔ

Ολικές τάσεις στο
εδαφικό δείγμα :

Το σύνολο της αύξησης της ολικής πίεσης, αναλαμβάνεται από τις
πιέσεις πόρων, χωρίς μεταβολή των ενεργών τάσεων

Φόρτιση των εδαφών υπό αστράγγιστες συνθήκες

Αστράγγιστη είναι η φόρτιση κατά την οποία το έδαφος δεν αποβάλλει
νερό και συνεπώς παραμορφώνεται υπό σταθερό όγκο :

0=Δ+Δ=Δ ws VVV Αστράγγιστη φόρτιση
συμβαίνει συχνά στις

αργίλους, όπου λόγω του
πολύ μικρού μεγέθους των

πόρων, το νερό δεν
προλαβαίνει να διαφύγει
εάν η φόρτιση είναι αρκετά

ταχεία.

Προσοχή :
Αστράγγιστη φόρτιση σημαίνει
μηδενική μεταβολή του όγκου, ΟΧΙ
πάντοτε μηδενική παραμόρφωση. 
Συνεπώς μπορεί να συμβούν
διατμητικές παραμορφώσεις οπότε
οι ενεργές τάσεις μεταβάλλονται.

0=ΔV

0≠εΔ

0=εΔ

0=ΔV

ταχεία φόρτιση θεμελίου
16



Μηχανική αλληλεπίδραση εδαφικών κόκκων - νερού

Τα φορτία που επιβάλλονται στο έδαφος
αναλαμβάνονται εν-μέρει από τον εδαφικό
σκελετό (κόκκοι) και εν-μέρει από το νερό των
πόρων

u+σ′=σ
Η μεταξύ τους αλληλεπίδραση μπορεί να
περιγραφεί με το εξής μοντέλο : 

Χρόνος από την επιβολή του κατακόρυφου φορτίου στο έμβολο

δύναμη στο ελατήριο

δύναμη στο νερό

ελατήριο = κόκκοι
νερό = νερό πόρων

Μηχανική αλληλεπίδραση εδαφικών κόκκων - νερού
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Χρόνος από την επιβολή του κατακόρυφου φορτίου στο έμβολο

ελατήριο = κόκκοι
νερό = νερό πόρων

• Το φορτίο αρχικώς αναλαμβάνεται από το νερό των πόρων χωρίς συμπίεση
του εδάφους : Δu = Δσ , ενώ Δσ’ = 0 ,   (αφού:  Δu = Δσ - Δσ’ ) .

• Βαθμιαία, το φορτίο μεταφέρεται στον εδαφικό σκελετό (κόκκους) και το
έδαφος συμπιέζεται : Μείωση του Δu και ισόποση αύξηση του Δσ’ .

• Η παραμόρφωση του εδάφους είναι χρονικά εξελισσόμενη. Το φαινόμενο
είναι πιό έντονο στα λεπτόκοκκα εδάφη λόγω δυσχέρειας του νερού να
διαφύγει διαμέσου των λεπτών πόρων.

Το φαινόμενο αυτό λέγεται στερεοποίηση του εδάφους.

Μηχανική αλληλεπίδραση εδαφικών κόκκων - νερού

ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΑΣΕΩΝ-ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ ΤΩΝ ΕΔΑΦΙΚΩΝ ΥΛΙΚΩΝ

Παράδειγμα : Φόρτιση σε μοναξονική θλίψη

• Στα αρχικά στάδια της φόρτισης, όλα τα υλικά παρουσιάζουν γραμμικώς
ελαστική συμπεριφορά

• Σε μεγαλύτερες τάσεις η συμπεριφορά γίνεται μή-γραμμική (διαρροή), και
τελικώς ορισμένοι συνδυασμοί τάσεων οδηγούν σε αστοχία

18



ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΑΣΕΩΝ-ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ ΤΩΝ ΕΔΑΦΙΚΩΝ ΥΛΙΚΩΝ

Παράδειγμα : Φόρτιση σε μοναξονική θλίψη

• Οι σχέσεις μεταξύ των τάσεων και των αντίστοιχων παραμορφώσεων
ονομάζονται καταστατικοί νόμοι

• Στα εδαφικά υλικά, παραμορφώσεις (Δεij ) προκαλούνται από μεταβολές
των ενεργών τάσεων (Δσ’kl )

Συνεπώς, στα εδαφικά υλικά οι καταστατικοί νόμοι συνδέουν :

Παραμορφώσεις (Δεij ) με μεταβολές των ενεργών τάσεων (Δσ’kl )

ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΑΣΕΩΝ-ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ ΤΩΝ ΕΔΑΦΙΚΩΝ ΥΛΙΚΩΝ

Παράδειγμα : Φόρτιση σε μοναξονική θλίψη

• Ο απλούστερος καταστατικός νόμος είναι η
γραμμική, ισότροπη ελαστικότητα (ΓΙΕ)
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ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΑΣΕΩΝ-ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ ΤΩΝ ΕΔΑΦΙΚΩΝ ΥΛΙΚΩΝ

Γραμμική Ισότροπη Ελαστικότητα

Στην γραμμική, ισότροπη ελαστικότητα οι σχέσεις μεταξύ των μεταβολών
των ενεργών τάσεων και των αντίστοιχων παραμορφώσεων
περιλαμβάνουν δύο σταθερές :

Ε = μέτρο ελαστικότητας ν = λόγος του Poisson

( )[ ]zzyyxxxx E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]zzxxyyyy E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]yyxxzzzz E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

xyxy G
τΔ=γΔ

1

( )ν+=
12

E
Gόπου : ijij σ′Δ≡τΔ ijij εΔ≡γΔ 2

yzyz G
τΔ=γΔ

1

xzxz G
τΔ=γΔ

1

Γραμμική Ισότροπη Ελαστικότητα (ΓΙΕ)

( )[ ]zzyyxxxx E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]zzxxyyyy E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]yyxxzzzz E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

xyxy G
τΔ=γΔ

1

Παρατηρήσεις :
• Οταν το έδαφος είναι ξηρό οι ενεργές τάσεις μπορούν να αντικατασταθούν
με τις ολικές (αφού οι πιέσεις πόρων είναι μηδέν), δηλαδή : Δσ’ij = Δσij

• Οι ορθές τάσεις σχετίζονται μόνον με τις ορθές παραμορφώσεις
• Οι διατμητικές τάσεις σχετίζονται μόνον με τις διατμητικές παραμορφώσεις

yzyz G
τΔ=γΔ

1

xzxz G
τΔ=γΔ

1

Πόρισμα :
Εάν το έδαφος φορτισθεί μόνον με διατμητικές τάσεις (π.χ. σεισμός) ο όγκος
του δεν μεταβάλλεται και συνεπώς δεν συμβαίνει καθίζηση της επιφάνειας.

Τούτο δεν επιβεβαιώνεται στην πράξη. Αρα (τουλάχιστον) κατά την
σεισμική φόρτιση το έδαφος δεν ακολουθεί την ΙΓΕ
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Γραμμική Ισότροπη Ελαστικότητα

( )[ ]zzyyxxxx E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]zzxxyyyy E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]yyxxzzzz E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

xyxy G
τΔ=γΔ

1

Παράγωγα μεγέθη των ελαστικών σταθερών ( Ε, ν ) :

yzyz G
τΔ=γΔ

1

xzxz G
τΔ=γΔ

1

Μέτρο διάτμησης :

Μέτρο μονοδιάστατης συμπίεσης :

Μέτρο ισότροπης συμπίεσης :

( )ν+=
12

E
G

( )
( )( )ν−ν+

ν−
=

211

1E
D

( )ν−
=

213

E
K

Εκφραση των καταστατικών σχέσεων της ΓΙΕ ως προς τις αναλλοίωτες

volKp εΔ=′Δ

qGq εΔ=Δ 3

321 εεεε Δ+Δ+Δ=Δ vol

( ) ( ) ( )[ ] 212
32

2
31

2
213

2 εεεεεεε Δ−Δ+Δ−Δ+Δ−Δ=Δ q

και :

( )3213

1 σσσ ′Δ+′Δ+′Δ=′Δp

( ) ( ) ( )[ ] 2
1

2
13

2
32

2
21

2

1 σσσσσσ Δ−Δ+Δ−Δ+Δ−Δ=Δq

όπου :

Οι καταστατικές σχέσεις της ΓΙΕ δίνουν :
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Γραμμική Ισότροπη Ελαστικότητα

Καταστατικές σχέσεις τάσεων – παραμορφώσεων σε μητρωική μορφή : σΔ:SΔε ′=
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Προσοχή : για ν = 0.5 το S δεν αντιστρέφεται
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Γραμμική Ισότροπη Ελαστικότητα

( )[ ]zzyyxxxx E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]zzxxyyyy E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]yyxxzzzz E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

xyxy G
τΔ=γΔ

1

yzyz G
τΔ=γΔ

1

xzxz G
τΔ=γΔ

1

Ογκομετρική παραμόρφωση : zzyyxxvol εΔ+εΔ+εΔ≡εΔ
Με άθροιση των ορθών παραμορφώσεων προκύπτει :

( ) ( ) u
KKK zzyyxxzzyyxxvol Δ−Δ+Δ+Δ=′Δ+′Δ+′Δ=Δ
1

3

1

3

1 σσσσσσε

Πόρισμα : Στην ΓΙΕ, κατά την αστράγγιστη φόρτιση εδαφών

( Δεvol=0 ), η πίεση πόρων μεταβάλλεται κατά :

( )zzyyxxu σΔ+σΔ+σΔ=Δ
3

1

)( uijij Δ−Δ=′Δ σσ
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Γραμμική Ισότροπη Ελαστικότητα (ΓΙΕ) και πιέσεις πόρων

Πορίσματα :
Σύμφωνα με την ΓΙΕ, εάν το έδαφος φορτισθεί μόνον με διατμητικές τάσεις (π.χ. 
σεισμός) :

1. Ο όγκος του δεν μεταβάλλεται και συνεπώς δεν συμβαίνει καθίζηση της επιφάνειας
2. Δεν παρατηρούνται μεταβολές των υδατικών πιέσεων πόρων

Κατά την αστράγγιστη φόρτιση εδαφών ( Δεvol=0 ), η πίεση πόρων μεταβάλλεται
κατά :

( ) pu zzyyxx Δ=Δ+Δ+Δ=Δ σσσ
3

1

Και τα δύο ανωτέρω πορίσματα δεν επιβεβαιώνονται στην πράξη. Αρα (τουλάχιστον) 
κατά την σεισμική φόρτιση το έδαφος δεν ακολουθεί την ΓΙΕ

• Η ανάπτυξη των ανωτέρω υπερπιέσεων πόρων οφείλεται στην απαίτηση μηδενικής
μεταβολής του όγκου του εδάφους

• Οι υπερπιέσεις πόρων βαθμιαία εκτονώνονται με συνέπεια την μεταβολή των
ενεργών τάσεων και χρονικά εξελισσόμενες παραμορφώσεις (στερεοποίηση του
εδάφους)

Στα φυσικά εδάφη : qpu Δ+Δ=Δ α (συμμετοχή και των διατμητικών τάσεων Δq)

α = συντελεστής (όχι πάντα σταθερός)

Εκφραση των καταστατικών σχέσεων της
Γραμμικής Ισότροπης Ελαστικότητας ως προς τις ολικές τάσεις

1. Περίπτωση ξηρού εδάφους ή κορεσμένου εδάφους με πλήρη στράγγιση : 

ijij σ′Δ=σΔ και συνεπώς : 

( )[ ]zzyyxxxx E
σΔ+σΔν−σΔ=εΔ

1

( )[ ]zzxxyyyy E
σΔ+σΔν−σΔ=εΔ

1

( )[ ]yyxxzzzz E
σΔ+σΔν−σΔ=εΔ

1

xyxy G
τΔ=γΔ

1

yzyz G
τΔ=γΔ

1

xzxz G
τΔ=γΔ

1

Οι ανωτέρω σχέσεις ισχύουν και στην περίπτωση κορεσμένου εδάφους, όταν οι
συνθήκες φόρτισης είναι αρκετά αργές ώστε να επιτυγχάνεται πλήρης στράγγιση, 
δηλαδή φόρτιση χωρίς να αναπτύσσονται υπερπιέσεις πόρων: Δu=0.

Ισχύει : ενεργές τάσεις = ολικές τάσεις ⇒

( )ν+=
12

E
Gόπου : 
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1. Περίπτωση ξηρού εδάφους ή κορεσμένου εδάφους με πλήρη στράγγιση : 

Δσ:SΔε =Μητρωική έκφραση των σχέσεων τάσεων – παραμορφώσεων : 
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Εκφραση των καταστατικών σχέσεων της ΓΙΕ ως προς τις ολικές τάσεις

2. Περίπτωση κορεσμένου εδάφους υπό αστράγγιστες συνθήκες : 
( δηλαδή φόρτιση του εδάφους χωρίς μεταβολή του όγκου του )

uijij Δ−σΔ=σ′Δ ( )zzyyxxu σΔ+σΔ+σΔ=Δ
3

1
όπου : 

Αντικατάσταση στις σχέσεις ελαστικότητας : 

( )[ ]zzyyxxxx E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]zzxxyyyy E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]yyxxzzzz E
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Δίνει :

( )[ ]zzyyuxx
u

xx E
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( )[ ]zzxxuyy
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yy E
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( )[ ]yyxxuzz
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zz E
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όπου : ( ) G
E

Eu 3
12

3
=

+
=

ν 2

1
=νu

ijij G
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ijij G
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Εκφραση των καταστατικών σχέσεων της ΓΙΕ ως προς τις ολικές τάσεις

2. Περίπτωση κορεσμένου εδάφους υπό αστράγγιστες συνθήκες : 
( δηλαδή φόρτιση του εδάφους χωρίς μεταβολή του όγκου του )

Δσ:SΔε u=

Προσοχή :
Το μητρώο Su δεν αντιστρέφεται επειδή νu = 0.5.
Άρα συχνά τίθεται (κατά προσέγγιση) : ν = 0.495, οπότε με την αντιστροφή
προκύπτει: 
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Μητρωική έκφραση των σχέσεων τάσεων – παραμορφώσεων : 

Δε:CΔσ u= Το Cu έχει ίδια μορφή με το C , με ν = vu

Μή-γραμμικές σχέσεις τάσεων -παραμορφώσεων

2. Ημι-εμπειρικές

1. Βασισμένες στη θεωρία πλαστικότητας

Παράδειγμα : Υπερβολικό μοντέλο. Μονοδιάστατο μοντέλο μέσω των
αναλλοίωτων μεγεθών διατμητικής τάσης (q) και διατμητικής παραμόρφωσης (εq)

Περιγράφονται με μαθηματική σχέση της μορφής :
Tο μητρώο C δεν είναι σταθερό, αλλά εξαρτάται από τις τάσεις και άλλα μεγέθη
Ο προσδιορισμός του C αποτελεί αντικείμενο της θεωρίας πλαστικότητας

( )qq

q

E

q

a

a
q −
=

502
ε

Παράμετροι :

qa = αντοχή του υλικού

Ε50 = τέμνον μέτρο ελαστικότητας
στο 50% της αντοχής

Εur = μέτρο ελαστικότητας κατά την
αποφόρτιση - επαναφόρτιση

Δε:CσΔ =′

Παράδειγμα : Το μοντέλο Cam-Clay που βασίζεται στη θεωρία της κρίσιμης
κατάστασης των αργιλικών υλικών (βλέπε επόμενες διαλέξεις)
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Μή-γραμμικές σχέσεις τάσεων παραμορφώσεων
Ημι-εμπειρικές σχέσεις : Το υπερβολικό μοντέλο (Duncan & Chang, 1970)
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502
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1
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1

50

δηλαδή σχέση της μορφής (υπερβολή) : 
ε

ε
BA

q
+

=

Μή-γραμμικές σχέσεις τάσεων παραμορφώσεων
Ημι-εμπειρικές σχέσεις : Το υπερβολικό μοντέλο

Από την προηγούμενη σχέση προκύπτει (με διαφορισμό) 
η τιμή της εκάστοτε κλίσης της καμπύλης q – εq :

2

50 12 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

aq q

q
E

d

dq

ε

Αρχική κλίση : 502 E
d

dq

q

=
ε

Κλίση στο q = qa/2 : 502

1
E

d

dq

q

=
εΣχέση τάσεων – παραμορφώσεων :

Κατά τη φόρτιση (Δεq >0) :

Κατά την αποφόρτιση (Δεq <0) :

q
aq

q
Eq εΔ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ

2

50 12

qurEq εΔ=Δ

Δε:CΔσ =
Το μοντέλο μπορεί να γενικευθεί στις τρείς διαστάσεις ως
μοντέλο ολικών τάσεων για την αστράγγιστη φόρτιση εδαφών :

( )qq

q

E

q

a

a
q −
=

502
ε
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Περιγραφή της φόρτισης εδαφικού στοιχείου μέσω της διαδρομής των τάσεων

Παρακολούθηση της εξέλιξης του κύκλου Mohr μέσω της κίνησης της
κορυφής του :

Διαδρομή
τάσεων κατά την
τριαξονική θλίψη

Αρχικά σ1 = σ3 και στη
συνέχεια το σ1 αυξάνει
ενώ το σ3 παραμένει
σταθερό

Περιγραφή της φόρτισης εδαφικού στοιχείου μέσω της διαδρομής των τάσεων

( )312

1 σσ ′+′=′s

( ) ( )3131 2

1

2

1 σσσσ −=′−′==′ tt

Κύκλος ολικών και
ενεργών τάσεων

(απέχουν κατά την
πίεση πόρων - u)

κορυφή του
κύκλου Mohr

Κύκλος
ολικών
τάσεων

Κύκλος
ενεργών
τάσεων

u
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Τυπικοί τρόποι φόρτισης του εδάφους

1.  Ισότροπη θλίψη (σ1 = σ2 = σ3 )
Διαδρομή τάσεων

czzyyxx E
σ′Δ

ν−
=εΔ=εΔ=εΔ

21

czzyyxx σ′Δ=σ′Δ=σ′Δ=σ′Δ

0=γΔ=γΔ=γΔ xzyzxy

cvol K
σ′Δ=εΔ

1
όπου : ( )ν−

=
213

E
K Μέτρο ισότροπης

συμπίεσης

y

2.  Μονοδιάστατη θλίψη

Τυπικοί τρόποι φόρτισης του εδάφους

(σ2 = σ3 = 0 )

Διαδρομή τάσεων

yyyy E
σ′Δ=εΔ

1

0=γΔ=γΔ=γΔ xzyzxy

yyvol K
σ′Δ=εΔ

3

1
όπου :

( )ν−
=

213

E
K Μέτρο ισότροπης

συμπίεσης

y

yyzzxx E
σ′Δ

ν
−=εΔ=εΔ
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3.  Μονοδιάστατη παραμόρφωση (συνέχεια)

yyyy D
σ′Δ=εΔ

1

0=γΔ=γΔ=γΔ=εΔ=εΔ xzyzxyzzxx

όπου :
( )

( )( )ν−ν+
ν−

=
211

1E
D Μέτρο μονοδιάστατης

συμπίεσης

Διαδρομή τάσεων
y

yyzzxx σ′Δ
ν−

ν
=σ′Δ=σ′Δ

1

Λόγος μονοδιάστατης παραμόρφωσης :
yy

xx

v

h
oK

σ′Δ
σ′Δ

=
σ′Δ
σ′Δ

≡

και με θεώρηση ΓΙΕ :
ν−

ν
=

1oK

4.  Απλή διάτμηση

Τυπικοί τρόποι φόρτισης του εδάφους

0=σ′Δ=σ′Δ=σ′Δ zzyyxx

xyxy G γΔ=τΔ

0=τΔ=τΔ zxyz
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5.  Τριαξονική θλίψη

Τυπικοί τρόποι φόρτισης του εδάφους

5.  Τριαξονική θλίψη

Τυπικοί τρόποι φόρτισης του εδάφους
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5.  Τριαξονική θλίψη

Τυπικοί τρόποι φόρτισης του εδάφους

( )[ ]yyxxzzxx E
σ′Δν−σ′Δν−=εΔ=εΔ 1

1

[ ]xxyyyy E
σ′Δν−σ′Δ=εΔ 2

1

y

0=γΔ=γΔ=γΔ xzyzxy

Διαδρομή τάσεων

Αναλόγως του λόγου Δσ1/Δσ3

Δσ3 =0Δσ3 = - Δσ1

Τάσεις και παραμορφώσεις του εδάφους λόγω επιβολής φορτίων

Λόγω των εξωτερικών φορτίων, στο έδαφος αναπτύσσονται πρόσθετες τάσεις
(Δσ) και πιέσεις πόρων (Δu) που προκαλούν παραμορφώσεις (Δε)

Το θεμελιώδες πρόβλημα :
Ο προσδιορισμός των παραμορφώσεων, μετακινήσεων και τάσεων που
προκαλούνται στο έδαφος λόγω των εξωτερικών φορτίων
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Οι αναπτυσσόμενες τάσεις (Δσ) δεν εξαρτώνται μόνον από τη φόρτιση
αλλά και από τις σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων του εδάφους (σ-ε)

Αρα : το πρόβλημα του προσδιορισμού των παραμορφώσεων δεν
μπορεί να επιλυθεί μέσω της απλής διαδικασίας :

P     ->    (Δσ, Δu)     ->    Δε

Τάσεις και παραμορφώσεις του εδάφους λόγω επιβολής φορτίων

Ο προσδιορισμός των παραμορφώσεων του εδάφους συνήθως απαιτεί τη λύση ενός
σύνθετου προβλήματος συνοριακών τιμών με μερικές παραγώγους

1. Διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας :

0ˆ =+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x
xzxyxx f

zyx

σσσ

0ˆ =+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
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y
yzyyyx f

zyx

σσσ

0ˆ =+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
zzzyzx f

zyx

σσσ

2. Σχέσεις μεταξύ ενεργών τάσεων και πιέσεων πόρων :

ijijij uδ+σ′=σ

ή :

ή : Iσσ u+′=

0fσ =+∇⋅ ˆ (1)

(2)

Με αντικατάσταση της (2) στην (1) : 0fσ =+∇+∇⋅′ ˆu

Αγνωστοι : σ΄ και u (ενεργές τάσεις και πίεση πόρων)
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3. Καταστατικές σχέσεις ενεργών τάσεων - παραμορφώσεων :

klijklij C εΔ=σ′Δ όπου : ( )
oijijij σ′−σ′≡σ′Δ

Παράδειγμα στην περίπτωση Γραμμικής Ισότροπης Ελαστικότητας:

4. Σχέσεις παραμορφώσεων - μετακινήσεων :
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5. Διατήρηση της μάζας του ρευστού των πόρων (προσδιορισμός της
πίεσης των πόρων) :

( ) ( ) 0=
∂
∂

+⋅∇ ηρρ ww S
t

v

Αρχή διατηρήσεως της μάζας του ρευστού που πληρεί τους εδαφικούς πόρους :

Η καθαρή εισροή νερού σε ένα εδαφικό όγκο ισούται με τον ρυθμό μεταβολής του
νερού εντός του όγκου αυτού :

ρw = πυκνότητα του ρευστού των πόρων
v = ανηγμένη ταχύτητα του ρευστού (στη συνολική επιφάνεια – όχι το εμβαδόν των πόρων)

S = βαθμός κορεσμού
η = πορώδες
εvol = ογκομετρική παραμόρφωση

Για κορεσμένο έδαφος (S=1) και ασυμπίεστο ομοιογενές ρευστό (ρw=ct) :

t
vol

∂
∂

−=⋅∇
εη)1(v (1)

vq wρ=

Μάζα νερού εντός μοναδιαίου όγκου : ηρww Sm =
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5. Σχέσεις προσδιορισμού της πίεσης των πόρων (u) :

γw = ειδικό βάρος του ρευστού των πόρων
v = ανηγμένη ταχύτητα του ρευστού (στη συνολική επιφάνεια – όχι το εμβαδόν των πόρων)

k = τανυστής διαπερατότητας. Για σταθερή διαπερατότητα (k) : k = k I
h = πιεζομετρική στάθμη
hs = πιεζομετρική στάθμη στην υδροστατική κατάσταση ( = σταθερή)
us = υδροστατική πίεση πόρων
u = πίεση πόρων

h∇⋅−= kvΚαταστατική σχέση ροής (νόμος Darcy) :

w

u
zh

γ
+=Ορισμός της πιεζομετρικής στάθμης (h) :

Στην υδροστατική κατάσταση : h = hs = ct ⇒ zuh wss ∇−=∇⇒=∇ γ0

Οπότε : ( )s
w

uuh −∇=∇
γ
1

(2)

(3)

Οι σχέσεις (1), (2), (3) δίνουν για k = ct : 0)1(2 =
∂

∂
−+∇

tk
u volw εηγ

w

s
s

u
zh

γ
+=

5. Σχέσεις προσδιορισμού της πίεσης των πόρων (u) :

0)1(2 =
∂

∂
−+∇

tk
u volw εηγ

Η διαφορική εξίσωση διατήρησης της μάζας δεν μπορεί να επιλυθεί ως προς την
πίεση πόρων (u) επειδή είναι συζευγμένη με τις εδαφικές παραμορφώσεις (εvol). 
Συνεπώς, απαιτείται η επίλυση των τεσσάρων εξισώσεων (τρείς εξισώσεις
ισορροπίας και μία εξίσωση διατήρησης της μάζας) για τον προσδιορισμό των τριών
μετακινήσεων (ux, uy, uz) και της πίεσης πόρων (u).

Συνοριακές συνθήκες :

(α) Τάσεων ή/και μετακινήσεων στο σύνορο : 

(β) Πιέσεων πόρων ή/και παροχών στο σύνορο :

Η επίλυση του συνδυασμού των ανωτέρω σχέσεων απαιτεί προηγμένες
αριθμητικές μεθόδους (π.χ. πεπερασμένα στοιχεία)

Σε ορισμένες περιπτώσεις απλής γεωμετρίας και φόρτισης και με την παραδοχή
γραμμικής ελαστικότητας υπάρχουν αναλυτικές λύσεις

uu ˆ=ή :Tσn ˆ=⋅

uu ˆ= ή : nwn vρq ˆˆ ==⋅qn

Εξισώσεις ισορροπίας : 0fσ =+∇+∇⋅′ ˆu
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5. Σχέσεις προσδιορισμού της πίεσης των πόρων (u) :

1. Εάν θεωρηθεί ότι ο εδαφικός σκελετός είναι απαραμόρφωτος (εvol = 0) ή ότι η
ροή είναι μόνιμη (∂ / ∂t = 0) : 

02 =∇ u

Ειδικές περιπτώσεις :

Αυτή η διαφορική εξίσωση (εξίσωση Laplace) μπορεί να επιλυθεί ώστε να
υπολογισθεί η πίεση πόρων (u). Στη συνέχεια, επιλύονται (ανεξάρτητα) οι
εξισώσεις ισορροπίας για τον προσδιορισμό των μετακινήσεων, παραμορφώσεων
και τάσεων.

2. Μονοδιάστατη στερεοποίηση με σταθερή ολική τάση (σ = ct) - Θεωρία Terzaghi : 

t

u

Dt
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tDtDtt
vol
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∂ 111 σσεε
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u volw εηγ

Οπότε, η εξίσωση διατηρήσεως της μάζας δίνει :

⇒
∂
∂

−=
∂
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t

u

Dkz

u w )1(
2

2

ηγ
t

u

z

u
c

∂
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2

2

όπου :
)1( ηγ −

=
w

Dk
c

Εξίσωση διάχυσης, c = συντελεστής στερεοποίησης

2. Μονοδιάστατη στερεοποίηση με σταθερή ολική τάση (θεωρία Terzaghi) : 

t

u

z

u
c

∂
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=
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2
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u
zh

γ
+=

h
Δu
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Υπολογισμός της χρονικής εξέλιξης των καθιζήσεων στερεοποιήσεως (ρc) :

( ) ( ) ( )∞== ttUt cc ρρ ( ) =∞=tcρ συνολική καθίζηση στερεοποιήσεως

( ) =tcρ καθίζηση την χρονική στιγμή t

( ) =tU συντελεστής στερεοποιήσεως

Παράδειγμα : Φόρτιση σε μοναξονική θλίψη

• Στα αρχικά στάδια της φόρτισης, όλα τα υλικά παρουσιάζουν γραμμικώς
ελαστική συμπεριφορά

• Σε μεγαλύτερες τάσεις η συμπεριφορά γίνεται μή-γραμμική (διαρροή), και
τελικώς ορισμένοι συνδυασμοί τάσεων οδηγούν σε αστοχία

Διατμητική αντοχή του εδάφους

Αστοχία : Η κατάσταση κατά την οποία το έδαφος έχει φθάσει την αντοχή του
και δεν μπορεί να αναλάβει πρόσθετα φορτία (δηλαδή δεν μπορεί να
αναλάβει μεγαλύτερες τάσεις)

αστοχία χαλάρωση
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• Η καμπύλη τff = f(σff ) είναι ιδιότητα του υλικού και ονομάζεται
περιβάλλουσα αστοχίας

• Τα κριτήρια αστοχίας καθορίζουν το σχήμα και την θέση της
περιβάλλουσας αστοχίας για κάθε υλικό

• Το κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb ορίζει ως περιβάλλουσα
αστοχίας την ευθεία γραμμή : ϕσ+=τ tanc
που ορίζεται από δύο παραμέτρους : c = συνοχή ,  φ = γωνία τριβής

ϕσ+=τ tanc

Α: δεν αστοχεί Β: αδύνατος

κύκλος
αστοχίας

Διατμητική αντοχή του εδάφους

Κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb

Το κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb δεν εξαρτάται από την

ενδιάμεση κύρια τάση σ2

σ1
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Κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb

1. Ενα εδαφικό στοιχείο αστοχεί αν ο κύκλος Mohr εφάπτεται στην
περιβάλλουσα αστοχίας :

2. Το επίπεδο αστοχίας αντιστοιχεί στο σημείο επαφής του κύκλου με
την περιβάλλουσα αστοχίας

ϕσ+=τ tanc

Ζεύγος επιπέδων αστοχίας κατά το κριτήριο Mohr-Coulomb

Κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb

1. Ενα εδαφικό στοιχείο αστοχεί αν ο κύκλος Mohr εφάπτεται στην
περιβάλλουσα αστοχίας

2. Το επίπεδο αστοχίας αντιστοιχεί στο σημείο επαφής του κύκλου με την
περιβάλλουσα αστοχίας

Το επίπεδο αστοχίας σχηματίζει γωνία 45+φ/2 με το επίπεδο της σ1
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Προσδιορισμός της
περιβάλλουσας
αστοχίας με την
τριαξονική δοκιμή

Προσδιορισμός της περιβάλλουσας αστοχίας με την τριαξονική δοκιμή

1. Επιβολή ομοιόμορφης
πίεσης

2. Αύξηση της κατακόρυφης τάσης μέχρι
την αστοχία του δοκιμίου

Αναλόγως των συνθηκών στράγγισης, μπορεί να μεταβάλλεται η πίεση
πόρων (u) κατά τη διάρκεια της δοκιμής
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Προσδιορισμός της περιβάλλουσας αστοχίας με την τριαξονική δοκιμή

Μία δοκιμή δεν αρκεί για τον προσδιορισμό της περιβάλλουσας, εκτός
εάν το υλικό δεν έχει συνοχή (π.χ. άμμος)

Εάν το υλικό δεν έχει συνοχή (c=0) :

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

+=
σ′
σ′

⇒
ϕ

+=α∧ϕσ′=τ
2

45tan
2

45tan 2

3

1

f

f
ffff

Προσοχή :
Το κριτήριο αστοχίας εκφράζεται ως προς τις ενεργές τάσεις

f3σ′ f1σ′

Προσδιορισμός της περιβάλλουσας αστοχίας με την τριαξονική δοκιμή

Εάν το υλικό έχει και συνοχή, απαιτούνται τουλάχιστον δύο δοκιμές, για να
προσδιορισθεί η κοινή εφαπτομένη στους δύο κύκλους Mohr κατά την αστοχία

Εάν το υλικό έχει και συνοχή :

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

+σ′=σ′
2

45tan2
2

45tan2
31 cff

f3σ′ f1σ′

f3σ′
f1σ′
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f3σ′ f1σ′

Περιβάλλουσα αστοχίας
Mohr - Coulomb

Σε χώρο ορθής και
διατμητικής τάσης (σ’ , τ)

Σε χώρο κυρίων τάσεων
(σ’1 , σ’2, σ’3)

Παρατήρηση :

Κατά το κριτήριο αστοχίας Mohr-
Coulomb, δεν μπορεί να συμβεί
αστοχία του υλικού σε φόρτιση
ισότροπης συμπίεσης ή για
φορτίσεις με κυρίως συμπιεστική
συνιστώσα (δηλαδή με σχετικώς
μικρή διατμητική συνιστώσα)

Το κριτήριο αστοχίας εκφράζεται ως προς τις ενεργές τάσεις :

Περίπτωση θετικής πίεσης πόρων :

Εάν με την πάροδο του χρόνου μειωθεί η πίεση
πόρων, αυξάνει η ασφάλεια έναντι αστοχίας

Παράδειγμα : Αύξηση της αντοχής εμπηγνυόμενων
πασσάλων με την πάροδο του χρόνου
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Το κριτήριο αστοχίας εκφράζεται ως προς τις ενεργές τάσεις :

Περίπτωση
αρνητικής πίεσης
πόρων :

Εάν με την πάροδο
του χρόνου μειωθεί η
αρνητική πίεση
πόρων, μειώνεται η
ασφάλεια έναντι
αστοχίας

Παράδειγμα : Χρονική
υστέρηση της αστοχίας
πρανών ορυγμάτων σε
στιφρές αργίλους

Σύγκριση της αστοχίας δοκιμίων στην τριαξονική δοκιμή κατά την:
(1) στραγγισμένη φόρτιση και
(2) αστράγγιστη φόρτιση

Η αντοχή κατά την αστράγγιστη φόρτιση είναι πολύ μικρότερη

ΔΕΤ = Διαδρομή
Ενεργών Τάσεων
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Αλλα κριτήρια αστοχίας :

1. Κριτήριο μέγιστης διατμητικής τάσης (Tresca) :

σ1

2. Γενικευμένο κριτήριο μέγιστης διατμητικής τάσης (Mises) :

yq=− 31 σσ

( )312
1 σ−σ yq2

1

κριτήριο Tresca

( ) ( ) ( ) 22
31

2
32

2
21

2 22 yqq =−+−+−≡ σσσσσσ

Mohr

Στα ανωτέρω κριτήρια, η αστοχία δεν εξαρτάται από την ορθή τάση (σ), δηλαδή τα
κριτήρια αυτά δεν έχουν τα χαρακτηριστικά του νόμου τριβής. Συνεπώς δεν
εφαρμόζονται σε αναλύσεις εδαφών με ενεργές τάσεις. Μπορούν όμως να
εφαρμοσθούν σε αναλύσεις εδαφών υπό αστράγγιστες συνθήκες (τύπου φ=0)

Περιγραφή του κριτηρίου Mohr – Coulomb 
στον χώρο των κυρίων τάσεων :

Αλλα κριτήρια αστοχίας :

2. Κριτήριο Mises (για αστράγγιστη φόρτιση) : 3. Κριτήριο Drucker - Prager :

yqq =

ba +′=′ 31 σσ

BqpA =+′

Ακτίνα του κυλίνδρου : 2yqr =

Η παράμετρος qy ισούται με την αντοχή του

υλικού σε ανεμπόδιστη θλίψη

φ
φ

2tan43

tan3

+
=A

φ2tan43

3

+
=

c
B

1. Κριτήριο Mohr - Coulomb :

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
45tan2 φ

a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
45tan2

φ
cb
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ΔΙΑΛΕΞΗΔΙΑΛΕΞΗ 22

Θεωρία Κρίσιμης Κατάστασης Αργιλικών Εδαφών

Θεματολογία

1. Ισότροπη και μονοδιάστατη συμπίεση

2. Τριαξονική θλίψη – Διαδρομές ολικών και ενεργών τάσεων

3. Παρουσίαση των διαδρομών τάσεων σε χώρο p’ – q – v

4. Επιφάνεια Roscoe για κανονικά στερεοποιημένες αργίλους

5. Επιφάνεια Hvorslev για υπερ-στεροποιημένες αργίλους
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Ισότροπη συμπίεση

cc u σσσσ Δ=′Δ⇒−=′

ctuu o ==

Ισότροπη αύξηση της πίεσης (σc) με σταθερή πίεση πόρων (u) - ελεύθερη στράγγιση

Καμπύλη ογκομετρικής συμπίεσης και
αποσυμπίεσης

Σε πλήρως κορεσμένο έδαφος, η μεταβολή του
όγκου (ΔV) ισούται με τον όγκο του

αποβαλλόμενου ή εισροφούμενου νερού (ΔVw)

ΔVw = ΔV

ΔVc

ΔVs

Μονοδιάστατη συμπίεση : πειραματικά αποτελέσματα

Γραμμική κλίμακα της ενεργού τάσης
στερεοποίησης

Λογαριθμική κλίμακα της ενεργού τάσης
στερεοποίησης

(οι καμπύλες προσεγίζουν ευθείες)
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1. Ισότροπη συμπίεση
Καμπύλη ισότροπης συμπίεσης (AC) :

pNv ′−= lnλ

oc up

ev

−=′
+=
σ

1

vm

(p’ , v)

Παράμετροι ισότροπης συμπίεσης :

Ν = τιμή του v = 1+e για p’ = 1 kPa

λ = κλίση της καμπύλης σε ημι-
λογαριθμική κλίμακα

2. Ισότροπη αποφόρτιση

Καμπύλες ισότροπης αποφόρτισης –
επαναφόρτισης από πίεση p’m (BD) :

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−=
m

m p

p
vv lnκ

oc up

ev

−=′
+=
σ

1

vm

Οι καμπύλες ισότροπης αποφόρτισης είναι παράλληλες (με κλίση κ)

( )[ ] ppNv m ′−′−−= lnln κκλ

( p’m , vm )

(p’ , v)

ή : ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
′−−

=′
κλ
κ pvN

pm

ln
exp
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3. Μονοδιάστατη συμπίεση (συμπιεσόμετρο) :

Καμπύλη μονοδιάστατης συμπίεσης :

Καμπύλες μονοδιάστατης αποφόρτισης – επαναφόρτισης από μέση πίεση p’m :

pNv o ′−= lnλ

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−=
m

m p

p
vv lnκ

Οι καμπύλες μονοδιάστατης αποφόρτισης είναι παράλληλες μεταξύ τους (κλίση κ) και
παράλληλες με τις καμπύλες ισότροπης αποφόρτισης

( ) oup

ev

−+=′

+=

31 2
3

1

1

σσ

vm

(παράλληλη με καμπύλη ισότροπης συμπίεσης)

( )[ ] ppNv mo ′−′−−= lnln κκλ

Μονοδιάστατη
συμπίεση

Ισότροπη
συμπίεση

4. Κυλινδρική τριαξονική συμπίεση :

σc = σ2 = σ3

σ1
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4.1.  Τριαξονική θλίψη : Στραγγισμένη δοκιμή

Αρχικές συνθήκες :

σ10 = σ30 = 300 kPa ,  uo = 100 kPa

σ’10 = σ΄30 = 200 kPa

Στην αστοχία :

σ1f = 590 kPa , σ3f = σ30 = 300 kPa ⇒ σ1f – σ3f = 290 kPa

uf = uo = 100 kPa

σ’1f = 490 kPa , σ’3f = σ΄30 = 200 kPa

Κύκλος
ολικών
τάσεων

Κύκλος
ενεργών
τάσεων

uo

Αρχικές συνθήκες :

σ10 = σ30 = 300 kPa ,  uo = 100 kPa

σ’10 = σ΄30 = 200 kPa

Στην αστοχία :

σ1f = 398 kPa , σ3f = 300 kPa ⇒ σ1f – σ3f = 98 kPa

uf = 232 kPa

σ’1f = 166 kPa , σ’3f = 68 kPa ⇒ σ’1f – σ’3f = 98 kPa

4.2.  Τριαξονική θλίψη : Αστράγγιστη δοκιμή

Κύκλος
ολικών
τάσεων

Κύκλος
ενεργών
τάσεων

uo

uf
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Τριαξονικές διαδρομές σε διάφορους χώρους τάσεων

Διαδρομή ολικών τάσεων :

1 Στραγγισμένη δοκιμή

σ1f = 590 kPa , σ3f = 300 kPa

2 Αστράγγιστη δοκιμή

σ1f = 398 kPa , σ3f = 300 kPa

Διαδρομή ενεργών τάσεων :
1’ Στραγγισμένη δοκιμή
σ’1f = 490 kPa , σ’3f = 200 kPa
uf = uo = 100 kPa

2’ Αστράγγιστη δοκιμή
σ’1f = 166 kPa , σ’3f = 68 kPa
uf = 232 kPa

1, 2

1’

2’

uo

uo

σ10 = σ30 = 300 kPa

uo = 100 kPa

σ’10 = σ΄30 = 200 kPa

Τριαξονικές διαδρομές σε διάφορους χώρους τάσεων

( ) uss −=′+′=′ 312

1 σσ

( ) ( )3131 2

1

2

1 σσσσ −=′−′==′ tt

( )312

1 σσ +=s

Στραγγισμένη δοκιμή

Αστράγγιστη δοκιμή

Διαδρομές ολικών και
ενεργών τάσεων σε
χώρο (s, t) – (s’ , t’)

(κλίση 1 : 1 )

(κλίση 1 : 1 )

uo

uf

uo
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Τριαξονικές διαδρομές σε διάφορους χώρους τάσεων

( ) ( )3131 σσσσ −=′−′==′ qq

( )31 2
3

1 σσ +=p

Στραγγισμένη δοκιμή

Αστράγγιστη δοκιμή

Διαδρομές ολικών και
ενεργών τάσεων σε
χώρο (p, q) – (p’ , q’)

( ) upp −=′+′=′ 31 2
3

1 σσ

(κλίση 3 : 1 )

(κλίση 3 : 1 )

uo

uf

uo

Διαδρομές ολικών και ενεργών τάσεων
σε χώρο (p, q) – (p’ , q’)

Καμπύλες :
τάσης - παραμόρφωσης (q – ε1)
και ογκομετρικής – αξονική
παραμόρφωση (εvol – ε1)

(κλίση 3 : 1 ) uo

Τριαξονικές διαδρομές σε διάφορους χώρους τάσεων : Στραγγισμένη δοκιμή

Κανονικά στερεοποιημένη άργιλος
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Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο v – p’ - q :
Στραγγισμένη δοκιμή σε κανονικά
στερεοποιημένη άργιλο

v = 1 + e

( )ov eee +−= 10 ε

εv = ογκομετρική παραμόρφωση

Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο v – p’ - q : Στραγγισμένες δοκιμές σε
κανονικά στερεοποιημένη άργιλο

Τρείς δοκιμές με αύξουσα τάση ισότροπης στερεοποίησης (p’o)

Κανονικοποίηση διαγράμματος τάσης –
παραμόρφωσης ως προς την τάση ισότροπης

στερεοποίησης (p’o)

Οι κανονικοποιημένες καμπύλες ταυτίζονται
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Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο v – p’ - q : Στραγγισμένες δοκιμές σε
κανονικά στερεοποιημένη άργιλο

p’

p’A1 = a

p’A2 = 2a

p’A3 = 3a

εα = αξονική παραμόρφωση

(1)

(2)

(3)

(1) (2) (3)

Critical 
state line

Critical 
state line

Τρείς δοκιμές με αύξουσα τάση
ισότροπης στερεοποίησης (p’o)

εv = ογκομετρική παραμόρφωση

Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο v – p’ - q : Στραγγισμένη δοκιμή σε
υπερστερεοποιημένη άργιλο (OCR = 24)

v = 1 + e ( )ov eee +−= 10 ε

εv = ογκομετρική παραμόρφωση
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Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο
v – p’ - q : Στραγγισμένες δοκιμές
σε υπερστερεοποιημένη άργιλο

Καμπύλη ισότροπης
συμπίεσης και αποφόρτισης

v

p’

5 : κανονικά στερεοποιημένη

4, 3, 2, 1 : υπερστερεοποιημένη με
αύξοντα συντελεστή
υπερστερεοποίησης OCR

Τριαξονικές διαδρομές σε διάφορους χώρους τάσεων : Αστράγγιστη δοκιμή

Διαδρομές ολικών και ενεργών τάσεων
σε χώρο (p, q) – (p’ , q’)

Καμπύλες τάσης - παραμόρφωσης (q – ε1)
και

πίεσης πόρων – παραμόρφωσης (u – ε1)

(κλίση 3 : 1 )

Δu uo

uo = 100 kPa

Δu

Κανονικά στερεοποιημένη άργιλος
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Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο v – p’ - q : Αστράγγιστη δοκιμή σε κανονικά
στερεοποιημένη άργιλο

Δuf

Δuf

Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο v – p’ - q :
Αστράγγιστες δοκιμές σε κανονικά στερεοποιημένη άργιλο

p’e1 = a

p’e2= 2a

p’e3 = 3a

εα = αξονική παραμόρφωση

(1)

(2)

(3)

Τρείς δοκιμές με αύξουσα τάση ισότροπης στερεοποίησης (p’e )

Κανονικοποίηση διαγράμματος τάσης –
παραμόρφωσης ως προς την τάση
ισότροπης στερεοποίησης (p’e )

Οι κανονικοποιημένες καμπύλες ταυτίζονται
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Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο v – p’ - q : Αστράγγιστες δοκιμές σε
κανονικά στερεοποιημένη άργιλο

p’A1 = a

p’A2 = 2a

p’A3 = 3a

Critical 
state line

Critical 
state line

Τρείς δοκιμές με αύξουσα τάση
ισότροπης στερεοποίησης

Τριαξονικές διαδρομές σε χώρο v – p’ - q :
Αστράγγιστη δοκιμή σε υπερστερεοποιημένη άργιλο (OCR = 24)
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Ενιαία Γραμμή Κρίσιμης Κατάστασης από στραγγισμένες και αστράγγιστες
δοκιμές σε μια κανονικά στερεοποιημένη άργιλο

στραγγισμένες
δοκιμές

αστράγγιστες
δοκιμές

Critical 
state line

Critical 
state line

Critical 
state line

Critical 
state line q = M p’

M = παράμετρος

q = M p’

Ενιαία Γραμμή Κρίσιμης
Κατάστασης

από στραγγισμένες και
αστράγγιστες δοκιμές σε
κανονικά στερεοποιημένα

δείγματα αργίλου

Πειραματικά δεδομένα από
άργιλο Weald (Parry, 1960)

M = q / p’ = 500 / 560 = 0.893

q = M p’

pv ′−Γ= lnλ

pNv ′−= lnλ

Σχέσεις ορισμού της Γραμμής
Κρίσιμης Κατάστασης :

pv ′−Γ= lnλ

pMq ′=
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Ενιαία Γραμμή Κρίσιμης Κατάστασης
από στραγγισμένες και αστράγγιστες δοκιμές σε κανονικά
στερεοποιημένα και υπερστερεοποιημένα δείγματα αργίλου

Σχέσεις ορισμού της Γραμμής Κρίσιμης Κατάστασης :

pv ′−Γ= lnλpMq ′=
Ευθεία στο επίπεδο :  v - ln p’Ευθεία στο επίπεδο :  q - p’

Παρουσίαση των διαδρομών τάσεων κανονικά στερεοποιημένων αργίλων
σε τριδιάστατο χώρο p’ – q - v

1. Αστράγγιστες δοκιμές
αστράγγιστες

δοκιμές

Critical 
state line

Critical 
state line

Β’
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2. Στραγγισμένες δοκιμέςστραγγισμένες
δοκιμές

Critical 
state line

Critical 
state line

Παρουσίαση των διαδρομών τάσεων κανονικά στερεοποιημένων αργίλων
σε τριδιάστατο χώρο p’ – q - v

Επιφάνεια Roscoe : Ενιαία επιφάνεια διαδρομών
τάσεων κανονικά στερεοποιημένων δειγμάτων (στραγ-
γισμένες και αστράγγιστες δοκιμές) σε χώρο p’ – q – v. 

Επιφάνεια
Roscoe

Τα σημεία τομής των διαδρομών
τάσεων στο επίπεδο p’ – q 

αντιστοιχούν στον ίδιο δείκτη πόρων
(και συνεπώς ίδιο v).

Παρουσίαση των διαδρομών τάσεων στραγγισμένων και αστράγγιστων δοκιμών
σε κανονικά στερεοποιημένες αργίλους σε τριδιάστατο χώρο p’ – q - v

Καμπύλες
ίδιου v
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2. Στραγγισμένες δοκιμές1. Αστράγγιστες δοκιμές

Επιφάνεια Roscoe : Όλες οι διαδρομές ενεργών τάσεων (δηλαδή από στραγγισμένες
και αστράγγιστες δοκιμές) κανονικά στερεοποιημένων αργίλων ανήκουν σε ενιαία
επιφάνεια στον χώρο p’ – q – v.

Επιφάνεια
Roscoe

Παρουσίαση των διαδρομών τάσεων κανονικά στερεοποιημένων αργίλων
σε τριδιάστατο χώρο p’ – q - v

Επιφάνεια Roscoe : Κανονικοποίηση των διαδρομών τάσεων αστράγγιστων δοκιμών
σε κανονικά στερεοποιημένα δείγματα με την ισότροπη τάση στερεοποίησης (p’e )

Προσδιορισμός της τάσης p’e για τυχαία
εντατική κατάσταση Α (τάση p’A , δείκτης vA ):

pNv ′−= lnλ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′
λ

A
e

vN
p exp δηλαδή : p’e = f(v)
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′
λ

vN
pe exp

Υπολογισμός της τάσης p’e που αντιστοιχεί σε μια τυχαία κατάσταση Α (p’,v) :

2. Μέσω της μέγιστης τάσης στερεοποίησης p’m:

Συσχέτιση της κατάστασης Α (p’, v) με την
κατάσταση (p’m , vm) που αντιστοιχεί στο σημείο
Μ (καμπύλη αποφόρτισης) :

( )[ ] ppNv m ′−′−−= lnln κκλ

λ
κ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

′=′
m

me p

p
pp

(1)

(2)

Συνδυασμός των (1) και (2) δίνει :

1. Μέσω του v :

( p’m , vm )

(p’, v)

p’e = f(v)

Παρατήρηση : Στις αστράγγιστες δοκιμές, το “v” παραμένει σταθερό και συνεπώς το p’e
παραμένει σταθερό. Στις στραγγισμένες δοκιμές, το “v” μεταβάλλεται και συνεπώς το p’e
μεταβάλλεται κατά την σχέση (1)

Κανονικοποίηση της διαδρομής τάσεων στραγγισμένης δοκιμής σε κανονικά
στερεοποιημένη άργιλο με την ισότροπη τάση στερεοποίησης (p’e )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′
λ

vN
pe exp

Παράδειγμα για άργιλο με : Ν = 3.25,  λ = 0.2

Στερεοποίηση σε τάση p’o = 400 kPa

Αρχικός δείκτης πόρων (μετά τη στερεοποίηση, 
και πριν την έναρξη της διάτμησης) : eo =1.052
⇒ vo = 1 + 1.052 = 2.052

( )⇒+−= ov eee 10 ε ( )vovv ε−= 1

Για εv = 4.7% = 0.047 ⇒ v = 1.956 ⇒ p’e = 646 kPa

p’ / p’e = 518 / 646 = 0.802
q / p’e = 355 / 646 = 0.550

σ’3 = σ’3ο = p’o = 400 kPa
Στη θέση όπου q = σ’1 - σ’3= 355 kPa ⇒
σ’1 = 755 kPa
p’ = (σ’1 +2 σ’3) / 3 = (755 + 2 x 400)/3 = 518 kPa
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Παρουσίαση των διαδρομών τάσεων κανονικά στερεοποιημένων αργίλων
σε τριδιάστατο χώρο p’ – q - v

Κανονικοποίηση των διαδρομών τάσεων δοκιμών σε κανονικά
στερεοποιημένη άργιλο με την ισότροπη τάση στερεοποίησης (p’e )

Πειραματικά αποτελέσματα αστράγγιστων, στραγγισμένων και p’=ct 
τριαξονικών δοκιμών σε κανονικά στερεοποιημένες αργίλους δείχνουν ότι
όλες οι κανονικοποιημένες καμπύλες ταυτίζονται σε μία : επιφάνεια Roscoe

Critical state line

q = M p’

M = παράμετρος της Γραμμής Κρίσιμης Κατάστασης

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′
λ

vN
pe exp

Παρουσίαση των διαδρομών τάσεων κανονικά στερεοποιημένων αργίλων
σε τριδιάστατο χώρο p’ – q - v

Αναλυτική περιγραφή της επιφάνειας Roscoe :

Ολες οι καμπύλες ταυτίζονται σε μία, με
εξίσωση έλλειψης (επιφάνεια Roscoe) :

( )
λ
κ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+

=
′
′

1

22

2

pqM

M

p

p

e

Critical state line

q = M p’

M = παράμετρος της Γραμμής Κρίσιμης
Κατάστασης

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′
λ

vN
pe exp

Roscoe surface
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( )
λ
κ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+

=
′
′

1

22

2

pqM

M

p

p

e

κ , λ = παράμετροι της καμπύλης
συμπίεσης και αποφόρτισης

Μ = q / p’ στην κρίσιμη κατάσταση
(παράμετρος της Γραμμής Κρίσιμης
Κατάστασης)

Αναλυτική περιγραφή της επιφάνειας Roscoe :

Αλλά : 

λ
κ

λ
κ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=
′
′

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

′=′
1

mem
me p

p

p

p

p

p
pp

Συνδυασμός των ανωτέρω σχέσεων δίνει : ( )22

2

pqM

M

p

p

m ′+
=

′
′

ή : ( ) 022 =′−′′− pppMq m

(Η επιφάνεια Roscoe είναι έλλειψη σε χώρο p’ – q)

Αναλυτική περιγραφή της επιφάνειας Roscoe :

(Η επιφάνεια Roscoe είναι έλλειψη σε χώρο p’ – q)

( p’m , vm )

(p’, v)

Μ = σταθερά (ιδιότητα του υλικού)

Η θέση και το μέγεθος της έλλειψης
μεταβάλλονται με το p’m. Η τιμή του p’m
αλλάζει κατά τη διάρκεια της φόρτισης επειδή
εξαρτάται από τα “p’ “ και “v” κατά τη σχέση :

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
′−−

=′
κλ
κ pvN

pm

ln
exp

To p’m ονομάζεται παράμετρος κράτυνσης

( ) 022 =′−′′− pppMq m
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Στην κρίσιμη κατάσταση :

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
′

=
′+′

′−′
=
′

=
2

13

2
3
1

3

1

3

1

31

31

σ
σ
σ
σ

σσ

σσ
p

q
M

Προσδιορισμός της παραμέτρου “M” της Γραμμής Κρίσιμης Κατάστασης :

Κατά το κριτήριο Mohr-Coulomb, στην αστοχία ισχύει για κανονικά
στερεοποιημένες αργίλους (οι οποίες, ως γνωστόν, δεν έχουν συνοχή) :

φ
φφ

σ
σ

sin1

sin1

2
45tan2

3

1

−
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

′
′

Συνδυασμός των ανωτέρω δίνει :
φ
φ

sin3

sin6

−
=M

Παράδειγμα : για φ=30ο ⇒ Μ = 1.20

(τριαξονική συμπίεση)

Η επιφάνεια Roscoe χωρίζει
τον χώρο q/p’e – p’/p’e :

Η καμπύλη ισότροπης συμπίεσης
χωρίζει τον χώρο p’ – v  :

Προσβάσιμες και μή προσβάσιμες καταστάσεις

Επιφάνεια
Roscoe

Προσβάσιμες είναι οι καταστάσεις δεξιά και κάτω
από την επιφάνεια Roscoe (χώρος p’ – q – v) και
αντιστοιχούν σε υπερ-στερεοποιημένες αργίλους

προσβάσιμες

προσβάσιμες

προσβάσιμες

μη-προσβάσιμες
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Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων
Στραγγισμένη δοκιμή σε υπερστερεοποιημένη άργιλο (OCR = 24)

v = 1 + e

( )vovv ε−= 1

εv = ογκομετρική παραμόρφωση

Στο F : Κορυφαία τιμή της αντοχής

(Failure)

Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων

Αποφόρτιση στον ίδιο
δείκτη πόρων με

αυξανόμενο συντελεστή
υπερστερεοποίησης

(OCR)

Η κανονικοποίηση έγινε με την τάση p’e (τάση
Hvorslev), η οποία εξαρτάται μόνον από τον

δείκτη πόρων (e) ή το v = 1+e

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′
λ

vN
pe exp

Αστράγγιστες δοκιμές σε
υπερστερεοποιημένη άργιλο (διάφορα OCR)
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Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων
Σημεία κορυφαίας τιμής της αντοχής (Failure) από στραγγισμένες και

αστράγγιστες τριαξονικές δοκιμές σε υπερστερεοποιημένη άργιλο Weald 
με διάφορες τιμές του OCR (Parry, 1960)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′
λ

vN
pe exp

Η κανονικοποίηση έγινε με την τάση p’e (τάση Hvorslev), η οποία
εξαρτάται μόνον από τον δείκτη πόρων (e) ή το v = 1+e

Επιφάνεια
Hvorslev

Επιφάνεια
Roscoe

Κλίση 3:1

Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων
Προσβάσιμες και μή-προσβάσιμες καταστάσεις στον κανονικοποιημένο

χώρο p’/p’e - q / p’e

προσβάσιμες

μή-προσβάσιμες

μή-προσβάσιμες

• Οι κανονικά στερεοποιημένες άργιλοι κινούνται στην επιφάνεια Roscoe.
• Οι υπερστερεοποιημένες άργιλοι κινούνται στην περιοχή των προσβάσιμων
καταστάσεων και έχουν κορυφαία αντοχή στην επιφάνεια Hvorslev.

65



Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων

Προσβάσιμες και μή-προσβάσιμες
καταστάσεις στον

κανονικοποιημένο χώρο
p’/p’e - q / p’e

Προσβάσιμες και μή-προσβάσιμες
καταστάσεις στον χώρο

p’ - q - v

Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′
λ

vN
pe exp

Επιφάνεια
Hvorslev

Επιφάνεια
Roscoe

Επιφάνεια Hvorslev :

( )ee pphgpq ′′+=′ ή : ph
vN

gq ′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
λ

exp

όπου “g” και “h”΄είναι σταθερές

Ευθεία των σημείων κορυφαίας αντοχής υπερστερεοποιημένων αργίλων

Γραμμή Κρίσιμης
Κατάστασης
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Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων

Επιφάνεια Hvorslev :

ph
vN

gq ′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
λ

exp

Γραμμή Κρίσιμης Κατάστασης (ΓΚΚ) :

pv ′−Γ= lnλpMq ′=

Αλλά η ΓΚΚ ανήκει στην επιφάνεια Hvorslev.

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ

−=
λ

N
hMg expΣυνεπώς :

Οπότε, η επιφάνεια Hvorslev γράφεται :

όπου :  h, M, Γ, λ είναι σταθερές (ιδιότητες του υλικού)

Γ, λ = παράμετροι της γραμμής Κ.Κ. σε χώρο v , p’

Μ = παράμετρος της γραμμής Κ.Κ. σε χώρο p’ , q

h = κλίση των ευθειών Hvorslev

( ) ph
v

hMq ′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ

−=
λ

exp

Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων

Επιφάνεια Hvorslev : ( ) ph
v

hMq ′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ

−=
λ

exp

Στο επίπεδο (p’, q), για κάθε τιμή του (v) αντιστοιχεί μια ευθεία Hvorslev

Δύο στραγγισμένες τριαξονικές
δοκιμές έχουν κορυφαία αντοχή που
(εν γένει) αντιστοιχεί σε διαφορετικές
ευθείες Hvorslev, αφού ο δείκτης
πόρων κατά την αστοχία τους
διαφέρει.

Πολλαπλές ευθείες Hvoslev
για διάφορες τιμές του “v”
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Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων

• Στην ελαστική περιοχή, p’= ct., επειδή e = ct, δηλαδή εvol = ct.

• Για μικρές τιμές του OCR οι διαδρομές τάσεων κινούνται επί της επιφάνειας
Roscoe

• Για μεγάλες τιμές του OCR οι διαδρομές τάσεων κινούνται επί της επιφάνειας
Hvorslev

• Όλες οι διαδρομές καταλήγουν στην Γραμμή Κρίσιμης Κατάστασης

Εξιδανικευμένες διαδρομές τάσεων υπερστερεοποιημένων αργίλων υπό αστράγγιστες
συνθήκες :

Συμπεριφορά υπερστερεοποιημένων αργίλων

Εξιδανικευμένες διαδρομές τάσεων υπερστερεοποιημένων αργίλων υπό
στραγγισμένες συνθήκες (Δq / Δp’ = 3 : 1)

Οι διαδρομές έχουν κορυφαία αντοχή στην κατάλληλη ευθεία Hvorslev (αναλόγως
του δείκτη πόρων) και καταλήγουν στη Γραμμή Κρίσιμης Κατάστασης

Στραγγισμένη διαδρομή : ΑΒΕ = ανιών κλάδος, Ε = κορυφαία αντοχή,
ΕC = κατιών κλάδος, C = κρίσιμη κατάσταση
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Στραγγισμένες και αστράγγιστες τριαξονικές δοκιμές σε
κανονικά στερεοποιημένες και υπερστερεοποιημένες αργίλους

Στραγγισμένες δοκιμές Αστράγγιστες δοκιμές

DF = κανονικά στερεοποιημένο
EHG = υπερστερεοποιημένο

AC = κανονικά στερεοποιημένο
BC = υπερστερεοποιημένο
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ΔΙΑΛΕΞΗΔΙΑΛΕΞΗ 33

Το Καταστατικό Προσομοίωμα Cam-Clay 

20.10.2006

ΕΠΟΠΤΙΚΟΕΠΟΠΤΙΚΟ ΥΛΙΚΟΥΛΙΚΟ ΔΙΑΛΕΞΕΩΝΔΙΑΛΕΞΕΩΝ ΤΟΥΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣΜΑΘΗΜΑΤΟΣ

«« ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ –– ΜέροςΜέρος 11 »»

99οο ΕξΕξ. . ΠΟΛΠΟΛ. . ΜΗΧΜΗΧ.  .  -- ΑκαδΑκαδ. . ΕτοςΕτος 20062006 -- 0707

• Τα καταστατικά προσομοιώματα περιγράφουν τις σχέσεις τάσεων –
παραμορφώσεων και, στην περίπτωση των εδαφών, τις σχέσεις ενεργών τάσεων
– παραμορφώσεων

• Συνήθως δίνονται με μορφή μικρών μεταβολών (incremental form) :

Καταστατικά προσομοιώματα εδαφικών υλικών

( )mklklijij hf ,,σεσ ′Δ=′Δ ή ( )hσΔεfσΔ ,, ′=′

Οι σχέσεις της γραμμικής ισότροπης ελαστικότητας αποτελούν την
απλούστερη περίπτωση καταστατικού προσομοιώματος :

( )[ ]zzyyxxxx E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]zzxxyyyy E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

( )[ ]yyxxzzzz E
σ′Δ+σ′Δν−σ′Δ=εΔ

1

xyxy G
τΔ=γΔ

1

yzyz G
τΔ=γΔ

1

xzxz G
τΔ=γΔ

1

όπου “hm” είναι μεταβλητές (εκτός των τάσεων) που περιγράφουν την κατάσταση
του υλικού (π.χ. η τάση υπερστερεοποίησης)
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Τύποι ανελαστικής συμπεριφοράς :

1. Απολύτως πλαστική (παραμόρφωση χωρίς μεταβολή της τάσης)

2. Κρατυνόμενη (παραμόρφωση με αύξηση της τάσης)

3. Χαλαρούμενη (παραμόρφωση με μείωση της τάσης)

Τα περισσότερα υλικά δεν είναι γραμμικώς ελαστικά, αλλά μετά από ένα αρχικό
γραμμικό κλάδο εμφανίζουν μή-γραμμική συμπεριφορά, δηλαδή εμφανίζουν
ανελαστικές (ή πλαστικές) παραμορφώσεις

Καταστατικά προσομοιώματα εδαφικών υλικών

Διαρροή : Η κατάσταση κατά την οποία το υλικό αρχίζει να εμφανίζει ανελαστικές
(πλαστικές) παραμορφώσεις

Αστοχία : Η κατάσταση κατά την οποία το υλικό έχει φθάσει τη μέγιστη τάση
(κορυφαία αντοχή)

Παραμένουσα αντοχή : η τελική (μειωμένη) αντοχή ενός χαλαρούμενου υλικού σε
πολύ μεγάλες παραμορφώσεις

• Σε υλικά με απολύτως πλαστική συμπεριφορά, η «διαρροή» και η «αστοχία»
ταυτίζονται

• Στα υπόλοιπα υλικά, η «διαρροή» συμβαίνει πριν την «αστοχία»

Καταστατικά προσομοιώματα εδαφικών υλικών
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Εξιδανικευμένα ελαστο-πλαστικά καταστατικά προσομοιώματα υλικών

Απαραμόρφωτο –
απολύτως πλαστικό

Ελαστικό – απολύτως
πλαστικό

Ελαστικό – κρατυνόμενο

διαρροή = αστοχία διαρροή = αστοχία

τάση
διαρροής

τάση
διαρροής τάση

διαρροής

διαρροή ≠ αστοχία

• Η τάση διαρροής συνήθως καθορίζεται με ένα
από τα κριτήρια διαρροής όπως τα κριτήρια
Mohr-Coulomb, Tresca, Mises, Drucker-Prager, 
Cam-Clay, κλπ

• Στην περίπτωση αυτή, οι ελαστικές καταστάσεις
βρίσκονται στο εσωτερικό της επιφάνειας ενώ οι
πλαστικές καταστάσεις (ή καταστάσεις διαρροής) 
βρίσκονται επί της επιφάνειας διαρροής Κριτήριο Mohr - Coulomb

Ελαστο-πλαστικά καταστατικά προσομοιώματα αργιλικών εδαφών

Ελαστική – κρατυνόμενη συμπεριφορά των αργίλων κατά την ισότροπη
και μονοδιάστατη συμπίεση

Καμπύλες δείκτη πόρων (e = v-1) 
ως προς τον λογάριθμο της
μέσης ενεργού τάσης (p’)

φόρτιση

αποφόρτιση -
επαναφόρτιση

Ελαστική – κρατυνόμενη συμπεριφορά

τάση

ογκομετρική
παραμόρφωση

ελαστική
φόρτιση

αποφόρτιση -
επαναφόρτιση

κράτυνση
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Normal 
compression line

AB = undrained loading with p’=constant
Yielding occurs at point B

Κατά τη θεωρία κρίσιμης κατάστασης των αργιλικών
εδαφών, οι ελαστικές καταστάσεις βρίσκονται στο
εσωτερικό της επιφάνειας Roscoe & Hvorslev, ενώ επί
της επιφάνειας Roscoe & Hvorslev βρίσκονται οι
καταστάσεις διαρροής

unloading

• Η κράτυνση του υλικού στον χώρο των τάσεων (p’, q) περιγράφεται μέσω της
μεγέθυνσης της επιφάνειας διαρροής.

• Κατά τη θεωρία κρίσιμης κατάστασης, το μέγεθος της επιφάνειας διαρροής
εξαρτάται από την τάση προστερεοποίησης (p’m) η οποία είναι συνάρτηση του
δείκτη πόρων (ή το v = 1+e).

• Συνεπώς, κατά την θεωρία Κρίσιμης Κατάστασης, η κατάσταση των αργιλικών
εδαφών μπορεί να περιγραφεί μονοσήμαντα μέσω των (p’, q, v).

Ελαστο-πλαστικά καταστατικά προσομοιώματα αργιλικών εδαφών

Ελαστική
συμπεριφορά

Δp’m

p’m

Χαρακτηριστικά κράτυνσης :

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=′⇒′−=
λ

λ vN
ppNv mm expln

Κανονικά και ισότροπα στερεοποιημένες άργιλοι :
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Σε τυχαίο σημείο της καμπύλης
τάσεων – παραμορφώσεων, η
παραμόρφωση (ε) αποτελείται
από μια ελαστική (ανακτήσιμη) 
συνιστώσα και μια πλαστική (μή-
ανακτήσιμη) συνιστώσα

pe εεε +=
Κατά την πολυδιάστατη
παραμόρφωση, η ανωτέρω σχέση
ισχύει τανυστικά (δηλαδή για όλες
τις συνιστώσες της
παραμόρφωσης) :

pe εεε +=

Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Θεωρία Πλαστικότητας

Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Θεωρία Πλαστικότητας

Τα μή-γραμμικά καταστατικά προσομοιώματα περιλαμβάνουν :

1. Κριτήριο (συνάρτηση) διαρροής – yield function :

• Καθορίζει το όριο των ελαστικών καταστάσεων σε
χώρο τάσεων. Ελαστικές είναι οι καταστάσεις εντός
της επιφάνειας διαρροής. Πλαστικές είναι οι
καταστάσεις επί της επιφάνειας διαρροής

• Κατά τη θεωρία Κρίσιμης Κατάστασης, η επιφάνεια
διαρροής των αργίλων είναι η επιφάνεια Roscoe & 
Hvorslev

Ελαστική
συμπεριφορά

0)( =′σf

0)( =′σf

0)( =′σf
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Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Θεωρία Πλαστικότητας
1. Κριτήριο (συνάρτηση) διαρροής – yield function :

Παράδειγμα : Καταστατικό προσομοίωμα Mohr-Coulomb

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′=′

24
tan2

24
tan2

31

φπφπσσ cή :

Συνάρτηση διαρροής :

0sin
2tan2

3131 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′+′

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′

⇒ φσσ
φ

σσ c

( ) 0)(
tan

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′+−=′ θ
φ

gp
c

qf σ

όπου : ( )
φθθ

φθ
sinsincos3

sin3

+
=g

Κατά την τριαξονική δοκιμή,

θ=30ο οπότε : g(θ) = 6 sinφ / (3+sinφ)

Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Θεωρία Πλαστικότητας

1. Κριτήριο (συνάρτηση) διαρροής – yield function :
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Ελαστική
συμπεριφορά

0)( =′σf

vm

( p’m , vm )
(p’ , v)

Κατά τη θεωρία κρίσιμης κατάστασης, η ελαστική συμπεριφορά περιγράφεται από
την καμπύλη αποφόρτισης – επαναφόρτισης : pvv ′−= lnκκ

Συνεπώς, κατά την ελαστική συμπεριφορά (δηλαδή στο εσωτερικό της επιφάνειας
διαρροής) η μεταβολή του (v) είναι :

p

p

vp

p
vv

o

e
vol

e

′
′Δ

=Δ⇒
′
′Δ

−=Δ=Δ
κεκ

Πόρισμα : Η αστράγγιστη φόρτιση ή αποφόρτιση (Δv=0)
στην ελαστική περιοχή (Δve = Δv) γίνεται υπό σταθερή
ενεργό τάση (Δp’=0), δηλαδή η διαδρομή των ενεργών
τάσεων σε χώρο (p’, q) είναι κατακόρυφη.

Επί της επιφάνειας διαρροής, Δp’≠0, επειδή (Δvp≠0) :

pe vvv Δ+Δ=Δ=0

Κριτήριο (συνάρτηση) διαρροής κατά τη θεωρία Κρίσιμης Κατάστασης (Roscoe) :

Ελαστική
συμπεριφορά

0)( =′σf

κ , λ = παράμετροι της καμπύλης συμπίεσης
και αποφόρτισης

Ν = παράμετρος της γραμμής ισότροπης
συμπίεσης

Μ = q / p’ στην κρίσιμη κατάσταση

v = 1+e

( ) ( ) 0;, 22 =′−′′−≡′ pppMqvqpf m

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
′−−

=′
κλ
κ pvN

pm

ln
expόπου :

vm

( p’m , vm )

(p’ , v)

(έλλειψη)
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Κριτήριο (συνάρτηση) διαρροής κατά τη θεωρία Κρίσιμης Κατάστασης (Hvorslev) :

Ελαστική
συμπεριφορά

0)( =′σf

όπου :  h, M, Γ, λ είναι σταθερές (ιδιότητες του υλικού)

h = παράμετρος ευθείας Hvorslev

Μ = q / p’ στην κρίσιμη κατάσταση

Γ = παράμετρος της γραμμής μονοδιάστατης συμπίεσης

λ = παράμετρος συμπιεστότητας

( ) ( ) 0exp;, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ

−−′−≡′
λ

v
hMphqvqpf

2. Κανόνας ροής – flow rule :

( ) PΔεp ΔΛ=
ΔεP = διάνυσμα (τανυστής) της
μεταβολής της πλαστικής
παραμόρφωσης

P = διάνυσμα (τανυστής) που καθορίζει
την διεύθυνση της μεταβολής της
πλαστικής παραμόρφωσης

(ΔΛ) = μέγεθος της μεταβολής της
πλαστικής παραμόρφωσης

Ο κανόνας ροής καθορίζει τη διεύθυνση του διανύσματος P. Συνήθως, 
το P θεωρείται κάθετο στην επιφάνεια διαρροής (f) - συσχετισμένος
κανόνας ροής - δηλαδή :

ΔεP

Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Θεωρία Πλαστικότητας

Καθορίζει τη σχέση μεταξύ των
συνιστωσών της μεταβολής της
πλαστικής παραμόρφωσης (ΔεΡ)

0)( =′σf

σ
P

′∂
∂

=
f
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Κανόνας ροής – υπολογισμός του μεγέθους της πλαστικής παραμόρφωσης (ΔΛ) :

• Το μέγεθος (ΔΛ) είναι τέτοιο ώστε εάν η μεταβολή της ενεργού τάσης γίνεται επί

της επιφάνειας διαρροής (δηλαδή κάθετα στο ∂ f/ ∂ σ΄) τότε ΔΛ = 0 :

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
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′∂

∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

′∂
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≡ Δq
q

f
pΔ

p

f

H

f

H
ΔΛ

11
σΔ:

σ

• Εκφραση του (ΔΛ) συναρτήσει της μεταβολής της παραμόρφωσης (Δε) :

(1)
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⎜
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−=−==′
σ

Δε:CΔεΔε:CΔε:CσΔ epeee f
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Οπότε (με χρήση της σχέσης (1) ) :
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qvol εε

σ
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σ

Δε:C:
σ

e

e

Το (Η) είναι το ελαστο-πλαστικό μέτρο και υπολογίζεται στα επόμενα

Κανόνας ροής κατά το καταστατικό μοντέλο Cam-Clay :

σ
P

′∂
∂

=
f

( ) ( ) 0;, 22 =′−′′+≡′ mpppMqvqpfΣυνάρτηση διαρρoής (Roscoe) :

( ) PΔεp ΔΛ= όπου :Συσχετισμένος κανόνας ροής :

Οπότε :

( ) ( ) ( ) ( )ΔΛ
p

q
pMΔΛppM

p

f
ΔΛΔε m

p
vol ⎟⎟
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∂
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( ) ( )ΔΛq
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q 2=
∂
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ΔεΡ

όπου : ΔεP
vol και ΔεP

q είναι οι
συνιστώσες της αύξησης της
πλαστικής παραμόρφωσης στους
άξονες p’ και q αντιστοίχως.
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3. Κανόνας κράτυνσης – hardening rule :

Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Θεωρία Πλαστικότητας

Ο κανόνας κράτυνσης περιγράφει τη μεταβολή της θέσης και του μεγέθους της
επιφάνειας διαρροής λόγω της πλαστικής παραμόρφωσης

Στο μοντέλο Cam-Clay, το μέγεθος της επιφάνειας διαρροής εξαρτάται από το p’m. 

Το p’m δεν μεταβάλλεται κατά την ελαστική φόρτιση (ή αποφόρτιση) του εδάφους, 
δηλαδή δεν μεταβάλλεται για διαδρομές τάσεων στο εσωτερικό της επιφάνειας
διαρροής.

Η μεταβολή (Δp’m) του p’m κατά την πλαστική παραμόρφωση υπολογίζεται στα
επόμενα.

Δp’m

p’m

( ) ( ) 0;, 22 =′−′′+≡′ mpppMqvqpf

Κανόνας κράτυνσης του μοντέλου Cam-Clay :

1. Προσδιορισμός της τιμής του p’m στην αρχική κατάσταση :

κ , λ = παράμετροι της καμπύλης συμπίεσης
και αποφόρτισης

Ν = παράμετρος της γραμμής ισότροπης
συμπίεσης

( ) ( ) 0;, 22 =′−′′−≡′ pppMqvqpf m

⎟
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⎞

⎜
⎝
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−
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=′
κλ
κ pvN

pm

ln
exp

vm

( p’m , vm )

(p’ , v)

(έλλειψη)

Ειδικώς, σε κανονικά στερεοποιημένη άργιλο :

v = 1+e

expm

N v
p

λ
−⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Κανόνας κράτυνσης του μοντέλου Cam-Clay :

vm

( p’m , vm )

mpNv ′−= lnλ

m

m
m p

p
vpNv

′
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−=Δ⇒′−= λλ ln

Αναλόγως :
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p
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′
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p
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Οπότε :
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=′Δ (ογκομετρική κράτυνση)

pΔε:R=ΔhΓενικώς :
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−
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e pv v vΔ = Δ + Δ ⇒

όπου :

( ),p p
vol qε ε= Δ ΔpΔε

Υπολογισμός του ελαστο-πλαστικού μέτρου Η :

Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Θεωρία Πλαστικότητας

Δσ’

• Κατά την πλαστική
παραμόρφωση, η μεταβολή των
ενεργών τάσεων (Δσ’) γίνεται
επί της επιφάνειας διαρροής.

• Στην περίπτωση υλικού με
κράτυνση (h = παράμετρος
κράτυνσης), κατά την πλαστική
παραμόρφωση η επιφάνεια
διαρροής μεταβάλλεται, αλλά η
νέα θέση της ενεργού τάσης (σ΄) 
παραμένει επί της νέας
επιφάνειας διαρροής.

Συνεπώς :

( ) 0:0:0 =
∂
∂

+′
′∂

∂
⇒=

∂
∂

+′
′∂

∂
⇒=Δ pΔε:RσΔ

σ
σΔ

σ h

ff
Δh

h

ff
f

( ) 0, =′ hf σ

Ομως : PσΔ
σ

Δεp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

′∂
∂

= :
1 f

H
Οπότε : ( )P:R

h

f
H

∂
∂

−=

80



Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Θεωρία Πλαστικότητας

Σύνοψη :

Για γνωστή επιβαλλόμενη μεταβολή της παραμόρφωσης : ( )qvol εε ΔΔ= ,Δε
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( ) PΔεp ΔΛ=
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(2) :

(4) : ( )pe ΔεΔε:CσΔ −=′

(3) :
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f
όπου :

pΔε:R=Δhκαι :

Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Μοντέλο Cam-Clay

Δεδομένα :

( ), , , ,N G Mλ κ

1. Αρχική κατάσταση : ( ), ,p q v′

2. Σταθερές παράμετροι υλικού :

( )31 2
3

1 σσ ′+′=′p

31 σσ −=q

3. Προσδιορισμός της αρχικής τιμής της παραμέτρου κράτυνσης p’m :

κ , λ = παράμετροι της καμπύλης συμπίεσης και αποφόρτισης

Ν = παράμετρος της γραμμής ισότροπης συμπίεσης

M = παράμετερος κρίσιμης κατάστασης

G = ελαστικό μέτρο διάτμησης
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Γενικώς (υπερστερεοποιημένες άργιλοι) :

Κανονικά στερεοποιημένες άργιλοι) :
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Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Μοντέλο Cam-Clay

Για γνωστή επιβαλλόμενη μεταβολή της παραμόρφωσης : ( )qvol εε ΔΔ= ,Δε
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Για p’ = p’m / 2 ⇒ H = 0 (Κρίσιμη κατάσταση)

ζητείται να υπολογισθεί η νέα κατάσταση, δηλαδή τα : ( ), ,p q v′ και : mp′
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Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Μοντέλο Cam-Clay
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Καταστατικά προσομοιώματα υλικών – Μοντέλο Cam-Clay

p
volmm p

v
p ε

κλ
Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−
=′Δ

(5) Νέα κατάσταση :

p p p′ ′ ′→ + Δ

q q q→ + Δ

m m mp p p′ ′ ′→ + Δ

Επειδή : ( )0 1vol o vole e e v e vε ε= − + ⇒ Δ = Δ = − Δ

volv v εΔ = − Δόπου :v v v→ + Δ

όπου :
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ΤΟΜΕΑΣ ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗΣ – 9ο Εξάμηνο Πολ. Μηχ. - Έτος 2007 - 08 
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  ΦΕΒΡΟΥΑΡΙΟΥ 2008 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ  ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ 

(με ανοικτές σημειώσεις) 
Διάρκεια  22ώρες  (Τα θέματα είναι ισοδύναμα) 

ΟΝΟΜΑ__________________________________________________________________________  
 
 

ΘΕΜΑ 1    (Εκτιμώμενος χρόνος 30 λεπτά) : 

 

Κατάστρωση & επίλυση εξίσωσης Πεπερασμένων Διαφορών (Εκτιμώμενος χρόνος 30 λεπτά) 

Αποθήκη τσιμέντου, τετραγωνικής κάτοψης ΑΒΓΔ (ΑΒ=ΒΓ=20m) και ωφέλιμου ύψους Η=5m, 
πρόκειται να θεμελιωθεί με γενική κοιτόστρωση από πλάκα οπλισμένου σκυροδέματος ομοιόμορφου 
πάχους d=30cm, η οποία είναι πακτωμένη στις πλευρές ΑΒ και ΒΓ και απλά εδραζόμενη (επί 
αμετακίνητης πεδιλοδοκού) στις πλευρές ΓΔ και ΔΑ. Η εδαφική αντίδραση (qεδ.) είναι μη γραμμική 
συνάρτηση του βέλους κάμψης (y) της κοιτόστρωσης και δίνεται από την σχέση qεδ. =k y με 
k=1000/(1+10y), όπου y σε m και k σε kN/m3. 

(α) Να διατυπωθεί η διαφορική εξίσωση υπολογισμού του βέλους κάμψης (y) της κοιτόστρωσης, 
πρώτα σε αλγεβρική μορφή και έπειτα σε μορφή Πεπερασμένων Διαφορών. 

(β) Κατά το ίδιο τρόπο, να διατυπωθούν οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος. 

(γ) Να περιγραφεί η γενική μορφή του (μη γραμμικού) συστήματος εξισώσεων που θα προκύψει με 
την μέθοδο των Πεπερασμένων Διαφορών, καθώς και ένας δόκιμος αλγόριθμος μη γραμμικής 
αριθμητικής επίλυσης (με την βοήθεια σχήματος και διαγράμματος ροής).  

Υποδείξεις:  
 Απλοποιητικά, οι απαντήσεις να δοθούν για λωρίδα της κοιτόστρωσης πλάτους b=1.00 m 

(I=bd3/12=d3/12), χωρισμένη σε πέντε(5) ίσα τμήματα. 
 Το ισοδύναμο μέτρο ελαστικότητας του Ο.Σ. να ληφθεί ως Εb =29 GPa.  
 Το φαινόμενο ειδικό βάρος του τσιμέντου να ληφθεί ίσο προς 12kN/m3. 

 
 
ΘΕΜΑ 2    (Εκτιμώμενος χρόνος 30 λεπτά) :  
 
(α) Να αποδειχθεί ότι κατά την αστράγγιστη φόρτιση εδαφών με θεώρηση «γραμμικώς ελαστικής 

ισότροπης συμπεριφοράς», η μέση ενεργός τάση : 

 31 2
3

1  p  

δεν μεταβάλλεται. Σε ποια εδάφη μπορεί να θεωρηθεί ως αντιπροσωπευτική η ανωτέρω 
συμπεριφορά ; 
 

 (β) Αργιλικό δοκίμιο έχει αντοχή σε ανεμπόδιστη θλίψη σ1 = 250 kPa. Η παραμόρφωση στο 50% της 
αντοχής είναι 1%, ενώ κατά την πλήρη αποφόρτιση από το 50% της αντοχής η παραμένουσα 
παραμόρφωση είναι 0.6%. 

 Να προσδιορισθούν οι παράμετροι του υπερβολικού προσομοιώματος, να υπολογισθεί η 
παραμόρφωση του δοκιμίου στο 80% της αντοχής, και να υπολογισθεί το αρχικό μέτρο 
ελαστικότητας του δοκιμίου. 
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(γ)  Να συσχετισθούν οι παράμετροι (Μ , h) της επιφάνειας Hvorslev που δίνεται από την εξίσωση (σε 
χώρο p’ , q) : 

  ph
v

hMq 





 




exp       όπου :   31 2
3

1  p   και  31  q  

Γ, λ = παράμετροι και  v = 1 + e   (e = δείκτης πόρων) 
με τις παραμέτρους αντοχής (c , φ) του κριτηρίου αστοχίας Mohr – Coulomb υπό τριαξονική 

ένταση :  31 2    NNc      όπου : 





 

2
45tan2 

N  

 
 

ΘΕΜΑ 3    (Εκτιμώμενος χρόνος 25 λεπτά) :  
 
Άκαμπτη πλάκα θεμελίωσης εδράζεται σε μή-γραμμικό ομοιογενές έδαφος συνοχής c  και γωνία 
εσωτερικής τριβής φ = 0ο. Το θεμέλιο υποβάλλεται σε κατακόρυφη φόρτιση q  αυξανόμενο μέχρι την 
αστοχία. Για την ανάλυση της απόκρισης του θεμελίου μορφώθηκαν τρία προσομοιώματα 
πεπερασμένων στοιχείων τα οποία διαφέρουν μεταξύ τους μόνον ως προς την πυκνότητα της 
διακριτοποίησης. Ζητούνται:   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1) Αντιστοιχείστε τις καμπύλες φορτίου – μετακίνησης (1, 2, 3) με τα προσομοιώματα των 
πεπερασμένων στοιχείων (Α, Β, Γ). Αιτιολογείστε την απάντησή σας. 

 
(2) Ποιό προσομοίωμα δίνει τα ακριβέστερα αποτελέσματα, κα 
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(3)  ποιό από αυτά έχει το μικρότερο υπολογιστικό κόστος ; Αιτιολογείστε την απάντησή σας. 

 
(4) Βρίσκονται τα σύνορα σε ικανή απόσταση από το θεμέλιο ώστε να μην επηρεάζουν την 

συμπεριφορά του ; Αιτιολογείστε την απάντησή σας. 
 

(5) Εκτιμήστε την συνοχή του εδάφους c. 
 

(6) Δίνεται η ελαστική (στις πολύ μικρές μετακινήσεις) δυσκαμψία του θεμελίου σε κατακόρυφη 

φόρτιση: 
2

0.6

1v

E
K

v



. Για λόγο του Poisson v = 0.3, εκτιμήστε το μέτρο ελαστικότητας Ε. 

 
ΘΕΜΑ 4    (Εκτιμώμενος χρόνος 25 λεπτά) :  
 

Δοκίμιο άμμου (συνοχής c = 0 kPa) υποβάλλεται σε ισότροπη συμπίεση σε τριαξονική συσκευή με 
σ3 = 100 kPa. Κατόπιν το δοκίμιο υποβάλλεται σε τριαξονική φόρτιση μέχρι την αστοχία.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
(1) Να προσεγγισθούν γραφικά οι ανωτέρω πειραματικές καμπύλες αποκλίνουσας τάσης–

κατακόρυφης παραμόρφωσης (q – ε1)  και ογκομετρικής παραμόρφωσης–κατακόρυφης 
παραμόρφωσης (εv – ε1) στα πλαίσια ενός ελαστικού—ιδεωδώς–πλαστικού (δι-γραμμικού) 
καταστατικού προσομοιώματος τύπου Mohr – Coulomb. 
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(2) Σύμφωνα με την προσέγγιση αυτή, εκτιμήστε: (α) Το μέτρο ελαστικότητας Ε, (β) τον λόγο του 
Poisson v, (γ) την γωνία εσωτερικής τριβής φ, και τέλος (δ) την γωνία διασταλτικότητας ψ του 
δοκιμίου.  

 
ΤΕΛΟΣ 
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ΤΟΜΕΑΣ ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗΣ – 9ο Εξάμηνο Πολ. Μηχ. - Έτος 2007 - 08 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ  ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ 
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  ΟΚΤΩΒΡΙΟΥ 2008 

Διάρκεια  80 λεπτά.  με κλειστά βιβλία και σημειώσεις: Τα θέματα θεωρούνται ισοδύναμα 

 

ΟΝΟΜΑ__________________________________________________________________________  
 
 
ΘΕΜΑ 1   
 
(α) Από τι εξαρτάται η αναπτυσσόμενη υπερπίεση πόρων κατά την αστράγγιστη φόρτιση εδαφών ; 
(β) Με ποιους τρόπους μπορεί να αναλυθεί ένα πρόβλημα αστράγγιστης φόρτισης εδαφών (με 

αριθμητικές μεθόδους) ; 
(γ) Σχεδιάστε ποιοτικά τα διαγράμματα τάσης – παραμόρφωσης, υπερπίεσης πόρων – παραμόρφωσης 

και διαδρομής ενεργών τάσεων (p’ – q) κατά την αστράγγιστη φόρτιση κανονικά 
στερεοποιημένων και υπερστερεοποιημένων αργίλων. 

(δ) Σχεδιάστε ποιοτικά τα διαγράμματα τάσης – παραμόρφωσης, ογκομετρικής παραμόρφωσης – 
αξονικής παραμόρφωσης και διαδρομής ενεργών τάσεων (p’ – q) κατά την στραγγισμένη φόρτιση 
κανονικά στερεοποιημένων και υπερστερεοποιημένων αργίλων. 

(ε) Τι είναι η γραμμή Κρίσιμης Κατάστασης και σε ποια εδάφη εφαρμόζεται ; 
(στ) Τι είναι η επιφάνεια Roscoe ; 
(ζ) Τι είναι η επιφάνεια Hvorslev ; 
 
 
ΘΕΜΑ 2   
 

Για αργιλικό εδαφικό πρανές υπό τον υδροφόρο ορίζοντα, και βραχυχρόνιες συνθήκες αστοχίας: 

(α) Να σχεδιασθούν οι δυνάμεις που ασκούνται σε μία κατακόρυφη λωρίδα. 

(β) Ποιες είναι οι παραδοχές της Απλοποιημένης Μεθόδου Bishop (Fellenius ή Janbu) ως προς τις 
ανωτέρω δυνάμεις; 

(γ) Να διατυπωθεί η σχέση υπολογισμού του συντελεστή ασφαλείας για κυκλική (ή τυχούσα) 
επιφάνεια αστοχίας που προκύπτει από τις σχέσεις αυτές.  

(δ) Να περιγραφεί η διαδικασία «ψαξίματος» του ελάχιστου συντελεστή ασφαλείας, και του 
αντίστοιχου κρίσιμου κύκλου ολίσθησης, με κάποιο λογισμικό ανάλυσης ευστάθειας πρανών με την 
μέθοδο των λωρίδων (π.χ. με το SLOPE που χρησιμοποιήσατε για εξάσκηση). 
 
 
ΘΕΜΑ 3   
 
Για την ανάλυση της θεμελίωσης πολυορόφου κτιρίου μορφώνεται προσομοίωμα πεπερασμένων 
στοιχείων. Η θεμελίωση, η οποία θεωρείται άκαμπτη, υποβάλλεται σε μοναδιαία κατακόρυφη 
μετακίνηση, και υπολογίζονται οι τάσεις έδρασης σε επιλεγμένα σημεία της σε σταθερές αποστάσεις 
των 2 m, οι οποίες δίνονται στον παρατιθέμενο πίνακα.  
 

(α)  Να εκτιμηθεί η κατακόρυφη δυσκαμψία της θεμελίωσης. 



Συνέχεια στην επόμενη σελίδα 2

(β)  Ισχύει η σχέση σy = Κ0 σz , όπου Κ0 = 
1




, (προσεγγιστικά έστω), και γιατί (ισχύει ή δεν 

ισχύει); 

(γ) Αν αντί της μετακίνησης ασκούσαμε στην θεμελίωση κατακόρυφο φορτίο ομοιόμορφα 
κατανεμημένο σε όλο το μήκος των 14 m, τί είδους μετακινήσεων στην άκαμπτη θεμελίωση 
αναμένετε ; Αιτιολογείστε την απάντησή σας (ποιοτικά). 
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1 2830 6700 2280
2 1280 1410 2200
3 470 1450 3640
4 7130 710 340

5 2100 950 270

6 0 0 0
7 0 0 0
8 530 900 720
9 160 210 2140

10 6700 1180 500
11 3420 1480 185

12 3220 1380 50

13 3290 1400 36
14 3700 1540 175
15 8800 0 1240
16 1090 1930 4050
17 340 340 2080
18 370 720 1600

19 675 1520 1330

20 2800 7000 2000

σε kPa

σz σy τzy

1 2830 6700 2280
2 1280 1410 2200
3 470 1450 3640
4 7130 710 340

5 2100 950 270

6 0 0 0
7 0 0 0
8 530 900 720
9 160 210 2140

10 6700 1180 500
11 3420 1480 185

12 3220 1380 50

13 3290 1400 36
14 3700 1540 175
15 8800 0 1240
16 1090 1930 4050
17 340 340 2080
18 370 720 1600

19 675 1520 1330

20 2800 7000 2000

σε kPa

ΤΕΛΟΣ 

Έδαφος:  Ε = 50 MPa, ν = 0.3
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ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ  ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ: 
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  ΦΕΒΡΟΥΑΡΙΟΥ 2009 

 (με ανοικτές σημειώσεις. Εξαιρούνται όμως οι λυμένες ασκήσεις καί οι 
προσωπικές σημειώσεις) 

Διάρκεια  1 : 30 ώρα  (Απαντήστε σε 3 από τα 4 θέματα) 

 

ΟΝΟΜΑ__________________________________________________________________________  
 
 
 

ΘΕΜΑ 1     

Η πασσαλο-ομάδα του σχήματος υποβάλλεται σε οριζόντια μετατόπιση δ του πρακτικά άκαμπτου 
κεφαλόδεσμου (χωρίς στροφή). Απλοποιητικά να θεωρηθεί ότι ο κάθε πάσσαλος έχει σταθερή 
διατομή, το έδαφος είναι ομοιόμορφο με το βάθος και δεν υπάρχει αλληλεπίδραση μεταξύ των 
πασσάλων.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(α) Εάν υποτεθεί ότι η εδαφική αντίδραση στον πάσσαλο είναι γραμμική συνάρτηση της αντίστοιχης 
μετατόπισης [δηλ. q(x) = - k W(x) ],  

 Να καταστρωθεί το σύστημα εξισώσεων που διέπει τον προσεγγιστικό υπολογισμό των 
μετατοπίσεων κατά μήκος του πασσάλου με χρήση της μεθόδου Πεπερασμένων Διαφορών 
(Π.Δ.). (4 ισαπέχοντες κόμβοι αρκούν). 

 Με δεδομένες τις οριζόντιες μετατοπίσεις του πασσάλου, πως θα υπολογίζατε την τέμνουσα 
δύναμη και την ροπή που αναπτύσσονται στην ένωση με τον κεφαλόδεσμο; 

 
(β) Σε περίπτωση μη γραμμικής εδαφικής αντίδρασης (π.χ. q=-koW

a, a<1.0),  
 Να διατυπώσετε το ανωτέρω σύστημα εξισώσεων σε «επαυξητική» μορφή. 
 Να περιγράψετε (υπό μορφή «διαγράμματος ροής» και γραφικά) έναν  επαναληπτικό 

αλγόριθμο επίλυσης του. 
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ΘΕΜΑ 2    

(α) Κατά την δοκιμή του συμπιεσομέτρου με φόρτιση από αρχική κατάσταση ( ,o voe    = δείκτης 

πόρων , κατακόρυφη ενεργός τάση) σε τελική κατάσταση ( , ve   ) υπολογίσθηκε η παράμετρος Cc 

από τη σχέση : 

log v
o c

vo

e e C


 

    
 

Στη συνέχεια, κατά την αποφόρτιση από την κατάσταση ( , ve   ) στην κατάσταση ( 1 1, ve   ) 

υπολογίσθηκε η παράμετρος Cr από τη σχέση : 

1
1 log v

r
v

e e C



 
    

 

Να υπολογισθούν οι αντίστοιχες παράμετροι ( Νο, λ, κ ) της θεωρίας κρίσιμης κατάστασης 
συναρτήσει των ( , , ,o vo c re C C  ) και του συντελεστή οριζόντιας γεωστατικής τάσης Κο. 

 
 
 
(β) Να αποδειχθεί ότι κατά την αστράγγιστη φόρτιση εδαφών με θεώρηση «γραμμικώς ελαστικής 

ισότροπης συμπεριφοράς», η μέση ενεργός τάση : 

 31 2
3

1  p  

δεν μεταβάλλεται. Σε ποια εδάφη μπορεί να θεωρηθεί ως αντιπροσωπευτική η ανωτέρω 
συμπεριφορά ; 
 
 
 

 (γ) Αργιλικό δοκίμιο έχει αντοχή σε ανεμπόδιστη θλίψη σ1 = 250 kPa. Η παραμόρφωση στο 50% της 
αντοχής είναι 1%, ενώ κατά την πλήρη αποφόρτιση από το 50% της αντοχής η παραμένουσα 
παραμόρφωση είναι 0.6%. 

 Να προσδιορισθούν οι παράμετροι του υπερβολικού προσομοιώματος, να υπολογισθεί η 
παραμόρφωση του δοκιμίου στο 80% της αντοχής, και να υπολογισθεί το αρχικό μέτρο 
ελαστικότητας του δοκιμίου. 
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ΘΕΜΑ 3    

Άκαμπτη πλάκα θεμελίωσης πλάτους Β = 10 m εδράζεται σε μή-γραμμικό ομοιογενές έδαφος μέτρου 
ελαστικότητας Ε = 30 MPa, και λόγου του Poisson ν = 0.3. Το θεμέλιο υποβάλλεται σε κατακόρυφη 
φόρτιση q αυξανόμενο μέχρι την αστοχία. Για την ανάλυση του θεμελίου μορφώθηκε προσομοίωμα 
πεπερασμένων στοιχείων. Πραγματοποιήθηκαν οι εξής αναλύσεις ως προς: (α) τα χαρακτηριστικά 
αντοχής και παραμορφωσιμότητας του εδάφους, και (β) ως προς τις συνθήκες φόρτισης: 
 
 

1. Συνοχή c = 10 kPa, γωνία τριβής φ = 30o, γωνία διασταλτικότητας ψ = 0o, και 
στραγγιζόμενες συνθήκες φόρτισης. 

2. Συνοχή c = 10 kPa, γωνία τριβής φ = 30o, γωνία διασταλτικότητας ψ = 0o, και 
αστράγγιστες συνθήκες φόρτισης. 

3. Συνοχή c = 100 kPa, γωνία τριβής φ = 0o, γωνία διασταλτικότητας ψ = 0o, και 
αστράγγιστες συνθήκες φόρτισης. 

4. Συνοχή c = 100 kPa, γωνία τριβής φ = 0o, γωνία διασταλτικότητας ψ = 0o, και 
στραγγιζόμενες συνθήκες φόρτισης. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ζητούνται:   
 

(α) Αντιστοιχείστε τις καμπύλες φορτίου – μετακίνησης (Α, Β, C, D) με τις αναλύσεις (1, 2, 3, 4). 
Αιτιολογείστε με συνοπτική σαφήνεια την απάντησή σας. 

 
(β) Σχεδιάστε σκαριφηματικά το προσομοίωμα των πεπερασμένων στοιχείων με έμφαση στις 

περιοχές πύκνωσης του καννάβου και στις συνοριακές συνθήκες. Εκτιμήστε τις αποστάσεις 
που πρέπει να έχουν τα σύνορα από το θεμέλιο ώστε να μην επηρεάζεται η συμπεριφορά του. 
Επηρεάζουν οι συνθήκες φόρτισης (στραγγιζόμενες ή αστράγγιστες) τις αποστάσεις αυτές ; 
Αιτιολογείστε συνοπτικά τις απαντήσεις σας. 
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ΘΕΜΑ 4   
 
(α) Ποιός από τους κάτωθι παραμορφωμένους καννάβους πεπερασμένων στοιχείων αντιστοιχεί σε 

στραγγιζόμενες συνθήκες φόρτισης, και ποίος σε αστράγγιστες ; Αιτιολογείστε την απάντησή σας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(β) Δίνεται το προσομοίωμα πεπερασμένων στοιχείων τοίχου αντιστήριξης με αγκύρια. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Να επισημανθούν πιθανά σφάλματα:  
 

(1)   στον σχεδιασμό του έργου, και  

(2)   στο αριθμητικό ομοίωμα.  
 

Αιτιολογείστε συνοπτικά τις απαντήσεις σας. 
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