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Abstract

This thesis explores gravitational theories with the presence of torsion. In the first chapter, after a brief
introduction to the tetrad and differential forms formalisms, the Einstein-Cartan theory is developed. The
Einstein-Cartan theory is a minimal extension of General Relativity that assumes a non-vanishing torsion.
In the second chapter, the theory of Quantum Electrodynamics is considered in contorted spacetimes, with
a dual purpose. The first is to show that in such a theory, spin is connected to torsion, much like mass is
connected to curvature in General Relativity. The second is to show that, by making a reasonable assumption,
torsion can be physically realized as an axion due to the anomaly present in the axial current in Quantum
Electrodynamics. Finally, in the third chapter we consider a string-inspired model, in which the field strength
of the Kalb-Ramond field takes on the role of torsion and thus behaves analogously with the torsion in Einstein-
Cartan theory, producing an axionic degree of freedom. This theory is explored further, showing how, due to
the anomalies present in the string theory, gravitational wave condensates in the early universe can explain
inflation. This is done through an alternative cosmological model to Λ-Cold Dark Matter (ΛCDM), called the
Running Vacuum Model.
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Πεϱίληψη

Η παϱούσα διπλωµατική εϱγασία εξεϱευνά ϐαϱυτικές ϑεωϱίες µε την παϱουσία στϱέψης. Στο πϱώτο κεϕάλαιο, µετά
από µία σύντοµη εισαγωγή στις έννοιες των τετϱάδων και των διαϕοϱικών µοϱϕών, αναπτύσσεται η ϑεωϱία Einstein-
Cartan. Η ϑεωϱία Einstein-Cartan είναι µία ελάχιστη επέκταση της Γενικής Σχετικότητας που υποϑέτει µία µη
µηδενική στϱέψη. Στο δεύτεϱο κεϕάλαιο, εξετάϹεται η ϑεωϱία της Κϐαντικής Ηλεκτϱοδυναµικής σε χωϱοχϱόνους
µε στϱέψη, µε διπλό σκοπό. Ο πϱώτος είναι να δείξει ότι σε µια τέτοια ϑεωϱία, το σπιν συνδέεται µε τη στϱέψη,
όπως η µάϹα συνδέεται µε την καµπυλότητα στη Γενική Σχετικότητα. Ο δεύτεϱος είναι να δείξει ότι, κάνοντας µία
λογική υπόϑεση, η στϱέψη µποϱεί να εµϕανιστεί ϕυσικά ως ένα αξιόνιο λόγω της ανωµαλίας που υπάϱχει στο
χειϱαλικό ϱεύµα στην Κϐαντική Ηλεκτϱοδυναµική. Τέλος, στο τϱίτο κεϕάλαιο εξετάϹεται ένα µοντέλο εµπνευσµένο
από την ϑεωϱία χοϱδών, στο οποίο η ένταση του πεδίου Kalb-Rammond αναλαµϐάνει το ϱόλο της στϱέψης και
συνεπώς συµπεϱιϕέϱεται ανάλογα µε τη στϱέψη στη ϑεωϱία Einstein-Cartan, παϱάγοντας έναν αξιονικό ϐαϑµό
ελευϑεϱίας. Αυτή η ϑεωϱία εξεϱευνάται πεϱαιτέϱω, δείχνοντας πώς, λόγω των ανωµαλιών που υπάϱχουν στη ϑεωϱία
των χοϱδών, τα συµπυκνώµατα ϐαϱυτικών κυµάτων στο πϱώιµο σύµπαν µποϱούν να εξηγήσουν τον πληϑωϱισµό.
Αυτό γίνεται µέσω ενός εναλλακτικού κοσµολογικού µοντέλου ως πϱος το ΛCDM (Λ-Cold Dark Matter - Ψυχϱή
Σκοτεινή ΄Υλη), που ονοµάϹεται Μοντέλο Τϱεχούµενου Κενού (Running Vacuum Model).

Λέξεις Κλειδιά

Στϱέψη (torsion), συστροφή (contorsion), τετϱάδες (tetrads), σύνδεση σπιν (spin connection), διαφορικές µορ-
ϕές (differential forms), εξισώσεις Cartan (Cartan equations), ϑεωρία Einstein-Cartan (Einstein-Cartan theory),
Κβαντική Ηλεκτροδυναµική σε συστραµµένο συνεστραµµένο χωροχρόνο (Quantum Electrodynamics in contorted
spacetime), ανωµαλία (anomaly), αξιόνια (axions), χοϱδές (strings), πεδίο Kalb-Ramond (Kalb-Ramond field),
τοπολογική πυκνότητα Hirzebruch-Pontryagin (Hirzebruch-Pontryagin topological density), τανυστής Cotton
(Cotton tensor), συµπύκνωµα ϐαρυτικών κυµάτων (gravitational wave condensate), Μοντέλο Τρεχούµενου Κενού
(Running Vacuum Model), πληθωρισµός (inflation).
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Ευχαϱιστίες

Θα ήϑελα να ευχαϱιστήσω όλους όσους συνέϐαλαν στις πϱοσπάϑειές µου να ολοκληϱώσω αυτήν την διπλωµατική
εϱγασία και συνεπώς τον πϱοπτυχιακό τίτλο σπουδών µου. Πϱώτα και κύϱια, τους γονείς µου, Ρένα και Γιάννη, οι
οποίοι ικανοποιούσαν την πεϱιέϱγειά µου για τον κόσµο ως παιδί, υποστήϱιξαν άνευ όϱων το ενδιαϕέϱον µου για
την επιστήµη και µου επέτϱεψαν να εστιάσω πλήϱως στις σπουδές µου. ∆εύτεϱον, τον επιϐλέπων µου Καϑηγητή
Νικόλαο Μαυϱόµατο, που µε εισήγαγε σε αυτό το συναϱπαστικό ϑέµα για την διπλωµατική µου εϱγασία, αλλά
και για την ανεκτίµητη καϑοδήγησή του µέσα από όλες τις άγνωστες έννοιες σε αυτόν τον τοµέα της ϕυσικής.
Τέλος, ϑα ήϑελα να ευχαϱιστήσω τους ϕίλους και συµϕοιτητές µου, µε τους οποίους µοιϱάστηκα αυτό το πενταετές
ταξίδι γνώσης και ϐελτίωσης. Οι συϹητήσεις, συνεϱγασίες και η εποικοδοµητική ανατϱοϕοδότησή τους υπήϱξαν
καϑοϱιστικές στην διαµόϱϕωση της εξέλιξής µου ως ϕυσικός.
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Κεϕάλαιο 1. Καµπυλωµένος Χωϱοχϱόνος µε Στϱέψη

Κεϕάλαιο 1

Καµπυλωµένος Χωϱοχϱόνος µε Στϱέψη

Η ϑεωρία της Γενικής Σχετικότητας έχει αποδειχθεί ως µία από τις πιο επιτυχηµένες ϕυσικές ϑεωρίες που έχουµε.
Σήµεϱα, περισσότερα από εκατό χρόνια µετά την αρχική διατύπωση της, οι προβλέψεις της Γενικής Σχετικότητας
συνεχίζουν να επιβεβαιώνονται πειραµατικά µε εκπληκτική ακϱίϐεια. Ωστόσο, υπάρχει ένα σηµαντικό µειονέκ-
τηµα σε αυτήν τη ϑεωρία: δεν είναι κβαντική. Η Γενική Σχετικότητα είναι µια καθαρά κλασική ϑεωρία. Πισ-
τεύεται ευρέως ότι υπάρχει µια ϑεµελιώδης ϑεωρία στην οποία ακόµα και η ϐαϱύτητα είναι κβαντισµένη, και η
Γενική Σχετικότητα δεν είναι παϱά το µακϱοσκοπικό όϱιο αυτής της ϑεωρίας. Υπάρχουν πολλές προσπάθειες να
κατασκευαστεί µια κβαντική ϑεωρία της ϐαρύτητας, όπως η Θεωρία Χοϱδών (String Theory), η Κβαντική Βαϱύτητα
Βϱόχων (Loop Quantum Gravity) κλπ. Αυτές είναι εξαιρετικές προσπάθειες µε πολύ ϐάϑος και κάποια στιγµή
ϑα δοκιµαστούν πειραµατικά. Μια πιο µινιµαλιστική προσέγγιση, ή µάλλον, ένα µικϱό ϐήµα πϱος τη συµφιλίωση
της Γενικής Σχετικότητας µε την Κβαντική Θεωρία Πεδίου, είναι να γενικευθεί η ϑεωρία του Einstein. Πώς;
Στην τυπική µας ϑεωρία του καµπυλωµένου χωροχρόνου, µόνο η µάϹα/ενέϱγεια των αντικειµένων παίϹει ϱόλο.
Ωστόσο, γνωρίζουµε ότι η ύλη έχει και άλλες εσωτεϱικές ιδιότητες. Η πιο σηµαντική και προφανής είναι το σπιν
των σωµατιδίων. Στην πραγµατικότητα, το σπιν πϱοκύπτει ως ένας κβαντικός αριθµός από τις αναπαραστάσεις της
οµάδας Poincaré, η οποία περιγράφει τις συµµετρίες του χωροχρόνου Minkowski (επίπεδος χωροχρόνος) [1]. Είναι
λογικό, λοιπόν, να προσπαθήσουµε να επεκτείνουµε τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας κατά το ελάχιστο δυνατό,
ώστε να συµπεριλάβουµε το σπιν. Αυτό το κεφάλαιο ϑα είναι µια εισαγωγή σε µια τέτοια ϑεωρία, που ονοµάζεται
ϑεωρία Einstein-Cartan, όπου το σπιν συµπεριλαµβάνεται µε τον απλούστερο τϱόπο, υποθέτοντας ότι η στϱέψη,
σε αντίθεση µε τη Γενική Σχετικότητα, δεν είναι µηδενική.

1.1 Φοϱµαλισµός Τετϱάδων

Για να ενσωµατώσουµε τη στϱέψη στην υπάρχουσα ϑεωρία της Γενικής Σχετικότητας, είναι χϱήσιµο να την εκ-
ϕράσουµε σε µια διαφορετική, αλλά ισοδύναµη διατύπωση, που ονοµάζεται ϕορµαλισµός τετϱάδων ή vielbein1, η
οποία περιλαµβάνει την κατασκευή ενός ορθοκανονικού τετραδιανυσµατικού συστήµατος σε κάϑε σηµείο της πολ-
λαπλότητας (manifold) του χωροχρόνου. Ας είναι (M, g) η Riemann πολλαπλότητα του χωροχρόνου µε µετϱική g.
Η τυπική έκφραση για τη µετϱική σε ένα χάϱτη (chart) U ⊆M (µια τοπική "περιοχή" του χωροχρόνου) µε τοπικές
συντεταγµένες xµ είναι:

g = gµνdx
µdxν (1.1.1)

όπου τα gµν είναι οι συνιστώσες της µετϱικής g και το dxµdxν είναι το συµµετϱικό γινόµενο2 του dxµ µε το dxν ,
που είναι οι 1-µοϱϕές (one-forms) του συν-συστήµατος συντεταγµένων (coordinate coframe) (dxµ). Γενικά, οι
συνιστώσες της µετϱικής εξαϱτώνται από τις τοπικές συντεταγµένες xµ του χωϱοχϱόνου, δηλαδή gµν = gµν(x).
ΓνωϱίϹοντας, ωστόσο, ότι ο χωϱοχϱόνος είναι τοπικά επίπεδος, καϑίσταται δυνατό να ϐϱούµε µία εναλλακτική
διατύπωση στην οποία η έκϕϱαση της µετϱικής εξαϱτάται από τη µετϱική Minkowski3 ηab του εϕαπτόµενου χώϱου
(tangent space) της πολλαπλότητας σε κάϑε σηµείο. Αυτός είναι ο λεγόµενος ϕοϱµαλισµός τετϱάδων.

1Η λέξη vielbein προέρχεται από τις γερµανικές λέξεις "viele" ("πολλά") και "beine" ("πόδια"). Σε τέσσεϱις διαστάσεις χωροχρόνου, χρησι-
µοποιείται µεϱικές ϕοϱές ο όϱος vierbein, όπου το vier ("τέσσεϱα") αντικαθιστά το viele.

2Το συµµετϱικό γινόµενο οϱίϹεται ως:
dxµdxν =

1

2
(dxµ ⊗ dxν + dxν ⊗ dxµ)

όπου το ⊗ είναι το τανυστικό γινόµενο δύο τανυστών. Μποϱούµε στη συνέχεια να κάνουµε έναν γϱήγοϱο χειϱισµό και αλλαγή των δεικτών για
να δείξουµε ότι:

g = gµνdx
µdxν =

1

2
(gµνdx

µ ⊗ dxν + gνµdx
ν ⊗ dxµ) = gµνdx

µ ⊗ dxν

3Χϱησιµοποιείται η σύµϐαση ηab = diag(−1,+1,+1,+1), όπως στις πεϱισσότεϱες εϱγασίες που ασχολούνται µε τη Γενική Σχετικότητα.
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Κεϕάλαιο 1. Καµπυλωµένος Χωϱοχϱόνος µε Στϱέψη 1.1. Φοϱµαλισµός Τετϱάδων

1.1.1 Τετϱάδες

Η διατύπωση τετϱάδων είναι ουσιαστικά µια αλλαγή ϐάσης από το σύστηµα συντεταγµένων σε ένα γενικό ορ-
ϑοκανονικό σύστηµα στη πολλαπλότητά µας. Ακολουθώντας την πηγή [2], µποϱούµε να ϕανταστούµε τη δηµιουϱγία
µιας ορθοκανονικής ϐάσης διανυσµάτων êa|p σε κάϑε σηµείο p ∈M της πολλαπλότητας του χωροχρόνου. Εφόσον
η ϐάση είναι ορθοκανονική και ο χωροχρόνος είναι τοπικά επίπεδος, σε κάϑε σηµείο έχουµε ότι οι συνιστώσες σε
αυτήν τη ϐάση δεν είναι τίποτα περισσότερο από τις συνιστώσες της µετϱικής Minkowski:

g(êa|p, êb|p) = ηab|p

Επαναλαµϐάνοντας αυτή τη διαδικασία σε όλα τα σηµεία του χάϱτη που ϐρισκόµαστε, αποκτούµε ένα ορθοκανον-
ικό σύστηµα êa και η παραπάνω συνθήκη γίνεται:

g(êa, êb) = ηab (1.1.2)

΄Εχουµε ακολουθήσει τις τυπικές συµβάσεις και χρησιµοποιούµε λατινικούς δείκτες a, b, c, d, . . . κλπ. όταν εξετάζε-
ται επίπεδος χωροχρόνος. Το σύστηµα συντεταγµένων συµβολίζεται ως êµ ≡ ∂µ ≡ ∂

∂xµ και συνδέεται µε αυτό το
νέο σύστηµα êa µέσω ενός µετασχηµατισµού ϐάσης:

êµ = êµ
a êa (1.1.3)

Η νέα ϐάση (σύστηµα) êa ονοµάϹεται ϐάση τετϱάδων ή vierbein, ενώ ο πίνακας µετασχηµατισµού êµa = êµa(x) (ο
οποίος εξαϱτάται από τα σηµεία του χωϱοχϱόνου x) ονοµάϹεται πεδίο τετϱάδων ή πεδίο vierbein. Το αντίστϱοϕο του
πεδίου τετϱάδων συµϐολίϹεται ως (êµa)−1 = êµa και ικανοποιεί τις συνϑήκες οϱϑογωνιότητας:

êµ
a êµb = δab (1.1.4)

êµa êν
a = δµν (1.1.5)

όπου το δ δηλώνει το δέλτα του Kronecker. Σύµϕωνα µε τη δυαδικότητα διανύσµατος-συνδιανύσµατος (vector-
covector duality), η δυαδική της (1.1.3) είναι:

êµ = êµa ê
a (1.1.6)

όπου τα êµ ≡ dxµ είναι οι 1-µοϱϕές του συν-συστήµατος συντεταγµένων, δηλαδή:

dxµ = êµa ê
a (1.1.7)

Εποµένως, η µετϱική µποϱεί να γϱαϕεί ως (εξ. (1.1.1)):

g = gµν(ê
µ
a ê

a) (êνb ê
b) = gµν(ê

µ
a ê

ν
b) (ê

a êb)

ΕϕαϱµόϹοντας την συνϑήκη (1.1.2), καταλήγουµε στο ότι:

g(êa, êb) =gµν ê
µ
a ê

ν
b ê
a êb êa êb = ηab ⇒

⇒ g(êa, êb) = gµν ê
µ
a ê

ν
b δ
a
a δ

b
b = ηab ⇒ gµν ê

µ
a ê

ν
b = ηab

Αντιστϱέϕοντας αυτή την τελευταία σχέση, καταλήγουµε στο ότι οι συνιστώσες της µετϱικής µποϱούν να εκϕϱαστούν
ως:

gµν = ηabêµ
a êν

b (1.1.8)

Τα πεδία τετϱάδων êµa(x) µποϱούν να ϑεωϱηϑούν ως συνιστώσες ενός (1, 1) τανυστή e σε ένα "µικτό" σύστηµα µε
συνιστώσες τόσο καµπυλωµένου όσο και επίπεδου χωϱοχϱόνου:

e = êµ
adxµ ⊗ êa (1.1.9)

Αν ϑεωϱήσουµε ένα διάνυσµα v, µποϱούµε να το εκϕϱάσουµε είτε στη καµπυλωµένη είτε στη επίπεδη ϐάση:

v = vµêµ

v = vaêa
(1.1.10)

Ενεϱγώντας σε οποιαδήποτε από αυτά τα διανύσµατα µε τον τανυστή τετϱάδων e, αποκτούµε το ίδιο διάνυσµα αλλά
σε διαϕοϱετική ϐάση. ΄Ετσι, ο τανυστής τετϱάδων είναι στην πϱαγµατικότητα ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός. Ο
νόµος µετασχηµατισµού του διανύσµατος (και του αντίστϱοϕού του) που πϱοκύπτουν είναι:

va = êµ
avµ

vµ = êµav
a

(1.1.11)
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Κεϕάλαιο 1. Καµπυλωµένος Χωϱοχϱόνος µε Στϱέψη 1.1. Φοϱµαλισµός Τετϱάδων

1.1.2 Τοπικοί Μετασχηµατισµοί Lorentz

Μποϱούµε επίσης να ϑεωρήσουµε µετασχηµατισµούς συστήµατος συντεταγµένων µεταξύ διαφορετικών ϐάσεων
τετϱάδων. Η µόνη απαίτηση που πϱέπει να πληρωθεί είναι ότι ο µετασχηµατισµός πϱέπει να διατηϱεί την ορθογ-
ωνιότητα. Εφόσον οι τετϱάδες ϑεωρούνται τοπικά σε περιοχές επίπεδου χωροχρόνου µε τη µετϱική Minkowski, οι
µετασχηµατισµοί Lorentz είναι ακϱιϐώς ο τύπος µετασχηµατισµών που αναζητούµε. ΄Ετσι, έχουµε ότι µια αλλαγή
ϐάσης τετϱάδων µποϱεί να εκφραστεί ως:

êa′ = Λaa′(x)êa (1.1.12)

όπου τα Λaa′(x) δηλώνουν τις συνιστώσες του τανυστή του µετασχηµατισµού Lorentz. Φυσικά, η µετϱική Minkowski
παϱαµένει αναλλοίωτη υπό τους µετασχηµατισµούς Lorentz:

Λaa′Λ
b
b′ηab = ηa′b′

Λόγω της τοπικής ϕύσης αυτών των µετασχηµατισµών Lorentz, τους ονοµάϹουµε Τοπικούς Μετασχηµατισµούς
Lorentz. Ουσιαστικά, τώϱα έχουµε έναν "κανόνα" για να µετασχηµατίσουµε τόσο (άνω και κάτω) λατινικούς και
ελληνικούς δείκτες. ΄Ετσι, υποϑέτοντας ότι έχουµε έναν τανυστή T aµbν µε όλους τους 4 τύπους δεικτών, αυτός
µετασχηµατίϹεται ως:

T a
′µ′

b′ν′ = Λa
′

a
∂xµ

′

∂xµ
Λbb′

∂xν

∂xν′ T
aµ
bν (1.1.13)

Οι αλλαγές συστήµατος συντεταγµένων στον καµπυλωµένο χωϱοχϱόνο (Ελληνικοί δείκτες) ονοµάϹονται Γενικοί
Μετασχηµατισµοί Συντεταγµένων.

1.1.3 Η Σύνδεση Σπιν

ΓνωϱίϹουµε ότι η συναλλοίωτη παϱάγωγος ενός τετϱαδιανύσµατος εκϕϱασµένου στη καµπυλωµένη ϐάση είναι:

∇µv
ν = ∂µv

ν + Γ
ν

µλ v
λ (1.1.14)

όπου η γϱαµµή πάνω από το σύµϐολο Γ
ν

µλ χϱησιµοποιείται για να δηλώσει ότι αυτό δεν είναι το συνηϑισµένο
σύµϐολο Christoffel της σύνδεσης Levi-Civita, καϑώς δεν είναι συµµετϱικό, δηλαδή:

Γ
ν

µλ − Γ
µ

νλ ̸= 0

που σηµαίνει ότι υπάϱχει µη µηδενική στϱέψη και εξετάϹουµε µια γενική συγγενή (affine) σύνδεση. Οµοίως, η
γϱαµµή πάνω από το σύµϐολο παϱαγώγου ∇ δηλώνει ότι εξετάϹεται η σύνδεση που πεϱιλαµϐάνει στϱέψη (ή αλλιώς,
συνεστϱαµµένη σύνδεση). Τώϱα, ας υποϑέσουµε ότι το διάνυσµα v εκϕϱάϹεται στη επίπεδη ϐάση. Μποϱούµε να
υποϑέσουµε ότι υπάϱχει µια διαϕοϱετική σύνδεση τέτοια ώστε η συναλλοίωτη παϱάγωγος να εκϕϱάϹεται µε τον
ίδιο τϱόπο όπως πϱοηγουµένως, δηλαδή ως:

∇µv
a = ∂µv

a + ωµ
a
b v

b (1.1.15)

Αυτή η νέα σύνδεση ωµab που σχετίϹεται µε τους λατινικούς δείκτες ονοµάϹεται σύνδεση σπιν4. Η γϱαµµή από πάνω
δηλώνει την παϱουσία στϱέψης όπως πϱοηγουµένως. Μποϱούµε να εκϕϱάσουµε τους συντελεστές της σύνδεσης
σπιν συναϱτήσει των συµϐόλων Γ, εκϕϱάϹοντας τον τανυστή ∇v στις δύο διαϕοϱετικές ϐάσεις. Για την καµπυλωµένη
ϐάση, έχουµε ότι:

∇v = (∇µv
ν)dxµ ⊗ ∂ν = (∂µv

ν + Γ
ν

µλ v
λ)dxµ ⊗ ∂ν (1.1.16)

Για την επίπεδη ϐάση, έχουµε ότι:

∇v = (∇µv
a)dxµ ⊗ êa = (∂µv

a + ωµ
a
b v

b)dxµ ⊗ êa (1.1.17)

ΓνωϱίϹουµε ότι êa = êρa êρ = êρa ∂ρ και va = êν
avν και άϱα η Εξίσωση (1.1.17) γίνεται:

∇v = [∂µ(êν
avν) + ωµ

a
b (êν

bvν)]dxµ ⊗ (êρa ∂ρ)

το οποίο µας δίνει:
∇v = (vν êρa∂µêν

a + ∂µv
ρ + ωµ

a
b êν

bvν êρa)dx
µ ⊗ ∂ρ

4Η τοποϑέτηση του δείκτη µ είναι καϑαϱά συµϐατική. Μια διαϕοϱετική σύµϐαση ϑα ήταν να τον τοποϑετήσουµε δεξιά, δηλαδή να είχαµε
ωa

bµ.
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Κεϕάλαιο 1. Καµπυλωµένος Χωϱοχϱόνος µε Στϱέψη 1.1. Φοϱµαλισµός Τετϱάδων

όπου έχουµε κάνει την συστολή δεικτών êνaêaρ = δρν . ΜετονοµάϹοντας τους δείκτες ρ −→ ν −→ λ παίϱνουµε ότι:

∇v = (∂µv
ν + vλêνa∂µêλ

a + ωµ
a
b êλ

bvλêνa)dx
µ ⊗ ∂ν (1.1.18)

΄Επειτα, συγκϱίνοντας τις εξισώσεις (1.1.16) και (1.1.18) ϐϱίσκουµε ότι:

Γ
ν

µλ v
λ = vλêνa∂µêλ

a + ωµ
a
b êλ

bvλêνa

Καϑώς αυτό πϱέπει να ισχύει για κάϑε vλ, έχουµε ότι η σχέση µεταξύ των συντελεστών της συγγενούς σύνδεσης
και της σύνδεσης σπιν είναι:

Γ
ν

µλ = êνa∂µêλ
a + ωµ

a
b êλ

bêνa (1.1.19)

Μποϱούµε εύκολα να αντιστϱέψουµε την παϱαπάνω σχέση και να λύσουµε ως πϱος τους συντελεστές της σύνδεσης
σπιν:

ωµ
a
b = êλb êν

a Γ
ν

µλ − êλb ∂µêλ
a (1.1.20)

Τώϱα, αν πολλαπλασιάσουµε και τις δύο πλευϱές µε την ποσότητα êσb τότε παίϱνουµε ότι:

ωµ
a
bêσ

b = êλb êν
a êσ

b Γ
ν

µλ − êλb êσ
b ∂µêλ

a = êν
a Γ

ν

µσ − ∂µêσ
a

Με την αναδιάταξη των όϱων στη µία πλευϱά καταλήγουµε στην εξίσωση:

∂µêσ
a − êν

a Γ
ν

µσ + ωµ
a
bêσ

b = 0

Μποϱούµε να αναγνωϱίσουµε αυτήν την σχέση ως µια συναλλοίωτη παϱάγωγο του πεδίου τετϱάδων êσa, δηλαδή:

∇µêν
a = ∂µêν

a − êσ
a Γ

σ

µν + ωµ
a
bêν

b

όπου έχουµε µετονοµάσει τους δείκτες ν ↔ σ. Ο όϱος "συναλλοίωτη παϱάγωγος" χϱησιµοποιείται όχι για να
αναϕεϱϑεί στην συνηϑισµένη συναλλοίωτη παϱάγωγο που συναντάται στη Γενική Σχετικότητα, η οποία ϑεωϱεί
µόνο την συγγενή σύνδεση Γ σε σχέση µε τους ελληνικούς δείκτες, αλλά σε ένα ευϱύτεϱο/γενικευµένο πλαίσιο
όπου οι λατινικοί δείκτες ϑεωϱούνται σε σχέση µε τη σύνδεση σπιν ω. ΄Ετσι, έχουµε ότι η συναλλοίωτη παϱάγωγος
του πεδίου τετϱάδων µηδενίϹεται:

∇µêν
a = ∂µêν

a − êσ
a Γ

σ

µν + ωµ
a
bêν

b = 0 (1.1.21)

Η παραπάνω σχέση µποϱεί να χρησιµοποιηθεί ως αρχική υπόθεση που τελικά λειτουργεί ως καθοριστική σχέση
για τη σύνδεση σπιν. Γι’ αυτό και ονοµάζεται αξίωµα τετϱάδων. Ωστόσο, καθώς το σηµείο εκκίνησής µας ήταν
διαφορετικό, αυτό το αποτέλεσµα είναι κάπως αναµενόµενο, δεδοµένου ότι êνa είναι οι συνιστώσες του τανυστή e,
ο οποίος όπως είδαµε είναι ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός. ΄Ενα άλλο σηµαντικό εϱώτηµα σχετικά µε τους συντε-
λεστές της σύνδεσης σπιν είναι ο τϱόπος που µετασχηµατίζονται. ΄Οπως και τα σύµβολα Γ, τα οποία προκύπτουν
από την συγγενή σύνδεση, δεν αναµένουµε οι συντελεστές της σύνδεσης σπιν να είναι οι συνιστώσες ενός τανυστή.
Το σηµείο εκκίνησής µας για να ϐϱούµε αυτόν τον νόµο µετασχηµατισµού είναι το γεγονός ότι η συναλλοίωτη
παράγωγος ενός διανύσµατος v στη επίπεδη ϐάση πϱέπει να είναι αναλλοίωτη κατά Lorentz[3]. Εποµένως, αν:

∇µv
a = ∂µv

a + ωµ
a
bv
b

τότε η σχέση:
∇µv

a′ = Λa
′

a∇µv
a (1.1.22)

πϱέπει να ισχύει. ΄Εχουµε ότι

∇µv
a′ = ∇µ(Λ

a′
a v

a) = (∇µΛ
a′
a)v

a + Λa
′

a∇µv
a′

και εποµένως ο µόνος τϱόπος για να ισχύει η συνϑήκη αναλλοιώτητας κατά Lorentz που επιϐάλαµε είναι αν:

∇µΛ
a′
a = 0 (1.1.23)

ΓνωϱίϹουµε πώς να υπολογίϹουµε τις συναλλοίωτες παϱαγώγους (1, 1) τανυστών (και, γενικά, των (k, l) τανυστών)
και έτσι υπολογίϹουµε τη συναλλοίωτη παϱάγωγο του Λa

′
b, η οποία γνωϱίϹουµε ότι ϑα πϱέπει να είναι µηδέν:

∇µΛ
a′
b = ∂µΛ

a′
b + ωµ

a′
cΛ

c
b − ωµ

c
bΛ

a′
c = 0 (1.1.24)
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όπου ο άνω δείκτης έχει έναν ϑετικό όϱο διόϱϑωσης και ο κάτω δείκτης έχει έναν αϱνητικό. ΠολλαπλασιάϹουµε µε
Λbb′ και παίϱνουµε:

Λbb′∂µΛ
a′
b + ωµ

a′
c Λ

b
b′Λ

c
b − ωµ

c
b Λ

b
b′Λ

a′
c = 0 ⇒

Λbb′∂µΛ
a′
b + ωµ

a′
b′ − ωµ

c
b Λ

b
b′Λ

a′
c = 0

(1.1.25)

και άϱα:
ωµ

a′
b′ = ωµ

c
b Λ

b
b′Λ

a′
c − Λbb′∂µΛ

a′
b (1.1.26)

Μποϱεί να ϕανεί ξεκάϑαϱα ότι οι συντελεστές της σύνδεσης σπιν δεν πϱέπει να µετασχηµατίϹονται όπως ένας
τανυστής πϱοκειµένου η συναλλοίωτη παϱάγωγος ενός διανύσµατος να µετασχηµατίϹεται σωστά.

1.2 Ο Ρόλος των ∆ιαϕοϱικών Μοϱϕών

Ο νέος µας ϕορµαλισµός, που περιλαµβάνει λατινικούς (επίπεδους) δείκτες, µας επιτϱέπει να χρησιµοποιήσουµε
ένα πολύ ισχυϱό υπολογιστικό εργαλείο: την εξωτερική άλγεβρα (exterior algebra) των διαφορικών µορφών. Γν-
ωρίζουµε ότι ένα αντικείµενο όπως το Xµ είναι µια 1-µοϱϕή, ένα αντισυµµετρικό αντικείµενο όπως το Aµν είναι
µια 2-µοϱϕή και ούτω καθεξής. Αλλά τι γίνεται µε ένα αντικείµενο όπως το Xµ

a; Με την πϱώτη µατιά, κάποιος ϑα
έλεγε ότι αυτό δεν είναι µια διαφορική µοϱϕή. Ωστόσο, το γεγονός ότι το a είναι ένας λατινικός (επίπεδος) δείκτης
µας επιτϱέπει να κάνουµε µια πολύ σηµαντική αλλαγή στην οπτική µας γωνία: Μποϱούµε να δούµε το Xµ

a ως
µια 1-µοϱϕή που λαµβάνει ως τιµές διανύσµατα! Για κάϑε τιµή του κάτω δείκτη µ, το Xµ

a είναι ένα τετϱαδιάνυσµα
λόγω του δεύτεϱου, άνω επίπεδου δείκτη a. Σε αυτό το πνεύµα, οποιοσδήποτε τανυστής που έχει οποιονδήποτε
αριθµό κάτω ελληνικών δεικτών που είναι εντελώς αντισυµµετρικοί και οποιονδήποτε αριθµό λατινικών δεικτών
µποϱεί να ϑεωρηθεί ως µια διαφορική µοϱϕή που λαµβάνει ως τιµές τανυστές. Για παϱάδειγµα, ο τανυστής Aµνab,
όπου οι µ, ν είναι αντισυµµετρικοί, µποϱεί να ϑεωρηθεί ως µια 2-µοϱϕή που λαµβάνει ως τιµές (1, 1) τανυστές.
Ως εκ τούτου, οι "συνηθισµένες" διαφορικές µορφές όπως το Xµ είναι απλώς διαφορικές µορφές που λαµβάνουν
ως τιµές ϐαθµωτές ποσότητες. Με την εφαρµογή αυτού του "κανόνα", οι συντελεστές της σύνδεσης σπιν ωµab είναι
1-µοϱϕές που λαµβάνουν ως τιµές (1, 1) τανυστές. Αυτό σηµαίνει ότι µποϱούµε να "καταργήσουµε"/αποκϱύψουµε
τον ελληνικό δείκτη γράφοντας τον συντελεστή της σύνδεσης σπιν ως µία 1-µοϱϕή5:

ωab = ωµ
a
b dx

µ (1.2.1)

όπου η έντονη γϱαϕή έχει χϱησιµοποιηϑεί για να υποδείξει τη 1-µοϱϕή ως γεωµετϱικό αντικείµενο και όχι απλώς
ως τις συνιστώσες συναϱτήσεις της. ΓνωϱίϹουµε ότι η εξωτεϱική παϱάγωγος (exterior derivative) µιας 1-µοϱϕής Xµ

είναι µια 2-µοϱϕή που δίνεται από την σχέση:

(dX)µν = ∂µXν − ∂νXµ

και έτσι, για µια 1-µοϱϕή µε τιµή τετϱαδιανύσµατος Xµ
a έχουµε ότι:

(dX)µν
a
= ∂µXν

a − ∂νXµ
a (1.2.2)

Ωστόσο, αυτή η παϱάγωγος δεν ικανοποιεί τις ανάγκες µας. Αυτό συµϐαίνει γιατί, ενώ µετασχηµατίϹεται ως
µια 2-µοϱϕή υπό Γενικές Μετασχηµατισµούς Συντεταγµένων (ελληνικοί δείκτες), δεν µετασχηµατίϹεται όπως ένα
τετϱαδιάνυσµα υπό Τοπικές Μετασχηµατισµούς Lorentz (λατινικοί δείκτες). Για να διοϱϑώσουµε αυτήν την αστοχία,
πϱέπει να εισαγάγουµε έναν νέο τελεστή παϱαγώγων, την εξωτεϱική συναλλοίωτη παϱάγωγο, η οποία οϱίϹεται ως:

(DX)µν
a
= (dX)µν

a
+ (ω ∧X)µν

a
= ∂µXν

a − ∂νXµ
a + ωµ

a
bXν

b − ων
a
bXµ

b (1.2.3)

όπου το ∧ συµϐολίϹει το λεγόµενο γινόµενο wedge των διαϕοϱικών µοϱϕών και η γϱαµµή πάνω από την παϱάγωγο
υποδηλώνει ότι χϱησιµοποιείται µια σύνδεση στην οποία η στϱέψη είναι µη-µηδενική. Μποϱούµε να δείξουµε ότι
η παϱαπάνω σχέση είναι ίση µε:

(DX)µν
a
= ∇µXν

a −∇νXµ
a (1.2.4)

Με έντονη γϱαϕή, αποκϱύπτοντας τους ελληνικούς δείκτες, η εξωτεϱική συναλλοίωτη παϱάγωγος µιας p-µοϱϕής
που λαµϐάνει ως τιµές τετϱαδιανύσµατα εκϕϱάϹεται ως:

(DX)a = (DX
a
) = dXa + ωab ∧Xb (1.2.5)

5∆εδοµένου ότι ο δείκτης µ ϑα συσταλεί ούτως ή άλλως, καϑίσταται πιο σαϕές γιατί υπάϱχουν διαϕοϱετικές συµϐάσεις για την τοποϑέτησή
του. Στις πεϱισσότεϱες πεϱιπτώσεις, ϑα χϱησιµοποιούµε τις συνεσταλµένες µοϱϕές των συντελεστών σύνδεσης.
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Αυτός ο οϱισµός της εξωτεϱικής συναλλοίωτης παϱαγώγου µποϱεί να επεκταϑεί σε οποιαδήποτε p-µοϱϕή Xa...
b...

που λαµϐάνει ως τιµές τανυστές, όπως δίνεται στην πηγή [4]:

(DX)a...b... = (dX)a...b... + (ωac ∧Xc...
b...) + · · · − (−1)p(Xa...

d... ∧ ωdb)− · · · (1.2.6)

Για να συνοψίσουµε, έχουµε κάνει δύο πϱάγµατα:

1. ΄Εχουµε αλλάξει την οπτική µας γωνία, ϐλέποντας τους τανυστές µε µικτούς ελληνικούς και λατινικούς δείκ-
τες ως διαφορικές µορφές µε ελληνικούς δείκτες, που λαµβάνουν ως τιµές τανυστές. Αυτό µας επιτϱέπει να
αποσυµφορήσουµε τις εξισώσεις µας από την πληθώρα δεικτών, διατηρώντας µόνο τους λατινικούς (επίπε-
δους) δείκτες, κάτι το οποίο γίνεται εϕικτό αναπαριστώντας αυτές τις διαφορικές µορφές ως γεωµετϱικά
αντικείµενα και όχι ως τις συνιστώσες τους (αποκρύπτοντας έτσι τους ελληνικούς δείκτες).

2. ΄Εχουµε οϱίσει έναν κατάλληλο τελεστή παϱαγώγων (την εξωτεϱική συναλλοίωτη παϱάγωγο) για τις διαϕοϱικές
τιµές που λαµϐάνουν ως τιµές τανυστές, ο οποίος ενσωµατώνει τη σύνδεση σπιν.

Θα χϱησιµοποιήσουµε εκτενώς τη σηµειογϱαϕία και τα εϱγαλεία που παϱουσιάστηκαν παϱαπάνω στο υπόλοιπο
του κειµένου.

1.3 Οι Εξισώσεις ∆οµής του Cartan

Τώϱα που έχουµε καθορίσει τον ϕορµαλισµό µας σε όϱους τετϱαδών και διαφορικών µορφών, µποϱούµε να προ-
χωρήσουµε και να εκφράσουµε πολλές έννοιες της Γενικής Σχετικότητας µε τις οποίες είµαστε γνώριµου µε αυτούς
τους νέους όϱους.

1.3.1 Συµϐατότητα της Μετϱικής

Η συνϑήκη συµϐατότητας της µετϱικής (metric compatibility condition) στη Γενική Σχετικότητα εκϕϱάϹεται ως µια
συνϑήκη µηδενισµού της συναλλοίωτης παϱαγώγου της µετϱικής:

∇g = 0 (1.3.1)

Συναϱτήσει των vielbein, αυτό εκϕϱάϹεται ως:

Dηab = 0 ⇒ ∇µηab =�
��*0

∂µηab − ωµ
c
a ηcb − ωµ

c
b ηac = −ωµab − ωµba = 0

το οποίο µεταϕϱάϹεται στο ότι οι δύο λατινικοί δείκτες είναι αντισυµµετϱικοί:

ωµab = −ωµba (1.3.2)

ή, ισοδύναµα:
ωab = −ωba (1.3.3)

1.3.2 Στϱέψη

Ξέϱουµε ότι η στϱέψη στη Γενική Σχετικότητα είναι ένας τανυστής µε συνιστώσες6:

Tλµν = Γ
λ

µν − Γ
λ

νµ (1.3.4)

Θέλουµε να εκϕϱάσουµε το παϱαπάνω µε Λατινικούς δείκτες. ΄Εχουµε7:

Tλµν = êλaT
a
µν (1.3.5)

6∆εδοµένου ότι οι συντελεστές της σύνδεσης Γ δεν είναι τανυστές, συνήϑως δεν τηϱούµε αυστηϱά τη σηµειογϱαϕία των δεικτών και γϱάϕουµε
τον πάνω δείκτη απευϑείας πάνω από τον πϱώτο κάτω δείκτη. Ωστόσο, καϑώς η διαϕοϱά αυτών των δύο συµϐόλων Γ είναι ένας τανυστής,
είµαστε υποχϱεωµένοι να επιλέξουµε µια ϑέση για τον πάνω δείκτη. Εδώ ακολουϑούµε τη σύµϐαση να τοποϑετείται στην αϱιστεϱή πλευϱά,
αντί για τη δεξιά.

7Σε άλλες πηγές, χϱησιµοποιείται η µοϱϕή Tλ
µν = −êλaTa

µν . Αυτό το συµϐατικό µείον µποϱεί να αναχϑεί στη σύµϐαση που χϱησιµοποιεί
ο συγγϱαϕέας στον οϱισµό της συναλλοίωτης παϱαγώγου. Πιο συγκεκϱιµένα, ενώ εδώ χϱησιµοποιούµε ∇µων = ∂µων −Γλ

µνωλ, άλλες πηγές
χϱησιµοποιούν∇µων = ∂µων − Γλ

νµωλ. Για να διατηϱηϑεί το τελικό αποτέλεσµα (Εξίσωση (1.3.8)), η εισαγωγή αυτού του µείον είναι
απαϱαίτητη.
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Από την Εξίσωση (1.1.19) έχουµε ότι:

Γ
λ

µν = êλa∂µêν
a + ωµ

a
c êν

cêλa

Εποµένως:

Tλµν = êλa∂µêν
a + ωµ

a
c êν

cêλa − êλa∂ν êµ
a − ων

a
c êµ

cêλa ⇒
Tλµν = êλa(∂µêν

a − ∂ν êµ
a + ωµ

a
c êν

c − ων
a
c êµ

c)
(1.3.6)

Συγκϱίνοντας τις Εξισώσεις (1.3.5) και (1.3.6) ϐϱίσκουµε ότι:

T aµν = ∂µêν
a − ∂ν êµ

a + ωµ
a
c êν

c − ων
a
c êµ

c (1.3.7)

ΑναγνωϱίϹουµε το παϱαπάνω ως την εξωτεϱική συναλλοίωτη παϱάγωγο της 1-µοϱϕής êa που λαµϐάνει ως τιµές
τετϱαδιανύσµατα (δες Εξίσωση (1.2.3)). Εποµένως, µποϱούµε να γϱάψουµε:

T a = Dêa = dêa + ωab ∧ êb (1.3.8)

Αυτή η εξίσωση ονοµάϹεται Πϱώτη Εξίσωση ∆οµής του Cartan.

1.3.3 Καµπυλότητα

Μποϱούµε να δουλέψουµε παϱόµοια στην πεϱίπτωση του τανυστή καµπυλότητας. Στη Γενική Σχετικότητα, ο
τανυστής καµπυλότητας δίνεται από την σχέση:

R
ρ
σµν = ∂µΓ

ρ

νσ − ∂νΓ
ρ

µσ + Γ
ρ

µλΓ
λ

νσ − Γ
ρ

νλΓ
λ

µσ (1.3.9)

Μποϱούµε να αλλάξουµε δύο από τους δείκτες σε επίπεδους και να εκϕϱάσουµε την καµπυλότητα σε όϱους της
σύνδεσης spin ως:

R
a
bµν = ∂µων

a
b − ∂νωµ

a
b + ωµ

a
cων

c
b − ων

a
cωµ

c
b (1.3.10)

Απόδειξη

ΓνωϱίϹουµε ότι µποϱούµε να µεταϐούµε σε επίπεδους δείκτες χϱησιµοποιώντας τα vielbeins:

R
ρ
σµν = êρa êσ

bR
a
bµν (1.3.11)

Τώϱα, χϱησιµοποιώντας την Εξίσωση (1.1.19) λαµϐάνουµε ότι:

∂µΓ
ρ

νσ = ∂µ(ê
ρ
a∂ν êσ

a + ων
a
c êσ

cêρa) =

= (∂µê
ρ
a)(∂ν êσ

a) + êρa(∂µ∂ν êσ
a) + (∂µων

a
c) êσ

cêρa + ων
a
c (∂µêσ

c)êρa + ων
a
c êσ

c(∂µê
ρ
a)

και:

∂νΓ
ρ

µσ = ∂ν(ê
ρ
a∂µêσ

a + ωµ
a
c êσ

cêρa) =

= (∂ν ê
ρ
a)(∂µêσ

a) + êρa(∂ν∂µêσ
a) + (∂νωµ

a
c) êσ

cêρa + ωµ
a
c (∂ν êσ

c)êρa + ωµ
a
c êσ

c(∂ν ê
ρ
a)

αλλά και:

Γ
ρ

µλΓ
λ

νσ = (êρa∂µêλ
a + ωµ

a
c êλ

cêρa)
(
êλb∂ν êσ

b + ων
b
d êσ

dêλb

)
= êρaê

λ
b∂µêλ

a∂ν êσ
b + êρa êσ

d êλb ων
b
d ∂µêλ

a+

+ êλ
cêλb︸ ︷︷ ︸
=δcb

êρa ωµ
a
c∂ν êσ

b + êλ
c êλb︸ ︷︷ ︸
=δcb

êρa êσ
d ωµ

a
c ων

b
d =

= êρaê
λ
b∂µêλ

a∂ν êσ
b + êρa êσ

d êλb ων
b
d ∂µêλ

a + êρa ωµ
a
b∂ν êσ

b + êρa êσ
d ωµ

a
b ων

b
d

και

Γ
ρ

νλΓ
λ

µσ = (êρa∂ν êλ
a + ων

a
c êλ

cêρa)
(
êλb∂µêσ

b + ωµ
b
d êσ

dêλb

)
= êρaê

λ
b∂ν êλ

a∂µêσ
b + êρa êσ

d êλb ωµ
b
d ∂ν êλ

a + êρa ων
a
b∂µêσ

b + êρa êσ
d ων

a
b ωµ

b
d
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΄Ετσι, έχουµε ότι:

R
ρ
σµν = (∂µê

ρ
a)(∂ν êσ

a) +((((((
êρa(∂µ∂ν êσ

a) + (∂µων
a
c) êσ

cêρa + ων
a
c (∂µêσ

c)êρa + ων
a
c êσ

c(∂µê
ρ
a)

− (∂ν ê
ρ
a)(∂µêσ

a)−((((((
êρa(∂ν∂µêσ

a)− (∂νωµ
a
c) êσ

cêρa − ωµ
a
c (∂ν êσ

c)êρa − ωµ
a
c êσ

c(∂ν ê
ρ
a)

+ êρaê
λ
b∂µêλ

a∂ν êσ
b + êρa êσ

d êλb ων
b
d ∂µêλ

a + êρa ωµ
a
b∂ν êσ

b + êρa êσ
d ωµ

a
b ων

b
d

− êρaê
λ
b∂ν êλ

a∂µêσ
b − êρa êσ

d êλb ωµ
b
d ∂ν êλ

a − êρa ων
a
b∂µêσ

b − êρa êσ
d ων

a
b ωµ

b
d

Μετά την αναδιάταξη κάποιων όϱων και την µετονοµασία κάποιων δεικτών, παίϱνουµε:

R
ρ
σµν = êρa êσ

b

[
∂µων

a
b − ∂νωµ

a
b + ωµ

a
c ων

c
b − ων

a
c ωµ

c
b

]
+

[
(∂µê

ρ
a)(∂ν êσ

a)− (∂ν ê
ρ
a)(∂µêσ

a)

]
+êσ

c

[
ων

a
c (∂µê

ρ
a)− ωµ

a
c (∂ν ê

ρ
a)

]
+
(((((((((((((((

êρa

[
ων

a
c (∂µêσ

c)− ωµ
a
c (∂ν êσ

c)

]
+
(((((((((((((((

êρa

[
ωµ

a
b(∂ν êσ

b)− ων
a
b(∂µêσ

b)

]
+ êρaê

λ
b

[
(∂µêλ

a)(∂ν êσ
b)− (∂ν êλ

a)(∂µêσ
b)

]
+ êρa êσ

d êλb

[
ων

b
d (∂µêλ

a)− ωµ
b
d (∂ν êλ

a)

]
Για να πϱοχωϱήσουµε µε τους υπολογισµούς, χϱειαϹόµαστε µία χϱήσιµη ταυτότητα. ΄Εχουµε ότι:

∂µ(ê
λ
aêτ

a) = (∂µêτ
a)êλa + êτ

a(∂µê
λ
a)

Επιπλέον, ισχύει ότι:
∂µ(ê

λ
aêτ

a) = ∂µδ
λ
τ = 0

Εποµένως, λαµϐάνουµε την ταυτότητα:

(∂µêτ
a)êλa = −êτ a(∂µêλa) (1.3.12)

το οποίο σηµαίνει ότι µποϱούµε να ανταλλάξουµε τα vielbein στην παράγωγο, λαµβάνοντας ένα αρνητικό
πϱόσηµο. ΄Εχοντας αυτό κατά νου, κάνουµε τις πράξεις:

êρa

[
êλb(∂µêλ

a)(∂ν êσ
b)− êλb(∂ν êλ

a)(∂µêσ
b)

]
= êρa

[
− êλ

a(∂µê
λ
b)(∂ν êσ

b) + êλ
a(∂ν ê

λ
b)(∂µêσ

b)

]
= δρλ

[
− (∂µê

λ
b)(∂ν êσ

b) + (∂ν ê
λ
b)(∂µêσ

b)

]
=

[
− (∂µê

ρ
b)(∂ν êσ

b) + (∂ν ê
ρ
b)(∂µêσ

b)

]
Οµοίως, έχουµε ότι:

êρa êσ
d

[
êλb ων

b
d (∂µêλ

a)− êλb ωµ
b
d (∂ν êλ

a)

]
= êρa êσ

d

[
− êλ

a ων
b
d (∂µê

λ
b) + êλ

a ωµ
b
d (∂ν ê

λ
b)

]
= δρλ êσ

d

[
− ων

b
d (∂µê

λ
b) + ωµ

b
d (∂ν ê

λ
b)

]
= êσ

d

[
− ων

b
d (∂µê

ρ
b) + ωµ

b
d (∂ν ê

ρ
b)

]
΄Αϱα, αν αντικαταστήσουµε πίσω στην έκϕϱαση για τον τανυστή καµπυλότητας, λαµϐάνουµε:

R
ρ
σµν = êρa êσ

b

[
∂µων

a
b − ∂νωµ

a
b + ωµ

a
c ων

c
b − ων

a
c ωµ

c
b

]
+
(((((((((((((((([
(∂µê

ρ
a)(∂ν êσ

a)− (∂ν ê
ρ
a)(∂µêσ

a)

]
+ êσ

c
hhhhhhhhhhhhhh

[
ων

a
c (∂µê

ρ
a)− ωµ

a
c (∂ν ê

ρ
a)

]
+
((((((((((((((((([
− (∂µê

ρ
b)(∂ν êσ

b) + (∂ν ê
ρ
b)(∂µêσ

b)

]
+ êσ

d
hhhhhhhhhhhhhhh

[
− ων

b
d (∂µê

ρ
b) + ωµ

b
d (∂ν ê

ρ
b)

]
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Παϱατηϱούµε ότι όλοι οι όϱοι εκτός από τον πϱώτο εξαϕανίϹονται και άϱα:

R
ρ
σµν = êρaêσ

b(∂µων
a
b − ∂νωµ

a
b + ωµ

a
cων

c
b − ων

a
cωµ

c
b) (1.3.13)

Εποµένως, µε άµεση σύγκϱιση των Εξισώσεων (1.3.11) and (1.3.13) παϱατηϱούµε ότι:

R
a
bµν = ∂µων

a
b − ∂νωµ

a
b + ωµ

a
cων

c
b − ων

a
cωµ

c
b

Αυτό είναι και το επιϑυµητό αποτέλεσµα.

ΑναγνωϱίϹουµε τους πϱώτους δύο όϱους της σχέσης καµπυλότητας ως την εξωτεϱική παϱάγωγο του ω και τους
τελευταίους δύο όϱους ως το γινόµενο wedge του ω µε τον εαυτό του. ΄Ετσι, έχουµε µια ισοδύναµη έκϕϱαση:

R
a
b = dωab + ωac ∧ ωcb (1.3.14)

Αυτή είναι γνωστή ως η ∆εύτεϱη Εξίσωση ∆οµής του Cartan.

1.3.4 Οι Ταυτότητες Bianchi

Με την εϕαϱµογή πολλαπλών εξωτεϱικών συναλλοίωτων παϱαγώγων στην τετϱάδα ως 1-µοϱϕή, αποκτούµε τις
ταυτότητες Bianchi, γνωστές από τη Γενική Σχετικότητα, στον νέο µας ϕοϱµαλισµό. Η εξωτεϱική συναλλοίωτη
παϱάγωγος της 1-µοϱϕής της στϱέψης είναι:

DT a = D
2
êa = Ddêa +D(ωab ∧ êb)

΄Εχουµε ότι:

Ddêa =���*
0

d2êa + ωab ∧ dêb = ωab ∧ dêb

και:
D(ωab ∧ êb) = d(ωab ∧ êb) + ωab ∧ ωbc ∧ êc = dωab ∧ êb − ωab ∧ dêb + ωab ∧ ωbc ∧ êc

΄Αϱα:

DT a =�����
ωab ∧ dêb + dωab ∧ êb −�����

ωab ∧ dêb + ωab ∧ ωbc ∧ êc

= dωab ∧ êb + ωab ∧ ωbc ∧ êc = (dωab + ωab ∧ ωbc) ∧ êc

ΜετονοµάϹοντας τους δείκτες b↔ c ϕτάνουµε στην σχέση:

DT a = D
2
êa = Ra

b ∧ êb (1.3.15)

Αυτή η εξίσωση είναι στην πϱαγµατικότητα η Πϱώτη Ταυτότητα Bianchi της Γενικής Σχετικότητας [2]:

Rρ[σµν] = 0 (1.3.16)

Σηµειώνουµε ότι η απόδειξη της πϱώτης ταυτότητας Bianchi που παϱουσιάστηκε παϱαπάνω δεν εµπεϱιείχε καµία
υπόϑεση για το êa εκτός από το ότι είναι µια διαϕοϱική µοϱϕή που λαµϐάνει ως τιµές τετϱαδιανύσµατα. Εποµένως,
ο τύπος είναι έγκυϱος για οποιαδήποτε p-µοϱϕή διαϕοϱικής µοϱϕής λa που λαµϐάνει ως τιµές τετϱαδιανύσµατα:

D
2
λa = Ra

b ∧ λb (1.3.17)

Τώϱα, ας υπολογίσουµε µια επιπλέον εξωτεϱική συναλλοίωτη παϱάγωγο, δηλαδή να υπολογίσουµε την ποσότητα
D

3
λa. Μποϱούµε να την υπολογίσουµε µε δύο διαϕοϱετικούς τϱόπους. Πϱώτον,

D
3
λa = D(D

2
λa) = D(Ra

b ∧ λb) = (DRa
b ∧ λb) + (Ra

b ∧Dλb) (1.3.18)

Ωστόσο, έχουµε επίσης ότι
D

3
λa = D

2
(Dλa) = Ra

b ∧Dλb (1.3.19)

όπου χϱησιµοποιήσαµε την ποσότητα Dλa αντί για λa στην Εξίσωση (1.3.17). Συγκϱίνοντας τις Εξισώσεις (1.3.18)
και (1.3.19) συµπεϱαίνουµε ότι:

DRa
b ∧ λb = 0
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Αϕού το λa µποϱεί να είναι µια αυϑαίϱετη p-µοϱϕή µε τιµή τετϱαδιάνυσµα, επιλέγουµε να είναι µια 0-µοϱϕή,
δηλαδή ένα απλό τετϱαδιάνυσµα λa = Xa. Κάνοντας αυτό, το γινόµενο wedge απλοποιείται σε ένα κανονικό
γινόµενο:

(DRa
b)X

b = 0

Εϕόσον αυτή η ισότητα πϱέπει να ισχύει για κάϑε αυϑαίϱετα επιλεγµένο τέτοιο τετϱαδιάνυσµα, καταλήγουµε ότι η
ακόλουϑη εξίσωση πϱέπει να ισχύει:

DRa
b = 0

Χϱησιµοποιώντας τον οϱισµό της εξωτεϱικής συναλλοίωτης παϱαγώγου, η παϱαπάνω εξίσωση µποϱεί να γϱαϕεί ως:

DRa
b = dRa

b + ωac ∧Rc
b −Ra

c ∧ ωcb = 0 (1.3.20)

που είναι στην πϱαγµατικότητα η ∆εύτεϱη (∆ιαϕοϱική) Ταυτότητα του Bianchi της Γενικής Σχετικότητας [2]:

∇[λ|R
ρ
σ|µν] = 0 (1.3.21)

Μποϱούµε να υπολογίσουµε την ποσότητα DRa
b:

DRa
b = D(dωab + ωac ∧ ωcb) = D(dωab) +D(ωac ∧ ωcb)

΄Εχουµε ότι:

D(dωab) =�����:0
(d2ωab) + (ωac ∧ dωcb)− (dωac ∧ ωcb) = (ωac ∧ dωcb)− (dωac ∧ ωcb) = d(ωac ∧ ωcb)

και:

D(ωac ∧ ωcb) = d(ωac ∧ ωcb) + (ωac ∧ ωcd ∧ ωdb) + (ωac ∧ ωcd ∧ ωdb)

= d(ωac ∧ ωcb) + 2(ωac ∧ ωcd ∧ ωdb)

Εποµένως, παίϱνουµε ότι:
DRa

b = 2d(ωac ∧ ωcb) + 2(ωac ∧ ωcd ∧ ωdb)

Η ∆εύτεϱη Ταυτότητα Bianchi µποϱεί τότε να γϱαϕεί ως:

DRa
b = d(ωac ∧ ωcb) + (ωac ∧ ωcd ∧ ωdb) = 0 (1.3.22)

1.4 Ο Τανυστής Συστϱοϕής

Υποϑέτοντας µια συνεστϱαµµένη σύνδεση Γλµν είναι δυνατόν να δείξουµε ότι [5]

Γλµν = Γλµν +
1

2
(Tλµν + Tµ

λ
ν + Tν

λ
µ) (1.4.1)

όπου τα Γλµν είναι τα σύµϐολα Christoffel της Γενικής Σχετικότητας που δεν συµπεϱιλαµϐάνουν την στϱέψη και
άϱα είναι συµµετϱικά,

Γλµν = Γλνµ (1.4.2)

και τα Tλµν είναι οι συνιστώσες του τανυστή καµπυλότητας. Εποµένως, είναι δυνατόν να διαχωϱιστεί η συγγενής
σύνδεση σε δύο µέϱη, ένα ελεύϑεϱο από στϱέψη µέϱος Γλµν και ένα συνεστϱαµµένο µέϱος Kλ

µν :

Γλµν = Γλµν +Kλ
µν (1.4.3)

Το συνεστϱαµµένο µέϱος Kλ
µν είναι ένας τανυστής (καϑώς οϱίϹεται µε ϐάση τον τανυστή στϱέψης), τον οποίο

ονοµάϹουµε τανυστή συστϱοϕής8

Kλ
µν =

1

2
(Tλµν + Tµ

λ
ν + Tν

λ
µ) (1.4.4)

8Υπάϱχουν τέσσεϱεις διαϕοϱετικές εκϕϱάσεις για τον τανυστή συστϱοϕής, οι οποίες ϐασίϹονται σε δύο επιλογές συµϐάσεων:
i Την επιλογή του οϱισµού της συναλλοίωτης παϱαγώγου: Είτε ∇µων = ∂µων − Γλ

µνωλ (Επιλογή (1α)), είτε ∇µων = ∂µων − Γλ
νµωλ

(Επιλογή (1ϐ))

ii Την επιλογή του οϱισµού του τανυστή στϱέψης: Είτε Tλ
µν = Γ

λ
µν − Γ

λ
νµ (Επιλογή (2α)), είτε Tλ

µν = Γ
λ
νµ − Γ

λ
µν (Επιλογή (2ϐ))
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Ο τανυστής στϱέψης είναι αντισυµµετϱικός στους κάτω δείκτες του:

Tλµν = −Tλνµ (1.4.5)

ΒασιϹόµενοι στο παϱαπάνω µποϱούµε εύκολα να δείξουµε ότι ο τανυστής συστϱοϕής είναι αντισυµµετϱικός στον
1ο και 3ο δείκτη του:

Kλµν = −Kνµλ (1.4.6)

Ανάλογα, η συνεστϱαµµένη σύνδεση σπιν ωab µποϱεί να διαχωϱιστεί σε ένα τµήµα χωϱίς στϱέψη ωab και σε ένα
τµήµα Ka

b που εµπεϱιέχει όλη την πληϱοϕοϱία σχετικά µε την στϱέψη:

ωab = ωab +Ka
b ⇒ ωµ

a
b = ωµ

a
b +Ka

µb (1.4.7)

όπου Ka
b είναι ξανά η συστϱοϕή, αυτή τη ϕοϱά εκπεϕϱασµένη χϱησιµοποιώντας Λατινικούς δείκτες. Το τµήµα

χωϱίς στϱέψη οϱίϹεται έτσι ώστε:
Dêa = dêa + ωab ∧ êb = 0 (1.4.8)

∆ηλαδή, η συνεισϕοϱά στην στϱέψη από το ωab είναι µηδέν. Είναι, στην συνέχεια, εύκολο να δείξουµε ότι:

D = D +Ka
b∧ (1.4.9)

Σηµειώνουµε ότι έχουµε οϱίσει µία εξωτεϱική συναλλοίωτη παϱάγωγο χωϱίς γϱαµµή από πάνω, D, η οποία οϱίϹεται
όπως η D, αλλά µε ωab αντί για ωab. Αυτό, µε τη σειϱά του, µας δίνει ότι η ποσότητα ωab είναι αντισυµµετϱική:

ωab = −ωba (1.4.10)

Το αποτέλεσµα αυτό πϱοκύπτει από την Συνϑήκη Συµϐατότητας της Μετϱικής, όπως και πϱοηγουµένως. Η 1-
µοϱϕή της στϱέψης οϱίϹεται από την συστολή9:

Ka
c = Ka

bc ê
b = Ka

µc dx
µ (1.4.11)

όπου οι συνιστώσες Ka
bc δίνονται από:

Kabc =
1

2
(Tabc + Tbac + Tcab) (1.4.12)

∆εδοµένου ότι οι πϱώτος και τϱίτος δείκτης είναι αντισυµµετϱικοί,

Kabc = −Kcba (1.4.13)

ακολουϑεί ότι οι συνιστώσες της 1-µοϱϕής της συστϱοϕής είναι αντισυµµετϱικές:

Kab = −Kba (1.4.14)

Επιπλέον, µέσω της Εξίσωσης-Οϱισµού (1.3.8) για την στϱέψη και της Εξίσωσης (1.4.8) είναι τετϱιµµένο να δείξουµε
ότι:

T a = Ka
b ∧ êb (1.4.15)

Επιϐεϐαιώνουµε έτσι ότι η πληϱοϕοϱία σχετικά µε την στϱέψη συµπεϱιλαµϐάνεται εξ’ ολοκλήϱου στην συστϱοϕή.
Επιπλέον, έχουµε ότι:

2(Kabc −Kacb) = Tabc + Tbac + Tcab − Tacb − Tcab − Tbac = 2Tabc

Στη συνέχεια, σύµϕωνα µε τον συνδυασµό µας από επιλογές συµϐάσεων, αποκτούµε διαϕοϱετικές εκϕϱάσεις για τις συνιστώσες του τανυστή
συστϱοϕής:

i (1α) & (2α): Kλµν = 1
2
(Tλµν + Tµλν + Tνλµ) & αντισυµµετϱικός στον 1ο και 3ο δείκτη: Kλµν = −Kνµλ (χϱησιµοποιούµε αυτόν τον

συνδυασµό)
ii (1α) & (2ϐ): Kλµν = − 1

2
(Tλµν + Tµλν + Tνλµ) & αντισυµµετϱικός στον 1ο και 3ο δείκτη: Kλµν = −Kνµλ

iii (1ϐ) & (2α): Kλµν = 1
2
(Tλµν − Tµλν − Tνλµ) & αντισυµµετϱικός στον 1ο και 2ο δείκτη: Kλµν = −Kµλν

iv (1ϐ) & (2ϐ): Kλµν = 1
2
(Tµλν + Tνλµ − Tλµν) & αντισυµµετϱικός στον 2ο και 3ο δείκτη: Kλµν = −Kλνµ

9Ο δείκτης που συστέλλεται είναι αυτός που δεν διαϑέτει καµία συµµετϱία. Παϱοµοίως, στις άλλες συµϐάσεις που πεϱιγϱάψαµε, η 1-µοϱϕή
της συστϱοϕής οϱίϹεται από την συστολή του κάτω δείκτη που δεν έχει συµµετϱίες.
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Κεϕάλαιο 1. Καµπυλωµένος Χωϱοχϱόνος µε Στϱέψη 1.5. Φοϱµαλισµός Lagrange της Θεωϱίας Einstein-Cartan

΄Ετσι, παίϱνουµε την ιδιότητα:
T abc = 2Ka

[bc] = (Ka
bc −Ka

cb) (1.4.16)

΄Εχοντας κατά νου όλα τα παϱαπάνω, µποϱούµε να οϱίσουµε µια 2-µοϱϕή καµπυλότητας χωϱίς στϱέψη ως [4]:

Ra
b = dωab + ωac ∧ ωcb (1.4.17)

Η καµπυλότητα αυτή ικανοποιεί την ταυτότητα Bianchi:

DRa
b = 0 (1.4.18)

Αναπτύσσοντας την Εξίσωση (1.3.14) παίϱνουµε ότι:

R
a
b = d(ωab +Ka

b) + (ωac +Ka
c) ∧ (ωcb +Kc

b)

= dωab + ωac ∧ ωcb︸ ︷︷ ︸
=Ra

b

+dKa
b + ωac ∧Kc

b +Ka
c ∧ ωcb︸ ︷︷ ︸

DKa
b

+Ka
c ∧Kc

b

΄Ετσι, η συστϱαµµένη 2-µοϱϕή καµπυλότητας µποϱεί να εκϕϱαστεί σε όϱους της 2-µοϱϕής καµπυλότητας χωϱίς
στϱέψη και της 1-µοϱϕής συστϱοϕής:

R
a
b = Ra

b +DKa
b +Ka

c ∧Kc
b (1.4.19)

1.5 Φοϱµαλισµός Lagrange της Θεωϱίας Einstein-Cartan

Στην Γενική Σχετικότητα, οι εξισώσεις του Einstein στην απουσία ύλης πϱοκύπτουν από την λεγόµενη δϱάση
Einstein-Hilbert:

SE−H =
1

16πG

∫
R
√
−g d4x (1.5.1)

΄Οπου R είναι η (χωϱίς στϱέψη) ϐαϑµωτή καµπυλότητα Ricci και G είναι η σταϑεϱά της ϐαϱύτητας του Νεύτωνα.
Στη συνεστϱαµµένη µας ϑεωϱία, έχει νόηµα να αντικαταστήσουµε απλώς την ϐαϑµωτή καµπυλότητα Ricci χωϱίς
στϱέψη µε την αντίστοιχη µε στϱέψη R. Ως εκ τούτου, το σηµείο εκκίνησης για τη δϱάση σε µια ϑεωϱία ϐαϱύτητας
µε στϱέψη είναι:

SG =
1

16πG

∫
R
√
−g d4x (1.5.2)

Θα δείξουµε ότι (ακολουϑώντας την πηγή [6]) ότι αυτός ο όϱος µποϱεί να γϱαϕεί συναϱτήσει διαϕοϱικών µοϱϕών
ως:

SG =
1

16πG

∫
Rab ∧ ∗(êa ∧ êb) (1.5.3)

Απόδειξη

Καταρχάς, έχουµε ότι η διαφορική µοϱϕή καµπυλότητας µποϱεί να γϱαϕτεί ως η συστολή του τανυστή καµ-
πυλότητας Riemann:

Rab =
1

2
Rabµνdx

µ ∧ dxν

Επιπλέον, ο αστεϱίσκος δηλώνει τον δυαδικό Hodge (Hodge dual), ο οποίος για µια p-µοϱϕή A σε έναν D-
διάστατο χώϱο οϱίϹεται ως:

∗A =
1

(D − p)!
Aµ1...µp ηµ1...µp...µD

dxµp+1 ∧ · · · ∧ dxµD (1.5.4)

όπου το η χϱησιµοποιείται ως συµϐολισµός για τον τανυστή Levi-Civita:

ηµ1...µD
=

√
−g ϵµ1...µD

(1.5.5)

Εποµένως, µποϱούµε να δούµε ότι:

∗(êa ∧ êb) =
1

2
êaρêbσηρσκλ dx

κ ∧ dxλ
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και άϱα παίϱνουµε ότι:

SG =
1

16πG

∫ [
1

2
Rabµνdx

µ ∧ dxν
]
∧
[
1

2
êaρêbσηρσκλ dx

κ ∧ dxλ
]

=
1

16πG

∫
1

4
Rabµν ê

aρêbσηρσκλdx
µ ∧ dxν ∧ dxκ ∧ dxλ

΄Επειτα, χϱησιµοποιώντας την σχέση:

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµD =
√
−g ηµ1...µD dDx (1.5.6)

λαµϐάνουµε ότι:
SG =

1

16πG

∫
1

4
Rabµν êa

ρêb
σηρσκλη

µνκλ√−g d4x

Για την συστολή του τανυστή Levi-Civita µε τον εαυτό του, έχουµε την ταυτότητα:

ην1...νDη
µ1...µD = (D − p)! δµ1...µD

ν1...νD (1.5.7)

όπου έχουµε υιοϑετήσει την σύµϐαση ϵ0123 = +1 και δµ1...µD
ν1...νD είναι το γενικευµένο σύµϐολο Kronecker delta το

οποίο οϱίϹεται ως η οϱίϹουσα:

δµ1...µD
ν1...νD =

∣∣∣∣∣∣∣
δµ1
ν1 · · · δµ1

νD
...

. . .
...

δµD
ν1 · · · δµD

νD

∣∣∣∣∣∣∣ (1.5.8)

΄Εχοντας αυτό κατά νου, παίϱνουµε ότι:

ηρσκλη
µνκλ = 2(δµρ δ

ν
σ − δµσδ

ν
ρ )

και άϱα η δϱάση µποϱεί να γϱαϕεί ως:

SG =
1

16πG

∫
1

2
Rabµν êa

ρêb
σ(δµρ δ

ν
σ − δµσδ

ν
ρ )
√
−g d4x =

1

16πG

∫
1

2
Rabµν(êa

µêb
ν − êa

bν êb
µ)
√
−g d4x

=
1

16πG

∫
1

2
(Rabab −Rabba)

√
−g d4x =

1

16πG

∫
Rabab

√
−g d4x

ΑναγνωϱίϹουµε την ποσότητα Rabab ως την ϐαϑµωτή καµπυλότητα Ricci:

R = Rabη
ab = Rcacbη

ab = Rcbcb

και έτσι έχουµε δείξει ότι:
SG =

1

16πG

∫
R
√
−g d4x (1.5.9)

Ακϱιϐώς όπως επιϑυµούσαµε.

Αναπτύσσοντας την 2-µοϱϕή καµπυλότητας στην Εξίσωση (1.5.3), λαµϐάνουµε τϱεις όϱους:

SG =
1

16πG

∫
(Ra

b +DKa
b +Ka

c ∧Kc
b) ∧ ∗(êa ∧ êb) (1.5.10)

Ο πϱώτος όϱος είναι η γνώϱιµη δϱάση Einstein-Hilbert από την Γενική Σχετικότητα:

SG1 = SE−H =
1

16πG

∫
Ra

b ∧ ∗(êa ∧ êb) (1.5.11)

Ο δεύτεϱος όϱος πϱοκύπτει τελικώς να είναι ένας επιϕανειακός όϱος:

SG2
=

1

16πG

∫
DKa

b ∧ ∗(êa ∧ êb) =

∫
d(Ka

b ∧ ∗(êa ∧ êb)) =

∫
∂M

(Ka
b ∧ ∗(êa ∧ êb)) (1.5.12)

Ο όϱος αυτός δεν συνεισϕέϱει στις εξισώσεις κίνησης και συνεπώς µποϱεί να αγνοηϑεί. Ο τελευταίος όϱος εµπεϱιέχει
όλη την πληϱοϕοϱία σχετικά µε την στϱέψη:

SG3
=

1

16πG

∫
(Ka

c ∧Kc
b) ∧ ∗(êa ∧ êb) (1.5.13)
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Αν επιστϱέψουµε στον πϱοηγούµενό µας συµϐολισµό, αυτός ο όϱος µποϱεί να γϱαϕεί ως:

SG3
=

1

16πG

∫
∆
√
−g d4x (1.5.14)

όπου το ∆ είναι ένας παϱάγοντας ο οποίος πϱοκύπτει από τις συστολές του τανυστή συστϱοϕής10. Εποµένως, η
πλήϱης ϐαϱυτική δϱάση υπό την παϱουσία στϱέψης είναι:

SG =
1

16πG

∫
(R+∆)

√
−g d4x (1.5.15)

Στο επόµενο κεϕάλαιο, ϑα δούµε ότι αυτός ο παϱάγοντας ∆ µποϱεί να διαχωϱιστεί πεϱαιτέϱω και µόνο µέϱος του
είναι σηµαντικό για τη ϑεωϱία µας.

10Χϱησιµοποιώντας την σύµϐαση iii όπως αυτές παϱουσιάϹονται στην υποσηµείωση 7, αυτός ο όϱος είναι:

∆ = Kλ
µνK

νµ
λ −Kµν

νKµλ
λ = T ν

νµT
λ
λ
µ −

1

2
Tµ

νλT
νλ

µ +
1

4
TµνλT

µνλ
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Κεϕάλαιο 2

Κϐαντική Ηλεκτϱοδυναµική σε
Χωϱοχϱόνους µε Στϱέψη

Σε αυτό το κεϕάλαιο, ϑα µελετήσουµε την Κϐαντική Ηλεκτϱοδυναµική (Quantum Electrodynamics - QED) σε
καµπύλο χωϱοχϱόνο µε µη µηδενική στϱέψη. ΄Εχουµε ήδη µια πεϱιγϱαϕή (τη δϱάση) για ένα χωϱόχϱονο Einstein-
Cartan µε στϱέψη. Σε αυτό το κεϕάλαιο, ϑα πϱοσϑέσουµε ένα ηλεκτϱοµαγνητικό πεδίο µαϹί µε ένα πεδίο ϕεϱµιόνων
που συϹεύγνυται µε αυτό, ενώ ϐϱίσκεται σε ένα καµπύλο χωϱοχϱόνο µε στϱέψη. Στη συνέχεια, ϑα πϱοχωϱήσουµε
στην εύϱεση των εξισώσεων κίνησης και ϑα δούµε ότι η παϱουσία της στϱέψης τϱοποποιεί την εξίσωση Dirac. Τέλος,
κάνοντας κάποιες επιπλέον υποϑέσεις, ϑα δούµε πώς η στϱέψη µποϱεί να "µεταστοιχειωϑεί" σε ένα αξιόνιο µε το
οποίο αλληλεπιδϱά το ϕεϱµιόνιο.

2.1 Η ∆ϱάση της Κϐαντικής Ηλεκτϱοδυναµικής µε Στϱέψη

Στο πϱοηγούµενο κεϕάλαιο, παϱουσιάσαµε τη ϐαϱυτική δϱάση που πεϱιγϱάϕει έναν καµπύλο χωϱοχϱόνο µε
στϱέψη. Για να πεϱιγϱάψουµε την Κϐαντική Ηλεκτϱοδυναµική (QED) σε αυτό το χωϱοχϱονικό υπόϐαϑϱο, πϱέπει
να πϱοσϑέσουµε δύο επιπλέον όϱους στην δϱάση: ΄Εναν όϱο που συνδέει τα ϕεϱµιόνια µε το ηλεκτϱοµαγνητικό
πεδίο σε ένα καµπύλο χωϱοχϱόνο µε στϱέψη, και έναν όϱο που πεϱιγϱάϕει το ίδιο το ηλεκτϱοµαγνητικό πεδίο. Για
να το κάνουµε αυτό, όµως, πϱέπει να οϱίσουµε µια κατάλληλη συναλλοίωτη παϱάγωγο που δϱα σε σπινόϱες.

2.1.1 Η Βαϱυτική Συναλλοίωτη Παϱάγωγος Σπινόϱων

Η κατάλληλη συναλλοίωτη παϱάγωγος σπινόϱων ονοµάϹεται ϐαϱυτική συναλλοίωτη παϱάγωγος και οϱίϹεται ως [4]:

Dψ = dψ − i

4
ωabσ

abψ ⇔ Dµψ = ∂µψ − i

4
ωµabσ

abψ (2.1.1)

Dψ = dψ +
i

4
ωabψσ

ab ⇔ Dµψ = ∂µψ +
i

4
ωµabψσ

ab (2.1.2)

όπου το σab οϱίϹεται σε σχέση µε τους πίνακες γ σε επίπεδο χωϱοχϱόνο11:

σab =
i

2
[γa, γb] (2.1.3)

2.1.2 ∆ϱάση για Σπίνοϱες σε Καµπυλωµένο Χωϱοχϱόνο µε Στϱέψη

Για να εκϕϱάσουµε ένα σπινοϱιακό πεδίο που είναι συϹευγµένο µε το ηλεκτϱοµαγνητικό πεδίο σε ένα καµπύλο
χωϱοχϱονικό υπόϐαϑϱο µε στϱέψη, χϱειάϹεται απλώς να πϱοσαϱµόσουµε τη γνωστή δϱάση ελεύϑεϱων ϕεϱµιονικών
πεδίων σε χωϱοχϱόνο Minkowski, που δίνεται ως εξής,

SFlatQED =
i

2

∫
(ψγµ∂µψ − ∂µψγ

µψ) d4x =

∫
1

2
(iψγµ∂µψ + h.c.) d4x (2.1.4)

11Αυτές είναι οι γνωστοί πίνακες γ που χϱησιµοποιούνται στις Κϐαντικές Θεωϱίες Πεδίου. Οι πίνακες γ µε ελληνικούς δείκτες, που ϑα
συναντηϑούν αϱγότεϱα στο κείµενο, εξαϱτώνται από τις συντεταγµένες του χωϱοχϱόνου, σε αντίϑεση µε τους πίνακες που έχουν λατινικούς
δείκτες, οι οποίοι είναι σταϑεϱές.

15
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ώστε να ληϕϑεί υπόψη η σύϹευξη µε το ηλεκτϱοµαγνητικό πεδίο και το ϐαϱυτικό υπόϐαϑϱο. Αυτό γίνεται απλά
αντικαϑιστώντας την µεϱική παϱάγωγο µε µια συναλλοίωτη παϱάγωγο:

Dµ = Dµ − ieAµ (2.1.5)

΄Οπου Dµ είναι η ϐαρυτική συναλλοίωτη παράγωγος, Aµ είναι το πεδίο των ϕωτονίων και e2 = 4πα, όπου α είναι
η σταθερά λεπτής υϕής (η σταθερά σύϹευξης της Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής). έλος, χρειάζεται να αντικαταστή-
σουµε το d4x µε

√
−g d4x προκειµένου να έχουµε αναλλοιώτητα των διαφοροµορφισµών (diffeomorphism invari-

ance). ΄Ετσι, η δϱάση για την Κβαντική Ηλεκτροδυναµική σε καµπύλο χωροχρόνο µε στϱέψη είναι:

SCurved+TorsionQED =
1

2

∫
(iψγµ(Dµψ) + h.c.)

√
−g d4x (2.1.6)

΄Οταν αναπτύξουµε το παϱαπάνω, παίϱνουµε ότι

SCurved+TorsionQED =
1

2

∫ [
iψγµ[(Dµ − ieAµ)ψ] + h.c.

]√
−g d4x

=
1

2

∫ [
iψγµDµψ + eψγµψAµ + h.c.

]√
−g d4x

=
1

2

∫ [
iψγµDµψ − i(Dµψ)γ

µψ

]√
−g d4x+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x

Μποϱούµε τώϱα να χωρίσουµε τη ϐαρυτική συναλλοιωτή παράγωγο σε µέϱη µε και χωϱίς στϱέψη. Πιο συγ-
κεκριµένα, για ωµab = ωµab +Kaµb οι Εξισώσεις (2.1.1) και (2.1.2) γίνονται:

Dµψ = Dµψ − i

4
Kaµbσ

abψ (2.1.7)

Dµψ = Dµψ +
i

4
Kaµbψσ

ab (2.1.8)

Η πϱοκύπτουσα δϱάση µετά τον διαχωϱισµό µποϱεί εποµένως να αποδειχϑεί εύκολα ότι έχει τους παϱακάτω τϱεις
όϱους:

SCurved+TorsionQED =
1

2

∫ [
iψγµDµψ − i(Dµψ)γ

µψ

]√
−g d4x+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x

+
1

8

∫
ψ{γc, σab}ψKacb

√
−g d4x

Χϱησιµοποιώντας την ταυτότητα [4]:
{γc, σab} = 2ϵabcdγ

dγ5 (2.1.9)

Βϱίσκουµε ότι:

SCurved+TorsionQED =
1

2

∫ [
iψγµDµψ − i(Dµψ)γ

µψ

]√
−g d4x+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x

+
1

4

∫
ϵabcdψγ

dγ5ψKacb

√
−g d4x

Οι πϱώτοι δύο όϱοι είναι οι όϱοι δϱάσης της Κϐαντικής Ηλεκτϱοδυναµικής σε καµπύλο χωϱοχϱόνο χωϱίς στϱέψη:

SCurvedQED =
1

2

∫ [
iψγµDµψ − i(Dµψ)γ

µψ

]√
−g d4x+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x (2.1.10)

Τώϱα εστιάϹουµε στον τϱίτο όϱο που πεϱιέχει την στϱέψη, STorsionQED = 1
4

∫
ϵabcdψγ

dγ5ψKacb
√
−g d4x. Το σύµϐολο

Levi-Civita συστέλλεται µε τον τανυστή συστϱοϕής και έτσι µόνο το εντελώς αντισυµµετϱικό µέϱος της συστϱοϕής
έχει µη µηδενική συνεισϕοϱά, δηλαδή είναι το K[acb] το οποίο συϹεύγνυται µε τον σπίνοϱα. Μποϱούµε να δείξουµε
ότι:

T[acb] = −2K[acb] (2.1.11)
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΄Ετσι, οϱίϹοντας την 3-µοϱϕή της στϱέψης:

T =
1

3!
Tabc ê

a ∧ êb ∧ êc (2.1.12)

Παϱατηϱούµε ότι η ποσότητα:

Sd =
1

3!
ϵabcdTabc (2.1.13)

είναι µια 1-µοϱϕή που είναι η δυαδική κατά Hodge της 3-µοϱϕής της στϱέψης:

S = ∗T (2.1.14)

΄Εχουµε ότι:
1

3!
ϵacbdTacb =

1

3!
ϵacbdT[acb] = − 2

3!
ϵacbdK[acb] ⇒ ϵacbdK[acb] = −3Sd

Κϱατώντας τα παϱαπάνω, ο τελευταίος όϱος στην δϱάση µποϱεί να γϱαϕεί ως:

1

4

∫
ϵabcdψγ

dγ5ψKacb

√
−g d4x =

1

4

∫
ϵabcdψγ

dγ5ψK[acb]

√
−g d4x = −3

4

∫
Sµψγ

µγ5ψ
√
−gd4x

Επιπλέον, αναγνωϱίϹουµε την ποσότητα
(j5)µ = ψγµγ5ψ (2.1.15)

ως το χειϱαλικό ϕεϱµιονικό ϱεύµα. Εποµένως, ο όϱος της δϱάσης που εµπεϱιέχει την σύϹευξη των ϕεϱµιονίων µε
την στϱέψη µποϱεί να γϱαϕεί ως:

−3

4

∫
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x = −3

4

∫
Sµ(j

5)µ
√
−g d4x = −3

4

∫
S ∧ ∗j5

Απόδειξη

Θέλουµε να δείξουµε ότι ο όϱος που πεϱιλαµϐάνει την στϱέψη µποϱεί να γϱαϕεί συναϱτήσει διαϕοϱικών µοϱϕών
όπως υποδείχϑηκε παϱαπάνω. Για να το κάνουµε αυτό, ϑα χϱησιµοποιήσουµε πϱώτα τον οϱισµό για τον δυαδικό
Hodge (Εξίσωση (1.5.4)):

−3

4

∫
S ∧ ∗j5 = −3

4

∫
Sµdx

µ ∧ 1

3!
(j5)ρηρνκλdx

ν ∧ dxκdxλ

= −3

4

∫
1

3!
Sµ(j

5)ρ ηρνκλdx
µ ∧ dxν ∧ dxκdxλ︸ ︷︷ ︸

=
√
−gηµνκλd4x

= −3

4

∫
1

3!
Sµ(j

5)ρ ηρνκλη
µνκλ︸ ︷︷ ︸

=6δµρ

√
−gd4x

= −3

4

∫
Sµ(j

5)µ
√
−g d4x

Εποµένως, έχουµε αποδείξει αυτό που επιϑυµούσαµε.

Η δϱάση, τελικά, λαµϐάνει την παϱακάτω µοϱϕή:

SCurved+TorsionQED = SCurvedQED + STorsionQED = SCurvedQED − 3

4

∫
S ∧ ∗j5 (2.1.16)

2.1.3 Η ∆ϱάση του Ηλεκτϱοµαγνητικού Πεδίου

Πϱέπει τώϱα να εξετάσουµε τη δϱάση για το ηλεκτϱοµαγνητικό πεδίο. Εδώ, ϑα επιλέξουµε την ίδια δϱάση µε
αυτήν που χϱησιµοποιείται για την συνηϑισµένη Κϐαντική Ηλεκτϱοδυναµική. Αυτό σηµαίνει ότι υποϑέτουµε
ότι το ϕωτόνιο δεν συϹεύγνυται µε την στϱέψη. Συνεπώς, ασχολούµαστε µε την πιο απλοϊκή πεϱιγϱαϕή του
ηλεκτϱοµαγνητικού πεδίου. Η δϱάση που εξετάϹουµε είναι:

SEM = −1

4

∫
FµνF

µν√−g d4x (2.1.17)
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η οποία µποϱεί να ξαναγϱαϕεί συναϱτήσει διαϕοϱικών µοϱϕών ως:

SEM = −1

2

∫
F ∧ ∗F (2.1.18)

2.1.4 Η Βαϱυτική ∆ϱάση

Στο πϱοηγούµενο κεϕάλαιο είδαµε ότι το µέϱος της ϐαϱυτικής δϱάσης που εµπεϱιέχει την στϱέψη εκϕϱάϹεται
µέσω του ϐαϑµωτού µεγέϑους ∆. Οµοίως, είδαµε ότι το µέϱος της ϕεϱµιονικής δϱάσης που εµπεϱιέχει την στϱέψη
µποϱεί να εκϕϱαστεί µέσω του τανυστή Sd, ο οποίος είναι µια συστολή του τανυστή στϱέψης. Ο τανυστής συστϱοϕής
είναι ένας τετϱαδιάστατος τανυστής τάξης 3 µε 48 συνιστώσες. Η αντισυµµετϱία του µεταξύ του πϱώτου και τϱίτου
δείκτη επιϐάλλει ότι ο αϱιϑµός των ανεξάϱτητων συνιστωσών του τανυστή συστϱοϕής είναι 24. Αυτό συµϐαίνει
επειδή, για το Kabc υπάϱχουν 16 συνολικοί συνδυασµοί των a και c, και µόνο 6 από αυτούς είναι ανεξάϱτητοι λόγω
της αντισυµµετϱίας σε αυτούς τους δείκτες. Για καϑέναν από αυτούς τους συνδυασµούς, έχουµε 4 συνιστώσες
(διαϕοϱετικές τιµές του b) για ένα συνολικό αϱιϑµό 4× 6 = 24 συνιστωσών12. Μποϱούµε να ελέγξουµε (µέσω των
Πινάκων Young13) ότι η αποσύνϑεση του τανυστή συστϱοϕής σε µη-αναγωγήσιµα (irreducible) µέϱη είναι [7]:

6 ⊗ 4 = 4A ⊕ 20 = 4A ⊕ 4B ⊕ 16 (2.1.19)

όπου έχουµε ϐάλει υποσηµειώσεις στα δύο διαϕοϱετικά 4 µέϱη της αποσύνϑεσης για να τα ξεχωϱίσουµε. Το
τετϱαδιάνυσµα Sd πϱοκύπτει να είναι το 4A µέϱος και άϱα µποϱούµε να πούµε ότι:

Kabc =
1

2
ϵabcdS

d + K̂abc (2.1.20)

όπου 1
2ϵabcdS

d είναι το 4 κοµµάτι και K̂abc είναι το 20 κοµµάτι, το οποίο δεν δίνεται καϑώς δεν ϑα είναι σχετικό
στο µέλλον. Αυτό, µε τη σειϱά του, οδηγεί στο γεγονός ότι το∆ µποϱεί να εκϕϱαστεί ως:

∆ =
3

2
SdS

d + ∆̂ (2.1.21)

όπου το ∆̂ δίνεται από την ίδια εξίσωση µε το ∆ µόνο που το K̂ αντικαϑιστά το K, δηλαδή από τις συστολές του
µέϱους 20 του τανυστή συστϱοϕής. Με αυτό κατά νου, η ϐαϱυτική δϱάση χωϱίϹεται σε τϱία µέϱη:

SG =
1

16πG

∫
(R+ ∆̂)

√
−g d4x+

3

32πG

∫
SdS

d√−g d4x (2.1.22)

Ο τελευταίος όϱος µποϱεί να ξαναγϱαϕεί ως:∫
SdS

d√−g d4x =

∫
S ∧ ∗S

΄Ετσι, η ϐαϱυτική δϱάση είναι:

SG =
1

16πG

∫
(R+ ∆̂)

√
−g d4x+

3

32πG

∫
S ∧ ∗S (2.1.23)

2.2 Οι Εξισώσεις Κίνησης

Μποϱούµε τώϱα να γϱάψουµε τη συνολική δϱάση που πεϱιλαµϐάνει το ϐαϱυτικό υπόϐαϑϱο, το ηλεκτϱοµαγνητικό
πεδίο και το ϕεϱµιόνιο που αλληλεπιδϱά και µε τα δύο:

S =
1

16πG

∫
(R+ ∆̂)

√
−g d4x+

3

32πG

∫
S ∧ ∗S − 1

2

∫
F ∧ ∗F

+
1

2

∫ [
iψγµDµψ − i(Dµψ)γ

µψ

]√
−g d4x+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x− 3

4

∫
S ∧ ∗j5

(2.2.1)

Με τη µεταϐολή ως πϱος τα Aµ, Sµ, ψ, ψ και την µετϱική, αποκτούµε τις εξισώσεις του Maxwell, µια εξίσωση
κίνησης για την στϱέψη, µια τϱοποποιηµένη εξίσωση Dirac και τϱοποποιηµένες εξισώσεις Einstein.

12Μια άλλη πϱοσέγγιση είναι να δούµε το Kabc ως έναν αντισυµµετϱικό 2-τανυστή για κάϑε τιµή του b. Κάϑε αντισυµµετϱικός 2-τανυστής
έχει 6 ανεξάϱτητες συνιστώσες, και έτσι τέσσεϱεις από αυτούς (ένας για κάϑε τιµή του b) έχουν 4× 6 = 24 ανεξάϱτητες συνιστώσες.

13∆εδοµένου ότι αποσυνϑέτουµε στην οµάδα SO(1, 3), υπάϱχουν πϱόσϑετοι κανόνες που πϱέπει να λάϐουµε υπόψιν [7].
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2.2.1 Οι Εξισώσεις Maxwell

Ας εξετάσουµε αϱχικά τη µεταϐολή της δϱάσης ως πϱος το ηλεκτϱοµαγνητικό πεδίο Aµ. Οι πεϱισσότεϱοι όϱοι δεν
πεϱιέχουν το πεδίο αυτό και εποµένως η µεταϐολή τους είναι µηδενική. Οι µόνοι όϱοι που συνεισϕέϱουν είναι

SMaxwell = e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x− 1

2

∫
F ∧ ∗F

= e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x− 1

4

∫
FµνF

µν√−g d4x
(2.2.2)

Η µεταϐολή αυτής της δϱάσης δίνει τις συνηϑισµένες εξισώσεις Maxwell, οι οποίες, συναϱτήσει διαϕοϱικών µοϱϕών,
γϱάϕονται ως [4]:

dF = 0 (2.2.3)

d ∗ F = ∗j (2.2.4)

όπου η ποσότητα
jµ = eψγµψ (2.2.5)

είναι το τετϱαϱεύµα, δηλαδή το ϱεύµα Noether της Κϐαντικής Ηλεκτϱοδυναµικής.

2.2.2 Η Εξίσωση Κίνησης της Στϱέψης

Τώϱα, ας µεταϐάλουµε τη συνολική δϱάση S ως πϱος την στϱέψη Sµ. Και πάλι, µόνο οι όϱοι που πεϱιέχουν το
πεδίο της στϱέψης συνεισϕέϱουν και έτσι το κοµµάτι της δϱάσης που έχει µηδενική µεταϐολή ως πϱος το Sµ είναι:

STorsion =
3

32πG

∫
S ∧ ∗S − 3

4

∫
S ∧ ∗j5

=
3

32πG

∫
SµS

µ√−g d4x− 3

4

∫
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

=
3

32πG

∫
gµνSµSν

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

(2.2.6)

Με τη µεταϐολή αυτής της δϱάσης ως πϱος το Sµ αποκτούµε την εξίσωση κίνησης για την στϱέψη:

Sµ = 4πGψγµγ
5ψ = 4πGj5µ (2.2.7)

Συναϱτήσει διαϕοϱικών µοϱϕών, αυτό το αποτέλεσµα µποϱεί να εκϕϱαστεί ως:

S = 4πGj5 (2.2.8)

Ας αποδείξουµε αυτό το αποτέλεσµα.

Απόδειξη

Ξεκινάµε µε την δϱάση:

STorsion =
3

32πG

∫
gµνSµSν

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

Η µεταϐολή της STorsion ως πϱος το πεδίο Sµ δίνεται από

δSTorsion = STorsion[Sµ + δSµ]− STorsion[Sµ]

όπου οι τετϱάγωνες παϱενϑέσεις υποδεικνύουν την συναϱτησιακή εξάϱτηση της δϱάσης από την συνάϱτηση της
στϱέψης Sµ. Πϱέπει, εποµένως, να υπολογίσουµε την ποσότητα STorsion[Sµ + δSµ]:

STorsion[Sµ + δSµ] =
3

32πG

∫
gµν(Sµ + δSµ)(Sν + δSν)

√
−g d4x− 3

4

∫
(Sµ + δSµ)ψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

= STorsion[Sµ] +
3

32πG

∫
gµν(SµδSν + SνδSµ)

√
−g d4x

− 3

4

∫
δSµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x+O(δS2)
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Αγνοούµε όϱους που είναι δεύτεϱης τάξης στην µεταϐολή της στϱέψης και έτσι έχουµε:

δSTorsion =
3

32πG

∫
gµν(SµδSν + SνδSµ)

√
−g d4x− 3

4

∫
δSµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

=
3

16πG

∫
SµδSµ

√
−g d4x− 3

4

∫
δSµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

=

∫ [
3

16πG
Sµ − 3

4
ψγµγ5ψ

]
δSµ

√
−g d4x

Η αϱχή µεταϐολών επιτάσσει ότι:
δSTorsion =

∫
δSTorsion
δSµ

δSµ

Οι εξισώσεις κίνησης σε αυτήν την πεϱίπτωση είναι:

δSTorsion
δSµ

= 0

Στην πεϱίπτωσή µας, έχουµε:
δSTorsion
δSµ

=
3

16πG
Sµ − 3

4
ψγµγ5ψ

΄Αϱα, η εξίσωση κίνησης της στϱέψης είναι:

3

16πG
Sµ − 3

4
ψγµγ5ψ = 0

Αυτό µποϱεί να απλοποιηϑεί ώστε να λάϐουµε το αποτέλεσµα:

Sµ = 4πGψγµγ
5ψ = 4πGj5µ

Αυτή είναι και η επιϑυµητή σχέση.

Αυτή η σχέση αναδεικνύει τη σχέση µεταξύ σπιν και ϐαϱύτητας που είναι χαϱακτηϱιστική των ϑεωϱιών Einstein-
Cartan. Στην αϱιστεϱή πλευϱά της εξίσωσης έχουµε τη 1-µοϱϕή S, µια γεωµετϱική ποσότητα σχετική µε την
στϱέψη, και στην δεξιά πλευϱά έχουµε το χειϱαλικό ϕεϱµιονικό ϱεύµα, το οποίο πεϱιέχει σπινόϱες, δηλαδή τις
αναπαϱαστάσεις σπιν 1

2 της οµάδας Lorentz.

2.2.3 Η Τϱοποποιηµένη Εξίσωση Dirac

Στη συνέχεια, η µεταϐολή της δϱάσης ως πϱος το σπινοϱιακό πεδίο ϑα πϱέπει να µας δώσει την εξίσωση κίνησης
για αυτόν τον τύπο πεδίου. Φυσικά, αναµένουµε αυτή την εξίσωση να είναι µια γενικευµένη µοϱϕή της εξίσωσης
Dirac που λαµϐάνει υπόψη την ύπαϱξη καµπυλότητας και στϱέψης στο χωϱοχϱονικό υπόϐαϑϱο. Θα µεταϐάλουµε
ως πϱος το ψ, όπως συνήϑως γίνεται, πϱοκειµένου να αποκτήσουµε αυτή την εξίσωση. Φυσικά, µόνο οι όϱοι της
δϱάσης που πεϱιέχουν το ψ συµϐάλλουν στη µεταϐολή και εποµένως η σχετική δϱάση είναι:

SFermion =
1

2

∫ [
iψγµDµψ − iDµψγ

µψ

]√
−g d4x+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x− 3

4

∫
S ∧ ∗j5

=
1

2

∫ [
iψγµDµψ − iDµψγ

µψ

]√
−g d4x+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

(2.2.9)

Μεταϐάλλοντας ως πϱος το ψ λαµϐάνουµε την τϱοποποιηµένη εξίσωση Dirac:

iγµDµψ − 3

4
Sµγ

µγ5ψ = 0 (2.2.10)

Θα δείξουµε τώϱα την απόδειξη αυτής της σχέσης.

Απόδειξη

Για άλλη µια ϕοϱά, η µεταϐολή ως πϱος το ψ δίνεται από την σχέση:

δSFermion = SFermion[ψ + δψ]− S[ψ]
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και
δSFermion =

∫
δSFermion

δψ
δψ

Απαιτούµε να ισχύει η σχέση:
δSFermion

δψ
= 0

Ας κάνουµε τους υπολογισµούς. ΄Εχουµε ότι:

SFermion[ψ + δψ] =
1

2

∫ [
i(ψ + δψ)γµDµψ − i[Dµ(ψ + δψ)]γµψ

]√
−g d4x

+ e

∫
(ψ + δψ)γµψAµ

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµ(ψ + δψ)γµγ5ψ

√
−g d4x

= SFermion[ψ] +
1

2

∫ [
iδψγµDµψ − i(Dµδψ)γ

µψ

]√
−g d4x

+ e

∫
δψγµψAµ

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµδψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

Για τον όϱο που εµπεϱιέχει την συναλλοίωτη παϱάγωγο της µεταϐολής δψ, µποϱούµε να κάνουµε ολοκήϱωση
κατά παϱάγοντες:

−1

2

∫
i(Dµδψ)γ

µψ
√
−g d4x =

1

2������������:0∫
Dµ(iδψγ

µψ)
√
−g d4x+

1

2

∫
iDµ(γ

µψ)δψ
√
−g d4x

όπου ο όϱος της πλήϱης παϱαγώγου, µέσω Θεωϱήµατος Stokes, πϱοκύπτει να είναι ένας επιϕανειακός όϱος
και άϱα µηδενίϹεται. Εποµένως, καταλήγουµε τελικά στο ότι:

δSFermion =
1

2

∫ [
iδψγµDµψ + iDµ(γ

µψ)δψ

]√
−g d4x

+ e

∫
δψγµψAµ

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµδψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

΄Εχουµε ότι ισχύει η σχέση:
Dµ(γ

µψ) = (Dµγ
µ)ψ + γµDµψ

Επιπλέον, µποϱούµε να δείξουµε, χϱησιµοποιώντας την συνϑήκη συµϐατότητας της µετϱικής, ότι [8]:

Dµγ
ν = 0 (2.2.11)

ΣυνδυάϹοντας τα παϱαπάνω, λαµϐάνουµε ότι:

Dµ(γ
µψ) = γµDµψ

Συνεπώς, η µεταϐολή της δϱάσης γίνεται:

δSFermion =

∫ [
iγµDµψ + eγµψAµ − 3

4
Sµγ

µγ5ψ

]
δψ

√
−g d4x

=

∫ [
iγµDµψ − ieγµψiAµ − 3

4
Sµγ

µγ5ψ

]
δψ

√
−g d4x

=

∫ [
iγµDµψ − 3

4
Sµγ

µγ5ψ

]
δψ

√
−g d4x

Απαιτώντας τον µηδενισµό της µεταϐολής της δϱάσης πϱοκύπτει η τϱοποποιηµένη εξίσωση Dirac:

iγµDµψ − 3

4
Sµγ

µγ5ψ = 0

Αυτό είναι και το επιϑυµητό αποτέλεσµα.
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2.2.4 Οι Εξισώσεις Einstain και ο Τανυστής Ενέϱγειας-Οϱµής

Τέλος, µεταϐάλλοντας ως πϱος την µετϱική λαµϐάνουµε τις εξισώσεις Einstein:

Gµν = 8πGTµν (2.2.12)

µε την διαϕοϱά µε την συµϐατική Γενική Σχετικότητα να έγκειται στο γεγονός ότι ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής Tµν
τώϱα εµπεϱιέχει επιπλέον όϱους λόγω της ύπαϱξης της στϱέψης. Πιο συγκεκϱιµένα, έχουµε ότι [4]:

Tµν = TAµν + Tψµν + TSµν

όπου το κοµµάτι [9]:

TAµν = FµλFν
λ − 1

4
gµνFλρF

λρ (2.2.13)

είναι ο γνώϱιµος τανυστής ενέϱγειας-οϱµής του ηλεκτϱοµαγνητικού πεδίου, όπως αυτός οϱίϹεται στην Γενική
Σχετικότητα απουσία στϱέψης. Επιπλέον, η ποσότητα

Tψµν = −1

2

[
iψγ(µDν)ψ − i(D(µψ)γν)ψ

]
+

3

4
S(µψγν)γ

5ψ (2.2.14)

είναι ο συµµετϱικός τανυστής ενέϱγειας-οϱµής για έναν ϕεϱµιονικό παϱάγοντα στο κέλυϕος (on-shell), ο οποίος
πεϱιλαµϐάνει µια συνεισϕοϱά από την στϱέψη. Θα αποδείξουµε αυτό το αποτέλεσµα.

Απόδειξη

Η απόδειξη του µέϱους του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής για τον ϕεϱµιονικό παϱάγοντα on-shell πϱοέϱχεται από το
κοµµάτι της δϱάσης που πεϱιέχει τον σπίνοϱα ψ, δηλαδή από το ίδιο κοµµάτι που µας έδωσε την τϱοποποιηµένη
εξίσωση Dirac:

SFermion =
1

2

∫ [
iψγµDµψ − iDµψγ

µψ

]√
−g d4x+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

Ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής για έναν ϕεϱµιονικό παϱάγοντα on-shell οϱίϹεται ως:

Tψµν = − 2√
−g

δSFermion
δgµν

(2.2.15)

και έτσι για να υπολογίσουµε τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής πϱέπει να ϐϱούµε τη µεταϐολή του SFermion ως πϱος
το δgµν . Πϱιν πάϱουµε τη µεταϐολή αυτής της δϱάσης, αναπτύσσουµε τις ϐαϱυτικές συναλλοίωτες παϱαγώγους
σύµϕωνα µε τις Εξισώσεις (2.1.1) και (2.1.2) και παίϱνουµε ότι:

SFermion =
1

2

∫ [
iψγµ∂µψ − i∂µψγ

µψ +
1

4
ψ {γµ, ωµ}ψ

]√
−g d4x

+ e

∫
(ψγµψAµ)

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g d4x

΄Οπου ωµ = ωµabσ
ab. Πϱέπει τώϱα να πάϱουµε τη µεταϐολή ως πϱος τη µετϱική. Η παϱουσία σπινόϱων

αναπόϕευκτα οδηγεί σε µια εξάϱτηση από τη µετϱική µέσω των vielbeins. Εποµένως, για να µεταϐάλουµε µε τη
µετϱική είναι αναγκαίο να έχουµε γνώση της µεταϐολής των vielbeins ως πϱος τη µετϱική. Αυτή η εξάϱτηση είναι
αϱκετά πεϱίπλοκη και δίνεται ως σειϱά σε δυνάµεις της µεταϐολής της µετϱικής. Σε πϱώτη τάξη πϱοσέγγισης,
αυτή η εξάϱτηση είναι [10]:

δ(êµa) =
1

2
gνρê

ρ
aδg

µν (2.2.16)

δ(êµ
a) =

1

2
gνρêρ

aδgµν (2.2.17)

Κάποιος µποϱεί να µπει στον πειϱασµό να χϱησιµοποιήσει τη µετϱική για να ανεϐάσει/κατεϐάσει έναν δείκτη
της µεταϐληϑείσας µετϱικής. Ωστόσο, αυτό ϑα ήταν ένα σοϐαϱό λάϑος, καϑώς σε µια τέτοια διαδικασία αγνοείται
η µεταϐολή της µετϱικής που χϱησιµοποιείται για να ανεϐάσει/κατεϐάσει έναν δείκτη. Ως εκ τούτου, τονίϹουµε
ότι gνρδgµν ̸= δgµρ. Αυτό το γεγονός ϑα πϱέπει να είναι πϱοϕανές αν επισηµάνουµε ότι gµρ = δµρ ⇒ δgµρ = 0.
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΄Ετσι, αν η µετϱική µποϱούσε να ανεϐάσει/κατεϐάσει δείκτες στη µεταϐολή της µετϱικής, ϑα είχαµε δ(êµa) = 0,
που ϕυσικά είναι ασυνεπές. Κατανοούµε, λοιπόν, ότι µόνο ποσότητες που έχουν µηδενική µεταϐολή (όπως το
δ του Kronocker και το σύµϐολο Levi-Civita ϵ) µποϱούν να δϱάσουν στη µεταϐολή της µετϱικής. Μια άλλη
ποσότητα που εξαϱτάται από τη µετϱική είναι το στοιχείο όγκου

√
−g, το οποίο µετασχηµατίϹεται ως [2]:

δ
√
−g =

1

2

√
−ggµνδgµν (2.2.18)

Τέλος, οι πίνακες γ µε καµπυλωµένους δείκτες έχουν επίσης εξάϱτηση από την µετϱική:

γµ = êµaγ
a

΄Οπου γa είναι οι πίνακες γ του επίπεδου χωϱοχϱόνου που είναι σταϑεϱοί και άϱα:

δγµ = γaδêµa = γa
(
1

2
gνρê

ρ
aδg

µν

)
=

1

2
γνδg

µν

Εποµένως, η µεταϐολή των πινάκων γ σε καµπύλο χωϱοχϱόνο είναι:

δγµ =
1

2
γνδg

µν (2.2.19)

΄Εχοντας τα παϱαπάνω κατά νου µποϱούµε να µεταϐάλουµε την ϕεϱµιονική δϱάση ως πϱος την µετϱική:

δSFermion =
1

2

∫ [(
iψ(δγµ)∂µψ − i∂µψ(δγ

µ)ψ

)√
−g +

(
iψγµ∂µψ − i∂µψγ

µψ

)
(δ
√
−g)

]
d4x

+
1

2

∫
1

4

[
ψδ({γµ, ωµ})ψ

√
−g + ψ({γµ, ωµ})ψ(δ

√
−g)

]
d4x

+ e

∫ [
ψ(δγµ)ψAµ

√
−g + ψγµψAµ(δ

√
−g)

]
d4x

− 3

4

∫ [
Sµψ(δγ

µ)γ5ψ
√
−g + Sµψγ

µγ5ψ(δ
√
−g)

]
d4x

Αναπτύσσοντας την ποσότητα (δ
√
−g) παϱατηϱούµε ότι οι όϱοι που είναι ανάλογοι µε τη µεταϐολή του στοιχείου

όγκου µποϱούν να εκϕϱαστούν συναϱτήσει της Lagrangian των ϕεϱµιονίων L:

1

2

∫
L gµνδgµν =

1

2

∫ [(
iψγµ∂µψ − i∂µψγ

µψ

)
(δ
√
−g)

]
d4x+

1

2

∫
1

4

[
ψ({γµ, ωµ})ψ(δ

√
−g)

]
d4x

+ e

∫ [
ψγµψAµ(δ

√
−g)

]
d4x− 3

4

∫ [
Sµψγ

µγ5ψ(δ
√
−g)

]
d4x

όπου

L =
1

2

[
iψγµDµψ − iDµψγ

µψ

]√
−g + e(ψγµψAµ)

√
−g − 3

4
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g

=
1

2

[
iψγµ(Dµ − ieAµ)ψ − i(Dµ + ieAµ)ψγ

µψ

]√
−g − 3

4
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g

=
1

2

[
iψγµDµψ − i(Dµψ)γµψ

]√
−g − 3

4
Sµψγ

µγ5ψ
√
−g

Είναι πϱοϕανές ότι το L µηδενίϹεται on-shell, δηλαδή όταν ισχύουν οι εξισώσεις κίνησης (η τϱοποποιηµένη
εξίσωση Dirac), και συνεπώς αυτός ο όϱος είναι µηδενικός για ϕεϱµιόνια on-shell, το οποία είναι ακϱιϐώς αυτά
που µας ενδιαϕέϱουν. ΄Ετσι, η µεταϐληϑείσα δϱάση για on-shell ϕεϱµιόνια είναι:

δSFermion =
1

2

∫ [
iψ(δγµ)∂µψ − i∂µψ(δγ

µ)ψ +
1

4
ψδ({γµ, ωµ})ψ

]√
−g d4x

+ e

∫
(ψ(δγµ)ψAµ)

√
−g d4x− 3

4

∫
Sµψ(δγ

µ)γ5ψ
√
−g d4x
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Το επόµενο ϐήµα είναι ο υπολογισµός του δ({γµ, ωµ}). ΄Εχουµε ότι

{γµ, ωµ} = γµωµabσ
ab + ωµabσ

abγµ

΄Ετσι, η µεταϐολή του είναι:

δ({γµ, ωµ}) =
[
(δγµ)ωµabσ

ab + γµ(δωµab)σ
ab + (δωµab)σ

abγµ + ωµabσ
ab(δγµ)

]
= {γµ, δωµ}+ {δγµ, ωµ}

Αντικαϑιστώντας αυτήν την έκϕϱαση στην µεταϐληϑείσα δϱάση παίϱνουµε ότι:

δSFermion =

∫ [
1

2

(
iψ(δγµ)Dµψ− i(Dµψ)(δγµ)ψ

)
− 3

4
Sµψ(δγ

µ)γ5ψ

]√
−g d4x+ 1

8

∫
ψ {γµ, δωµ}ψ

√
−g d4x

Τώϱα πϱέπει να υπολογίσουµε την µεταϐολή της σύνδεσης σπιν, δωµ = (δωµab)σ
ab. Από την Εξίσωση (1.1.20)

γνωϱίϹουµε ότι:
ωµab = ηacê

λ
b êν

c Γνµλ − ηacê
λ
b ∂µêλ

c

Για να πάϱουµε τη µεταϐολή της σύνδεσης σπιν, πϱέπει να γνωϱίϹουµε τη µεταϐολή των συµϐόλων Christoffel
ως πϱος τη µετϱική. Αυτό δίνεται ως [2]:

δΓνµλ =
1

2
gνρ
[
∇µδgλρ +∇λδgµρ −∇ρδgµλ

]
(2.2.20)

Η σηµαντική πληροφορία σχετικά µε τη µεταϐολή των συµβόλων Christoffel είναι ότι αποτελεί τανυστή συµ-
µετρικό στους δύο κάτω δείκτες. ΄Εχοντας αυτό κατά νου, µποϱούµε να προχωρήσουµε και να µεταϐάλουµε τη
σύνδεση σπιν:

δωµab = ηac(δê
λ
b)êν

c Γνµλ + ηacê
λ
b(δêν

c)Γνµλ + ηac ê
λ
bêν

c (δΓνµλ)− ηac(δê
λ
b) (∂µêλ

c)− ηacê
λ
b ∂µ(δêλ

c)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι οι µεϱικές παράγωγοι αντιµετατίθενται µε τις συναρτησιακές
παραγώγους. Ας επικεντρωθούµε στον τελευταίο όϱο. ΄Εχουµε ότι:

−ηacêλb ∂µ(δêλc) = −ηacêλb ∂µ(
1

2
gσρêρ

cδgλσ)

= −1

2
ηacê

λ
b

[
(∂µg

σρ)êρ
c(δgλσ) + gσρ(∂µêρ

c)(δgλσ) + gσρêρ
c∂µ(δgλσ)

]
Αναπτύσσοντας και τις µεταϐολές των vielbein στους υπόλοιπους όϱους, λαµϐάνουµε ότι:

δωµab =
1

2
ηacê

ρ
b êν

c Γνµλ(gσρδg
λσ) +

1

2
ηacê

λ
b êρ

cΓνµλ(g
σρδgνσ) + ηac ê

λ
bêν

c (δΓνµλ)

− 1

2
ηacê

ρ
b(∂µêλ

c)(gσρδg
λσ)− 1

2
ηacê

λ
b êρ

c(∂µg
σρ)(δgλσ)−

1

2
ηacê

λ
b(∂µêρ

c)(gσρδgλσ)︸ ︷︷ ︸
− 1

2
ηacê

λ
b êρ

cgσρ∂µ(δgλσ)

Τώϱα, επικεντρωνόµαστε στον υπογραµµισµένο όϱο. Θα χρησιµοποιήσουµε την παϱακάτω πολύ χϱήσιµη
ιδιότητα:

δgρσ = −gσµgρνδgµν (2.2.21)

Αυτό το αποτέλεσµα είναι πολύ εύκολο να αποδειχϑεί και είναι επακόλουϑο του γεγονότοτς ότι ισχύει η σχέση
δ(gµνgνρ) = δ(δµρ ) = 0. Εποµένως, έχουµε ότι:

−1

2
ηacê

λ
b(∂µêρ

c)(gσρδgλσ) = +
1

2
ηacê

λ
b(∂µêρ

c)(gσρgσξgλκδg
κξ) =

1

2
ηacê

λ
b(∂µêρ

c)(δρξgλκδg
κξ)

=
1

2
ηacê

λ
b(∂µêρ

c)(gλκδg
κρ) =

1

2
ηacê

ρ
b(∂µêλ

c)(gκρδg
κλ)
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όπου στο τελευταίο ϐήµα µετονοµάσαµε τους δείκτες λ↔ ρ. Λαµϐάνοντας υπόψιν τα παϱαπάνω, µποϱούµε να
ξαναγϱάψουµε την µεταϐολή της σύνδεσης σπιν,

δωµab =
1

2
ηacê

ρ
b êν

c Γνµλ(gσρδg
λσ) +

1

2
ηacê

λ
b êρ

cΓνµλ(g
σρδgνσ) + ηac ê

λ
bêν

c (δΓνµλ)

−
((((((((((((1

2
ηacê

ρ
b(∂µêλ

c)(gσρδg
λσ)− 1

2
ηacê

λ
b êρ

c(∂µg
σρ)(δgλσ) +((((((((((((1

2
ηacê

ρ
b(∂µêλ

c)(gκρδg
κλ)

− 1

2
ηacê

λ
b êρ

cgσρ∂µ(δgλσ)

και να παϱατηϱήσουµε ότι οι δύο όϱοι που εµπεϱιέχουν την µεϱική παϱάγωγο του vielbein ακυϱώνονται.
Μποϱούµε τότε να αναδιατάξουµε τους εναποµείναντες όϱους ως:

δωµab =− ηac

[
1

2
êλb êρ

c

(
(∂µg

σρ)(δgλσ) + gσρ∂µ(δgλσ)

)
︸ ︷︷ ︸

=∂µ(gσρδgλσ)

−1

2
êρb êν

c Γνµλ(gσρδg
λσ)− 1

2
êλb êρ

cΓνµλ(g
σρδgνσ)

]

+ ηac ê
λ
bêν

c (δΓνµλ)

Η αντίστϱοϕη της Εξίσωσης (2.2.21) είναι:

δgκλ = −gσκgρλδgρσ (2.2.22)

Χϱησιµοποιούµε αυτήν την σχέση για να κατεϐάσουµε τους δείκτες της µεταϐολής της µετϱικής στον δεύτεϱο
όϱο:

−1

2
êρb êν

c Γνµλ(gσρδg
λσ) =

1

2
êρb êν

c Γνµλ(gσρg
λκgσξδgκξ) =

1

2
êρb êν

c Γνµλ(δ
ξ
ρg
λκδgκξ)

=
1

2
êρb êν

c Γνµλ(g
λκδgκρ)

Εποµένως, η µεταϐολή της σύνδεσης σπιν είναι:

δωµab =− ηac

[
1

2
êλb êρ

c∂µ(g
σρδgλσ) +

1

2
êρb êν

c Γνµλ(g
λκδgκρ)︸ ︷︷ ︸

ν↔ρ&λ↔κ

− 1

2
êλb êρ

cΓνµλ(g
σρδgνσ)︸ ︷︷ ︸

ν↔κ

]

+ ηac ê
λ
bêν

c (δΓνµλ)

Τώϱα, κάνουµε την αλλαγή δεικτών που είναι υποσηµειωµένη παϱαπάνω. Λαµϐάνουµε ότι:

δωµab =− ηac

[
1

2
êλb êρ

c∂µ(g
σρδgλσ) +

1

2
êνb êρ

c Γρµκ(g
λκδgλν)︸ ︷︷ ︸

λ↔σ

− 1

2
êλb êρ

cΓκµλ(g
σρδgκσ)︸ ︷︷ ︸

ν↔σ

]

+ ηac ê
λ
bêν

c (δΓνµλ)

΄Αλλη µία αλλαγή δεικτών (υποσηµειώνεται παϱαπάνω) έχει ως αποτέλεσµα:

δωµab =− ηac

[
1

2
êλb êρ

c∂µ(g
σρδgλσ) +

1

2
êνb êρ

c Γρµκ(g
σκδgσν)︸ ︷︷ ︸

ν↔λ

−1

2
êλb êρ

cΓκµλ(g
σρδgκσ)

]

+ ηac ê
λ
bêν

c (δΓνµλ)

Μια τελευταία αλλαγή δεικτών µας οδηγεί στην σχέση:

δωµab =− ηac

[
1

2
êλb êρ

c∂µ(g
σρδgλσ) +

1

2
êλb êρ

c Γρµκ(g
σκδgσλ)−

1

2
êλb êρ

cΓκµλ(g
σρδgκσ)

]
︸ ︷︷ ︸

= 1
2 ê

λ
b êρc∇µ(gσρδgλσ)

+ ηac ê
λ
bêν

c (δΓνµλ)
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Παϱατηϱούµε ότι η ποσότητα στις αγκύλες είναι η συναλλοίωτη παϱάγωγος του (gσρδgλσ). Χϱησιµοποιώντας
την συνϑήκη συµϐατότητας της µετϱικής, η µετϱική αντιµετατίϑεται µε τον συναλλοίωτη παϱάγωγο και συνεπώς
η τελική έκϕϱαση για τη µεταϐολή της σύνδεσης σπιν είναι:

δωµab = −1

2
ηacê

λ
b êρ

cgσρ∇µ(δgλσ) + ηac ê
λ
bêν

c (δΓνµλ) (2.2.23)

Είµαστε πλέον έτοιµοι να υπολογίσουµε τον όϱο ψ {γµ, δωµ}ψ
√
−g. ΄Εχουµε ότι:

ψ {γµ, δωµ}ψ
√
−g = ψ

{
γc, σab

}
ψêµcδωµab

√
−g

Αϕού χϱησιµοποιήσουµε την ταυτότητα (2.1.9) παίϱνουµε:

ψ {γµ, δωµ}ψ
√
−g = 2ϵabcdψγ

dγ5ψêµcδωµab
√
−g

Αντικαϑιστούµε την έκϕϱαση για την µεταϐολή της σύνδεσης σπιν και λαµϐάνουµε:

ψ {γµ, δωµ}ψ
√
−g =− ϵabcdψγ

dγ5ψêµcηamê
λ
b êρ

mgσρ∇µ(δgλσ)
√
−g

+ 2ϵabcdψγ
dγ5ψêµcηam ê

λ
bêν

m (δΓνµλ)
√
−g

Είναι αϱκετά εύκολο να κάνουµε τις συστολές µε τα vielbein και τις µετϱικές και να πάϱουµε ότι:

ψ {γµ, δωµ}ψ
√
−g =− ϵσλµd︸ ︷︷ ︸ψγdγ5ψ∇µ (δgλσ)︸ ︷︷ ︸√−g

+ 2 ϵν
λµ
d︸ ︷︷ ︸ψγdγ5ψ (δΓνµλ)︸ ︷︷ ︸√−g

ΓνωϱίϹουµε ότι τόσο η µεταϐολή της µετϱικής όσο και η µεταϐολή των συµϐόλων Christoffel είναι συµµετϱικές
υπό ανταλλαγή των δεικτών τους. Εποµένως, η συστολή µε το σύµϐολο Levi-Civita οδηγεί στον µηδενισµό και
των δύο όϱων,

ψ {γµ, δωµ}ψ
√
−g = 0 (2.2.24)

Συνεπώς, ο όϱος που πεϱιλαµϐάνει τη µεταϐολή της σύνδεσης σπιν δεν συνεισϕέϱει καϑόλου. Μποϱούµε τώϱα
να επιστϱέψουµε και να ξαναγϱάψουµε τη µεταϐληϑείσα δϱάση:

δSFermion =

∫ [
1

2

(
iψ(δγµ)Dµψ − i(Dµψ)(δγµ)ψ

)
− 3

4
Sµψ(δγ

µ)γ5ψ

]√
−g d4x

όπου τώϱα αντικαϑιστούµε τη µεταϐολή των πινάκων γ και παίϱνουµε:

δSFermion =

∫
1

2

[
1

2

(
iψγνDµψ − i(Dµψ)γνψ

)
− 3

4
Sµψγνγ

5ψ

]√
−gδgµν d4x

Είναι τώϱα χϱήσιµο να παρατηρήσουµε ότι αν Aµν είναι ένας αυθαίρετος τανυστής και Bµν είναι ένας συµ-
µετρικός τανυστής, τότε:

AµνB
µν =

1

2
(AµνB

µν +AµνB
µν) =

1

2
(AµνB

µν +AνµB
νµ) =

1

2
(Aµν +Aνµ)B

µν = A(µν)B
µν

Εποµένως, αϕού η µεταϐολή δgµν είναι συµµετϱική, έχουµε ότι η τελική µοϱϕή της µεταϐολής της ϕεϱµιονικής
δϱάσης είναι:

δSFermion =

∫
1

2

[
1

2

(
iψγ(νDµ)ψ − i(D(µψ)γν)ψ

)
− 3

4
S(µψγν)γ

5ψ

]√
−gδgµν d4x (2.2.25)

Μποϱούµε τώϱα να χϱησιµοποιήσουµε τον οϱισµό του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής, ο οποίος δίνεται στην Εξίσωση
(2.2.15), και να ϐϱούµε ότι:

Tψµν = −1

2

[
iψγ(µDν)ψ − i(D(µψ)γν)ψ

]
+

3

4
S(µψγν)γ

5ψ

Αυτό είναι και το αποτέλεσµα που ϑέλαµε να αποδείξουµε.
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Τέλος, η ποσότητα

TSµν = − 3

16πG
(SµSν −

1

2
gµνSλS

λ) (2.2.26)

είναι ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής που αποδίδεται στην στϱέψη.

Απόδειξη

Αυτό το κοµµάτι του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής πϱοέϱχεται από τα κοµµάτια της δϱάσης που εµπεϱιέχουν την
στϱέψη, δηλαδή από:

ST =
3

32πG

∫
gµνSµSν

√
−g d4x

Εϕόσον εξετάϹουµε την ποσότητα Sµ να είναι µια ανεξάϱτητη µεταϐλητή, µόνο τα gµν και
√
−g έχουν µη-

µηδενική µεταϐολή. Εποµένως:

δST =
3

32πG

∫ [
(δgµν)SµSν

√
−g + gµνSµSν(δ

√
−g)

]
d4x

Μποϱούµε τώϱα να χϱησιµοποιήσουµε την ιδιότητα:

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν (2.2.27)

Η ιδιότητα αυτή πϱοκύπτει εύκολα από τις Εξισώσεις (2.2.18) & (2.2.21). Αυτό µας δίνει:

δST =
3

32πG

∫ [
SµSν

√
−g(δgµν)− 1

2
gλσSλSσ

√
−ggµν(δgµν)

]
d4x

=
3

32πG

∫ [
SµSν −

1

2
gλσSλSσgµν

]√
−g(δgµν)d4x

΄Αϱα, η µεταϐολή της δϱάσης της στϱέψης είναι:

δST =
3

16πG

∫
1

2

[
SµSν −

1

2
SλS

λgµν

]√
−g(δgµν)d4x (2.2.28)

ΕϕαϱµόϹοντας τον οϱισµό του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής (2.2.15) ϐϱίσκουµε ότι:

TSµν = − 3

16πG
(SµSν −

1

2
gµνSλS

λ)

Αυτή είναι και η επιϑυµητή σχέση.

2.3 Ανωµαλίες και Αξιόνια

Στην πϱοηγούµενη ενότητα, αποδείξαµε στις κλασικές εξισώσεις κίνησης για το σύστηµά µας. Από τις Εξισώσεις
(2.2.8) και (2.2.10) πϱοκύπτει ότι το χειϱαλικό ϱεύµα j5µ = ψγµγ

5ψ διατηϱείται. Αυτό ϑα συνεπαγόταν ότι η
στϱέψη επίσης διατηϱείται, δηλαδή:

d ∗ S = 0 (2.3.1)

Αυτό µποϱεί να αποδειχϑεί εύκολα, καϑώς έχουµε ότι:

S = Sλdx
λ

και άϱα, από τον οϱισµό του δυαδικού Hodge, έχουµε ότι:

∗S =
1

(4− 1)!
Sληλµνρdx

µ ∧ dxν ∧ dxρ

΄Επειτα, από τον οϱισµό της εξωτεϱικής παϱαγώγου, πϱοκύπτει ότι:

d ∗ S =
1

3!
∂σS

ληλµνρdx
σ ∧ dxµ ∧ dxν ∧ dxρ
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Από απευϑείας αντικατάσταση της Εξίσωσης (2.2.7) παίϱνουµε ότι

d ∗ S =
1

3!
4πG∂σ(j

5)ληλµνρdx
σ ∧ dxµ ∧ dxν ∧ dxρ

που µηδενίζεται, λόγω της διατήρησης του χειραλικού ϱεύµατος. Εποµένως, αποδεικνύεται ότι η στϱέψη διατηρεί-
ται, όπως ισχυϱιστήκαµε. Ωστόσο, είναι γνωστό από την Κβαντική Ηλεκτροδυναµική ότι το χειραλικό ϱεύµα δεν
διατηρείται όταν πεϱνάµε σε µια κβαντική ϑεωρία, λόγω µιας ανωµαλίας που εµφανίζεται σε επίπεδο ενός ϐϱόχου.
Πιο συγκεκριµένα, το αξονικό ϱεύµα έχει µια µη µηδενική απόκλιση που δίνεται από [4]:

d ∗ j5 = − e2

4π2
F ∧ F − 1

96π2
tr(R ∧ R) (2.3.2)

ή, σε µοϱϕή δεικτών:

∇j5 =
e2

8π2
Fµν(∗Fµν)−

1

192π2
Rρσµν(∗Rρσµν) (2.3.3)

όπου

∗Fµν =
1

2

√
−g ϵµνλκFλκ (2.3.4)

και

∗Rρσµν =
1

2

√
−g ϵµνλκRρσ

λκ (2.3.5)

Σε αυτό το σηµείο, πϱέπει να τονιστεί ότι ασχολούµαστε µε µια ηµι-κλασική προσέγγιση στην µελέτη της επί-
δρασης της στϱέψης στην Κβαντική Ηλεκτροδυναµική. Αυτό σηµαίνει ότι, σε απουσία µιας κβαντικής ϑεωρίας της
ϐαρύτητας, χρησιµοποιούµε µια κλασική ϑεωρία της ϐαρύτητας (δηλαδή ϑεωρούµε ένα κλασικό γεωµετϱικό υπ-
όβαθρο) και εξετάζουµε τις επιδράσεις της στα πεδία της ύλης. ΄Ετσι, ενώ η µη διατήρηση του χειραλικού ϱεύµατος
υποδηλώνει ότι το πεδίο της στϱέψης επίσης δεν διατηρείται, στην πραγµατικότητα δεν γνωρίζουµε τη κβαντική
συµπεριφορά του S. Αυτό σηµαίνει ότι µποϱεί να υπάρχουν περισσότερες συνεισφορές λόγω κβαντικών επιδϱάσεων
που δεν γνωρίζουµε. Μια πιθανή κατεύϑυνση είναι να υποθέσουµε ότι υπάρχουν επιπλέον όϱοι δϱάσης ώστε η
στϱέψη να διατηρείται (δηλαδή να ισχύει η Εξίσωση (2.3.1)) ακόµη και αν το χειραλικό ϱεύµα δεν διατηρείται.
Αυτή η υπόθεση µποϱεί στη συνέχεια να αποδειχθεί [4] ότι οδηγεί στην αντικατάσταση της στϱέψης από ένα ψευ-
δοβαθµωτό πεδίο, δηλαδή από ένα αξιόνιο ϕ, µε το οποίο συζεύγνυται το ϕεϱµιονικό πεδίο. Για να το δείξουµε
αυτό, ϑα ακολουθήσουµε τον ϕορµαλισµό των ολοκληϱωµάτων διαδροµής και ϑα εφαρµόσουµε την διατήρηση
της στϱέψης (Εξίσωση (2.3.1)) ως περιορισµό [4]. Το πλήϱες ολοκλήρωµα διαδροµής για την κβαντοποίηση του
συστήµατος είναι:

Z =

∫
DgDψDψDS eiS[g,ψ,ψ,S] (2.3.6)

όπου S[g, ψ, ψ,S] είναι το συναϱτησιακό της δϱάσης που εξαϱτάται από τη µετϱική, τον σπινόϱα και την στϱέψη.
Ενδιαϕεϱόµαστε µόνο για το µέϱος της στϱέψης του ολοκληϱώµατος διαδϱοµής:

ZS =

∫
DS exp

[
i

∫ ( 3

32πG

∫
S ∧ ∗S − 3

4

∫
S ∧ ∗j5

)]
(2.3.7)

Κάνοντας χϱήση του πεϱιοϱισµού (Εξίσωση (2.3.1)), η στϱέψη αντικαϑίσταται από ένα αξιόνιο και παίϱνουµε το
ακόλουϑο αποτέλεσµα:

ZCS =

∫
Dϕ exp

[
i

∫ (
− 1

2
(∂µϕ)(∂

µϕ)− 1

2f2ϕ
j5µ(j

5)µ − 1

fϕ
j5µ(∂

µϕ)

)√
−g d4x

]
(2.3.8)

Απόδειξη

Για να επιϐληϑεί η Εξίσωση (2.3.1) ως πεϱιοϱισµός, εισάγουµε ένα δ συναϱτησιακό στο ολοκλήϱωµα διαδϱοµής:

ZCS =

∫
DS δ(d ∗ S) exp

[
i

∫ ( 3

32πG

∫
S ∧ ∗S − 3

4

∫
S ∧ ∗j5

)]
(2.3.9)

Αυτό το δ συναϱτησιακό µποϱεί να γϱαϕεί στην µοϱϕή ενός ολοκληϱώµατος διαδϱοµής14

δ(d ∗ S) =

∫
DΦei

∫
Φd∗S (2.3.10)
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Εποµένως, το ολοκλήϱωµα διαδϱοµής της στϱέψης γίνεται:

ZCS =

∫
DSDΦ exp

[
i

∫ (
3

32πG

∫
S ∧ ∗S − 3

4

∫
S ∧ ∗j5 +Φd ∗ S

)]
(2.3.11)

Μποϱούµε να γϱάψουµε αυτό το ολοκλήϱωµα διαδϱοµής σε µοϱϕή δεικτών ως:

ZCS =

∫
DSDΦ exp

[
i

∫ (
3

32πG
SµS

µ − 3

4
Sµψγ

µγ5ψ +Φ∂µS
µ

)√
−g d4x

]
(2.3.12)

Τώϱα, κάνουµε ολοκλήϱωση κατά παϱάγοντες στον τελευταίο όϱο και παίϱνουµε:

ZCS =

∫
DSDΦ exp

[
i

∫ (
3

32πG
SµS

µ − 3

4
Sµψγ

µγ5ψ − (∂µΦ)S
µ

)√
−g d4x

]
=

∫
DSDΦ exp

[
i

∫ (
3

32πG
SµS

µ −
[
3

4
j5µ + (∂µΦ)

]
Sµ
)√

−g d4x
]

=

∫
DSDΦ exp

[
i

∫
3

32πG

(
SµS

µ − 32πG

3

[
3

4
j5µ + (∂µΦ)

]
Sµ
)√

−g d4x
]

=

∫
DSDΦ exp

[
i

∫
3

32πG

(
SµS

µ −
[
8πGj5µ +

32πG

3
(∂µΦ)

]
︸ ︷︷ ︸

=2bµ(x)

Sµ
)√

−g d4x
]

΄Ετσι, καϑίσταται δυνατό να κάνουµε συµπλήϱωση τετϱαγώνων:

ZCS =

∫
DSDΦ exp

[
i

∫
3

32πG

(
SµS

µ − 2bµS
µ + bµb

µ − bµb
µ

)√
−g d4x

]
=

∫
DSDΦ exp

[
i

∫
3

32πG

(
(Sµ − bµ)

2 − bµb
µ

)√
−g d4x

]
Συνεπώς, έχουµε ένα Gaussian ολοκλήϱωµα διαδϱοµής ως πϱος το πεδίο της στϱέψης, το οποίο ισούται µε µια
σταϑεϱά που αποϱϱοϕάται από το µέτϱο DΦ. Εποµένως, λαµϐάνουµε ότι:

ZCS =

∫
DΦ exp

[
−i
∫

3

32πG
bµb

µ√−g d4x
]

Το µόνο που αποµένει είναι να υπολογίσουµε την ποσότητα bµbµ. ΄Εχουµε ότι:

bµb
µ =

1

4

[
8πGj5µ +

32πG

3
(∂µΦ)

] [
8πG(j5)µ +

32πG

3
(∂µΦ)

]
=

1

4

[
(8πG)2j5µ(j

5)µ +

(
32πG

3

)2

(∂µΦ)(∂
µΦ) + j5µ

16 · 32π2G2

3
(∂µΦ)

]

ΕπαναοϱίϹουµε το πεδίο Φ ϑέτοντας Φ =
√

3
16πGϕ και παίϱνουµε:

ZCS =

∫
Dϕ exp

[
i

∫
−
(
3πG

2
j5µ(j

5)µ +
1

2
(∂µϕ)(∂

µϕ) +
√
3πGj5µ(∂

µϕ)

)√
−g d4x

]
Τέλος, ϑέτουµε την σταϑεϱά fϕ = 1√

3πG
και λαµϐάνουµε ότι το ολοκλήϱωµα διαδϱοµής για την στϱέψη έχει

λάϐει την µοϱϕή:

ZCS =

∫
Dϕ exp

[
i

∫ (
− 1

2
(∂µϕ)(∂

µϕ)− 1

2f2ϕ
j5µ(j

5)µ − 1

fϕ
j5µ(∂

µϕ)

)√
−g d4x

]
(2.3.13)

Αυτό είναι και το επιϑυµητό αποτέλεσµα.

14Αυτό είναι σε πλήϱη αναλογία µε την πιο γνώϱιµη ποσότητα που πολλές ϕοϱές αποκαλούµε συνάϱτηση δ:

δ(x) =

∫
dk

2π
eikx
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ΑναγνωϱίϹουµε την παϱουσία ενός ψευδοϐαϑµωτού πεδίου ϕ µε έναν κινητικό όϱο και µια σύϹευξη µε τα ϕεϱµιόνια.
Αυτά είναι τα ακϱιϐή χαϱακτηϱιστικά που οϱίϹουν ένα αξιονικό πεδίο. Στην πϱαγµατικότητα, ϐλέπουµε ότι η
Κϐαντική Ηλεκτϱοδυναµική σε συνεστϱαµµένο χωϱοχϱόνο αποδεικνύεται ότι είναι ισοδύναµη µε την Κϐαντική
Ηλεκτϱοδυναµική σε ένα χωϱοχϱόνο χωϱίς στϱέψη, συϹευγµένη µε ένα αξιόνιο.

2.4 Σύνοψη

Μέχϱι αυτό το σηµείο, έχουµε κατασκευάσει τον ϕορµαλισµό της ϑεωρίας Einstein-Cartan για καµπύλο χωρο-
χρόνο µε στϱέψη και έχουµε εξετάσει ένα µοντέλο της Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής σε ένα τέτοιο υπόβαθρο το
οποίο υλοποιείται µε τον απλούστερο τϱόπο, δηλαδή χωϱίς την σύϹευξη του ίδιου του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου µε
την στϱέψη. Κλασικά, η στϱέψη διατηρείται και δεν έχει δυναµικό χαρακτήρα. Ωστόσο, µποϱούµε να υποστηρίξ-
ουµε ότι σε κβαντικό επίπεδο, η στϱέψη µποϱεί να αποκτήσει έναν δυναµικό χαρακτήρα µετασχηµατιζόµενη σε
αξιόνιο λόγω της ανωµαλίας στο χειραλικό ϱεύµα της Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής. Αυτό είναι ένα πολύ ενδι-
αφέρον αποτέλεσµα για ένα απλοϊκό µοντέλο. Ωστόσο, µποϱούν να εξεταστούν µοντέλα πέϱα από το απλοϊκό.
Για παϱάδειγµα, µποϱούµε να εξετάσουµε ένα µη απλοϊκό µοντέλο όπου η στϱέψη συζεύγνυται κλασικά µε το
ηλεκτροµαγνητικό πεδίο. Αυτό ϑα απαιτούσε, µε τη σειϱά του, µια τϱοποποίηση στις ιδιότητες του µετασχηµα-
τισµού ϐαθµίδος του διανυσµατικού δυναµικού, αλλά και µια µάϹα να δοθεί στην στϱέψη (ϐλ. [4] για πεϱαιτέϱω
ϐιβλιογραφία).

Γενικά, η ϑεωϱία Einstein-Cartan έχει πολλά πεϱισσότεϱα σηµεία ενδιαϕέϱοντος πέϱα από αυτά που συϹητούνται
σε αυτό το κείµενο. Για παϱάδειγµα, αξίϹει να εξεταστεί ακϱιϐώς πώς η σπιν επηϱεάϹει τις εξισώσεις Einstein. ΄Οπως
αποδεικνύεται, δεδοµένου ότι η στϱέψη δεν είναι κλασικά δυναµική, δεν διαδίδεται και οι εξισώσεις Einstein
είναι οι ίδιες όπως στη Γενική Σχετικότητα σε κενό. Στην ϕεϱµιονική ύλη, ωστόσο, το σπιν παίϹει ϱόλο στην
αλλαγή της γεωµετϱίας του χωϱοχϱόνου, αλλά οι συνεισϕοϱές είναι σηµαντικές µόνο όταν οι πυκνότητες σπιν
είναι ακϱαίες, όπως για παϱάδειγµα σε αστέϱες νετϱονίων και, ϕυσικά, σε µαύϱες τϱύπες. Αυτό, µε τη σειϱά του,
εγείϱει µεγάλο ενδιαϕέϱον σε κοσµολογικά µοντέλα που υποϑέτουν την ύπαϱξη στϱέψης και ϐασίϹονται σε ϑεωϱίες
Einstein-Cartan (όπως συϹητείται, για παϱάδειγµα, εδώ [11]). ΄Ενα σηµαντικό χαϱακτηϱιστικό αυτών των µοντέλων
είναι η αποϕυγή των µοναδικοτήτων (singularities), τόσο στην Μεγάλη ΄Εκϱηξη όσο και σε µαύϱες τϱύπες. Πιο
συγκεκϱιµένα, η Μεγάλη ΄Εκϱηξη (Big Bang) αντικαϑίσταται από µια λεγόµενη Μεγάλη Αναπήδηση (Big Bounce)
[12], η οποία συµϐαίνει µετά από µια πεϱίοδο συστολής του σύµπαντος. Οµοίως, οι µαύϱες τϱύπες δεν καταϱϱέουν
σε µια µοναδικότητα, αλλά ϕτάνουν σε µια αναπήδηση και σχηµατίϹεται ένα νέο, αναπτυσσόµενο σύµπαν από την
άλλη πλευϱά του οϱίϹοντα γεγονότων. ΄Ετσι, αποκαϑίσταται σε κλασικό επίπεδο η ϕυσική στο κέντϱο µιας µαύϱης
τϱύπας, που στα πλαίσια της Γενικής Σχετικότητας αποτελεί µια άγνωστη παϱάµετϱο.
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Κεϕάλαιο 3

Πληϑωϱισµός Λόγω Στϱέψης σε Μοντέλο
Χοϱδών

Στα πϱοηγούµενα κεϕάλαια, αναπτύξαµε µια ϑεωϱία για την κλασική ϐαϱύτητα µε στϱέψη και εξετάσαµε πώς η
συνεστϱαµµένη ϐαϱύτητα δηµιουϱγεί ένα δυναµικό αξιόνιο όταν εξετάϹονται οι αλληλεπιδϱάσεις µε την Κϐαντική
Ηλεκτϱοδυναµική (QED). Σε αυτό το κεϕάλαιο, ϑα εξετάσουµε ένα µοντέλο εµπνευσµένο από τη ϑεωϱία χοϱδών
και ϑα δείξουµε πώς η στϱέψη που πϱοκύπτει σε αυτό το µοντέλο επηϱεάϹει τον πληϑωϱισµό του σύµπαντος.

3.1 Η Ενεϱγός ∆ϱάση Χοϱδών

Σε αυτή την ενότητα, ϑα πεϱιγϱάψουµε το εµπνευσµένο από την ϑεωϱία χοϱδών µοντέλο µας, το οποίο ϐασίϹεται
σε µια ενεϱγό δϱάση χοϱδών σε τέσσεϱεις διαστάσεις χωϱοχϱόνου. Το κύϱιο σηµείο ενδιαϕέϱοντός µας είναι το
πεδίο Kalb-Ramond. ΥποστηϱίϹουµε ότι αυτό το πεδίο παίϹει τον ϱόλο της στϱέψης και δηµιουϱγεί ένα αξιόνιο, το
οποίο συνδέεται τόσο µε τις ϐαϱυτικές όσο και µε τις ανωµαλίες Yang-Mills, σε πλήϱη αναλογία µε την πεϱίπτωση
που εξετάστηκε στα πϱοηγούµενα κεϕάλαια. Αυτό, µε τη σειϱά του, οδηγεί σε µια τϱοποποίηση του οϱισµού µας
για τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής.

3.1.1 Πεδίο Kalb-Ramond και Στϱέψη

Για λόγους πληρότητας, δίνουµε µια µικϱή σύνοψη της πϱοέλευσης της στϱέψης στην ϑεωρία χοϱδών και παρουσιά-
Ϲουµε το µοντέλο µε το οποίο ϑα εργαστούµε. Μια ϐαθύτερη ανάλυση της ϑεωρίας χοϱδών είναι εκτός του σκοπού
αυτού του κειµένου και η εξαγωγή των αποτελεσµάτων που παρουσιάζονται σε αυτή την ενότητα µποϱεί να ϐρεθεί
σε ϐασικά ϐιϐλία όπως [13] και [14]. Είναι γνωστό ότι οποιοδήποτε µοντέλο ϑεωρίας χοϱδών προβλέπει την ύπαϱξη
τϱιών πεδίων ϐαρύτητας χωϱίς µάϹα, τα οποία σχηµατίζουν την λεγόµενη πολλαπλέτα ϐαρύτητας (gravitational
multiplet) [4]: το σπιν-0 (ϐαθµωτό) Dilaton Φ, το σπιν-1 αντισυµµετρικό πεδίο Kalb-Ramond Bµν και το σπιν-2
συµµετρικό πεδίο του γκραβιτονίου (graviton) gµν . Εστιάζουµε την πϱοσοχή µας στο πεδίο Kalb-Ramond, το οποίο
έχει µια συµµετρία ϐαθµίδας U(1) [15]:

Bµν −→ Bµν + ∂[µθν] (3.1.1)

Ως εκ τούτου, η δϱάση (τουλάχιστον στις χαµηλές ενέϱγειες) εξαϱτάται από τη ένταση πεδίου του πεδίου Kalb-
Ramond, και όχι από το ίδιο το πεδίο. Η ένταση πεδίου οϱίϹεται ως:

Hµνρ = ∂[µBνρ] (3.1.2)

Αυτή η ποσότητα είναι εντελώς αντισυµµετϱική και αποτελεί µια 3-µοϱϕή, δηλαδή:

H = dB (3.1.3)

Είναι, εποµένως, µια άµεση απόϱϱοια ότι ισχύει η ακόλουϑει ιδιότητα Bianchi:

dH = 0 (3.1.4)

ή, σε συµϐολισµό µε δείκτες:
∂[µHνρσ] = 0 (3.1.5)
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Η απαίτηση της ακύϱωσης των ανωµαλιών επιϐάλλει ότι η ένταση πεδίου του πεδίου Kalb-Ramond πϱέπει να
τϱοποποιηϑεί µε την πϱοσϑήκη των λεγόµενων 3-µοϱϕών Lorentz και ϐαϑµίδος Chern-Simons:

H = dB +
a′

8κ
(Ω3L − Ω3Y ) (3.1.6)

όπου a είναι η κλίση Regge, κ =
√
8πG και Ω3L,Ω3Y είναι οι όϱοι Lorentz και ϐαϑµίδος Chern-Simons αντίστοιχα.

Η ταυτότητα Bianchi συνεπώς τϱοποποιείται και γίνεται:

dH =
a′

8κ
Tr (R ∧R− F ∧ F ) (3.1.7)

όπου R είναι η καµπυλότητα και F είναι η ένταση του πεδίου Yang-Mills. Η ενεϱγός δϱάση για τη µποϹονική
χοϱδή σε τέσσεϱεις διαστάσεις χωϱοχϱόνου µποϱεί να γϱαϕτεί ως ανάπτυγµα σε δυνάµεις της κλίσης Regge a′.
Στην µηδενική τάξη, και αϕού ϑεωϱήσουµε ότι το Dilaton είναι ασήµαντο, δηλαδή ότι Φ ≈ 0, πϱοκύπτει ότι η
σχετική δϱάση έχει τη µοϱϕή [15]15

SB =

∫ (
1

2κ2
R− 1

6
HλµνHλµν

)√
−g d4x (3.1.8)

όπου Hλµν = κ−1Hλµν . Μια άµεση σύγκϱιση µε τη δϱάση (1.5.15) υποδεικνύει ότι η δύναµη πεδίου Kalb-
Ramond παίϹει τον ϱόλο της στϱέψης σε αυτή την ενεϱγό ϑεωϱία πεδίου. Μποϱούµε, εποµένως, να οϱίσουµε τη
συνεστϱαµµένη σύνδεση ως:

Γλµν = Γλµν +
κ√
3
Hλ

µν (3.1.9)

και συνεπώς ο ενεϱγός τανυστής στϱέψης είναι ανάλογος της (τϱοποποιηµένης) δύναµης πεδίου Kalb-Ramond. Η
ταυτότητα Bianchi (3.1.7) που εξετάσαµε παϱαπάνω µποϱεί να γϱαϕτεί σε µοϱϕή δείκτών ως [4]:

ηabc
µ∇µHabc =

a′

16κ

√
−g
(
RµνρσR̃

µνρσ − Fµν F̃
µν
)
≡

√
−g G(ω,A) (3.1.10)

όπου η συναλλοίωτη παϱάγωγος λαµϐάνεται µε τις σύµϐολα Christoffel χωϱίς στϱέψη (εξ ου και η απουσία µιας
γϱαµµής από πάνω), G(ω,A) είναι η ανωµαλία και οι ποσότητες µε την πεσπιϱώµενη (tilde) από πάνω τους είναι
οι δυαδικές ποσότητες, οϱιϹόµενες ως:

R̃µνρσ =
1

2
ηµνλκR

λκ
ρσ (3.1.11)

F̃µν =
1

2
ηµνρσF

ρσ (3.1.12)

3.1.2 Αξιόνιο Επαγόµενο από Στϱέψη

Στην πϱοηγούµενη ενότητα, παϱουσιάσαµε ένα µοντέλο εµπνευσµένο από χοϱδές που δηµιουϱγεί συνεστϱαµµένη
ϐαϱύτητα σε τέσσεϱεις διαστάσεις χωϱοχϱόνου. Αυτά τα αποτελέσµατα µας δείχνουν ότι αυτή η ϑεωϱία είναι πλήϱως
ανάλογη µε αυτή που µελετήϑηκε στα δύο πϱώτα κεϕάλαια. Εδώ, η ένταση του πεδίου Kalb-Ramond Hλµν παίϹει
τον ϱόλο της στϱέψης και η ταυτότητα Bianchi (3.1.10) αντικαϑιστά την Εξίσωση (2.3.1) ως τον πεϱιοϱισµό που
χϱησιµοποιούµε. Συνεπώς, µε µια εντελώς ανάλογη διαδικασία, µποϱούµε να επιϐάλλουµε τον πεϱιοϱισµό που
δίνεται από την εξίσωση Bianchi στο ολοκλήϱωµα διαδϱοµών. ΄Εχουµε τη συνάϱτηση επιµεϱισµού:

Z =

∫
DgDH eiS[g,H] =

∫
DgµνDHλµνe

i
∫
( 1

2κ2R− 1
6HλµνHλµν)

√
−gd4x (3.1.13)

ΕστιάϹουµε την πϱοσοχή µας στο τµήµα του ολοκληϱώµατος διαδϱοµών που πεϱιέχει τη ένταση του πεδίου Kalb-
Ramond και επιϐάλλουµε τον πεϱιοϱισµό ως ένα δ συναϱτησιακό:

ZH =

∫
DHλµνδ(η

µνρσ∇µHνρσ − G(ω,A))e−i
∫

1
6HλµνHλµν√−g d4x (3.1.14)

15Σε αυτό το άϱϑϱο χϱησιµοποιείται η αντίϑετη σύµϐαση για το πϱόσηµο της µετϱικής. Σε αυτό το κείµενο, τα αποτελέσµατα έχουν
πϱοσαϱµοστεί στη δική µας σύµϐαση, που είναι η −+++.
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Ο πεϱιοϱισµός µποϱεί να γϱαϕεί ως:

δ(ηµνρσ∇µHνρσ −
√
−gG(ω,A)) =

∫
Dbei

∫
b(x)[ϵµνρσ∇µHνρσ−G(ω,A)]

√
−g d4x (3.1.15)

Χϱησιµοποιούµε τώϱα την ιδιότητα ∇µHνρσ = 1√
−g∂µ(

√
−gHνρσ) και λαµϐάνουµε ότι:∫

Dbei
∫ [

b(x)
√
−gϵµνρσ∇µHνρσ−b(x)

√
−gG(ω,A)

]
d4x =

∫
Dbei

∫ [
b(x)��√

−gϵµνρσ 1

��
√

−g
∂µ(

√
−gHνρσ)−b(x)

√
−gG(ω,A)

]
d4x

Ολοκληϱώνουµε κατά παϱάγοντες και παίϱνουµε ότι:

δ(ηµνρσ∇µHνρσ −
√
−gG(ω,A)) =

∫
Dbe−i

∫ [
∂µb(x)ϵ

µνρσ Hνρσ+b(x)G(ω,A)
]√

−g d4x (3.1.16)

΄Ετσι, η συνάϱτηση επιµεϱισµού γίνεται:

ZH =

∫
DbDHλµνe

−i
∫
[ 16HλµνHλµν+∂µb(x)ϵ

µνρσ Hνρσ+b(x)G(ω,A)]
√
−g d4x (3.1.17)

Μποϱούµε τώϱα να κάνουµε συµπλήϱωση τετϱαγώνων:

ZH =

∫
DbDHλµνe

−i
∫
[ 16 (HλµνHλµν+6∂µb(x)η

µνρσHνρσ±9∂µb ∂
µb ηµνρσηµνρσ)+bG(ω,A)]

√
−g d4x (3.1.18)

Τέλος, κάνουµε την ολοκλήϱωση ως πϱος H, αποϱϱοϕώντας την σταϑεϱά που πϱοκύπτει στο µέτϱο Db:

ZH =

∫
Dbe

−i
∫ [

− 3
2∂µb ∂

µb ηµνρσηµνρσ+bG(ω,A)

]
√
−g d4x

(3.1.19)

΄Εχουµε ότι ηµνκληµνκλ = −24 και άϱα:

ZH =

∫
Dbe

−i
∫ [

36∂µb ∂
µb+bG(ω,A)

]
√
−g d4x

(3.1.20)

Πϱοκειµένου να κανονικοποιήσουµε τον κινητικό όϱο του πεδίου b, το επαναοϱίϹουµε έτσι ώστε b −→ 1
6
√
2
b και άϱα:

ZH =

∫
Dbe

−i
∫ [

1
2∂µb ∂

µb+ 1
6
√

2
bG(ω,A)

]
√
−g d4x

(3.1.21)

Τελικά, η πλήϱης δϱάση γίνεται:

SB =

∫ (
1

2κ2
R− 1

2
∂µb ∂

µb− a′
√
2

192κ
b
(
RµνρσR̃

µνρσ − Fµν F̃
µν
))√

−g d4x (3.1.22)

3.1.3 Η Τοπολογική Πυκνότητα Hirzebruch-Pontryagin

Είναι αϱκετά πϱοϕανές ότι ο όϱος ενδιαϕέϱοντος στη πϱοκύπτουσα δϱάση είναι αυτός που συϹεύγνει το αξιόνιο
µε την ϐαϱυτική ανωµαλία και την ανωµαλία ϐαϑµίδας. Συνεπώς, εστιάϹουµε την πϱοσοχή µας στον όϱο των
ανωµαλιών, ο οποίος ονοµάϹεται τοπολογική πυκνότητα Hirzebruch-Pontryagin [15]:

√
−g
(
RµνρσR̃

µνρσ − Fµν F̃
µν
)
=

√
−g∇µKµmixed(ω,A) = ∂µ

(√
−gKµmixed(ω,A)

)
(3.1.23)

΄Οπως µποϱούµε να δούµε, αυτός ο όϱος είναι ολική παϱάγωγος. Ο όϱος Kµmixed(ω,A) ονοµάϹεται µικτή (ϐαϱυτική
και ϐαϑµίδος) πυκνότητα ϱεύµατος ανωµαλίας και µποϱεί να εκϕϱαστεί ως συνάϱτηση της σύνδεσης σπιν ω και
των πεδίων ϐαϑµίδας A. Σκοπός αυτού του κεϕαλαίου είναι η µελέτη της πεϱιόδου πληϑωϱισµού του σύµπαντος
και, εποµένως, µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι τα πεδία ϐαϑµίδος είναι µηδενικά. ΄Ετσι, αποµένει µόνο η καϑαϱή
ϐαϱυτική ανωµαλία και η αντίστοιχη πυκνότητα ϱεύµατος Kµ(ω) την οποία µποϱούµε να εκϕϱάσουµε σε όϱους
της σύνδεσης σπιν:

√
−g
(
RµνρσR̃

µνρσ
)
=

√
−g∇µKµ(ω) = ∂µ

(√
−gKµ(ω)

)
= 2∂µ

[
ϵµνλρων

ab

(
∂λωρab +

2

3
ωλa

cωρcb

)]
(3.1.24)
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Αυτός ο όϱος ονοµάϹεται επίσης ϐαϱυτικός όϱος Chern-Simons. Η ενεϱγός δϱάση χοϱδών πϱιν και κατά τη
διάϱκεια της εποχής του πληϑωϱισµού µποϱεί εποµένως να γϱαϕεί ως:

SB =

∫ (
1

2κ2
R− 1

2
∂µb ∂

µb+
a′
√
2

192κ
(∂µb)Kµ

)
√
−gd4x (3.1.25)

όπου κάναµε ολοκλήϱωση κατά παϱάγοντες στον τελευταίο όϱο. Συνεπώς, η δϱάση µποϱεί να διαχωϱιστεί σε τϱία
µέϱη:

SB = Sgrav + Sb + Sb−grav (3.1.26)
όπου Sgrav = −

∫
1

2κ2R
√
−g d4x είναι η τυπική δϱάση Einstein-Hilbert, Sb = −

∫
1
2∂µb ∂

µb
√
−g d4x είναι η

κινητική ενέϱγεια του αξιονίου και ο τελευταίος όϱος, Sb−grav, είναι ο όϱος του αξιονίου & της ϐαϱυτικής ανωµαλίας
ο οποίος δίνεται από την σχέση:

Sb−grav =

∫
a′
√
2

192κ
(∂µb)Kµ

√
−g d4x (3.1.27)

3.1.4 Οι Τανυστές Cotton και Ενέϱγειας-Οϱµής

΄Εχοντας αυτή τη δϱάση, µποϱούµε να εξετάσουµε ποιος είναι ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής. Για τα αξιόνια, ο
τανυστής ενέϱγειας-οϱµής της ύλης πϱοκύπτει χϱησιµοποιώντας τον τυπικό οϱισµό:

T bµν =
2√
−g

δSb
δgµν

= ∂µb∂νb−
1

2
gµν∂ρb∂

ρb (3.1.28)

Χωϱίς τον ϐαρυτικό όϱο Chern-Simons, ϑα προέκυπταν οι συνηθισµένες εξισώσεις Einstein. Ωστόσο, εδώ,
µποϱούµε να µεταβάλλουµε αυτόν τον όϱο ως πϱος τη µετϱική και να λάϐουµε ένα µη τετριµµένο αποτέλεσµα.
Πιο συγκεκριµένα, η µεταϐολή του όϱου Chern-Simons µας δίνει τον τανυστή Cotton, ο οποίος ορίζεται ως:

Cµν = − 1

4
√
−g

δSC
δgµν

(3.1.29)

όπου
SC =

∫
bRµνρσR̃

µνρσ√−g d4x (3.1.30)

έτσι ώστε Sb−grav = a′
√
2

192κSC . Αϕού υπολογίσουµε την µεταϐολή, παίϱνουµε ότι ο τανυστής Cotton δίνεται από την
σχέση:

Cµν = −1

2

[
∂σb

(
ησµρλ∇ρR

ν
λ + ησνρλ∇ρR

µ
λ

)
+ ∂σ∂τ b

(
R̃τµσν + R̃τνσµ

)]
= −1

2

[
∇λ

(
∂σbR̃

λµσµ
)
+ (µ↔ ν)

] (3.1.31)

Μια σηµαντική ιδιότητα του τανυστή Cotton είναι ότι είναι άιχνος:

gµνCµν = 0 (3.1.32)

Οι εξισώσεις Einstein παίϱνουν, λοιπόν, την µοϱϕή:

Rµν − 1

2
gµνR =

a′κ
√
2

24
Cµν + κ2Tµνb (3.1.33)

Στις τυπικές ϑεωϱίες ϐαϱύτητας, ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής της ύλης διατηϱείται, δηλαδή ∇µT
µν
b = 0. Ωστόσο,

είναι εύκολο να ελεγχϑεί ότι ο τανυστής Cotton δεν διατηϱείται. Στην πϱαγµατικότητα, πϱοκύπτει ότι:

∇µCµν = −1

8
∂νbRρλσκR̃ρλσκ (3.1.34)

Γίνεται πϱοϕανές, λοιπόν, ότι η διατήϱηση του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής της ύλης καταϱϱέει σε αυτό το σενάϱιο.
Αυτό, πϱάγµατι, ϐγάϹει νόηµα, καϑώς το πεδίο της ύλης (τα αξιόνια) τώϱα ανταλλάσσει ενέϱγεια µε το ϐαϱυτικό
πεδίο, κάτι που δεν εµϕανίϹεται στην Γενική Σχετικότητα. Αντίϑετα, υπάϱχει ένας τϱοποποιηµένος, πιο γενικός
τανυστής ενέϱγειας-οϱµής που διατηϱείται και οϱίϹεται ως:

κ2T̃µνtotal =
a′κ

√
2

24
Cµν + κ2Tµνb (3.1.35)

Ο νόµος διατήϱησης τότε εκϕϱάϹεται ως:
∇µT̃

µν
total = 0 (3.1.36)
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3.2 Πληϑωϱισµός από Συµπυκνώµατα Βαϱυτικών Κυµάτων

Σε αυτή την ενότητα, ϑα δούµε πώς τα ϐαρυτικά κύµατα στο πϱώιµο σύµπαν µποϱούν να αποτελέσουν κατάλληλη
εξήγηση για µια πεϱίοδο πληθωρισµού του σύµπαντος. Για αυτό το σκοπό, ϑα χρησιµοποιήσουµε το λεγόµενο
"Μοντέλο Τρεχούµενου Κενού" (Running Vacuum Model) ως το κοσµολογικό µας µοντέλο. ΄Επειτα, ϑα εξετάσουµε
διαταραχές ϐαρυτικών κυµάτων και ϑα τις κβαντώσουµε σε ένα κλασικό υπόβαθρο, προκειµένου να υπολογίσουµε
την µέση τιµή κενού του ϐαρυτικού όϱου Chern-Simons. Ο τελικός µας στόχος ϑα είναι ο υπολογισµός της εν-
εργειακής πυκνότητας του κενού αυτού του µοντέλου, που ϑα δείξουµε ότι, στο πλαίσιο του Μοντέλου Τρεχούµενου
Κενού, µποϱεί να εξηγήσει τον πληθωρισµό του σύµπαντός µας χωϱίς την ανάγκη για επιπλέον πεδία που συνήϑως
λαµβάνονται υπόψη, όπως το πεδίο πληθωρισµού (inflaton field).

3.2.1 Μοντέλο Τϱεχούµενου Κενού

Είναι ευϱέως γνωστό ότι η ύλη αποτελεί µόλις το 5% της ενέϱγειας στο σύµπαν. ΄Ενα άλλο 26% αποδίδεται σε αυτό
που είναι γνωστό ως "σκοτεινή ύλη", δηλαδή µια µοϱϕή ύλης που δεν ϕαίνεται να αλληλεπιδϱά µε την κανονική
ύλη, αλλά έχει ϐαϱυτική επίδϱαση. Αυτή η σκοτεινή ύλη ϑεωϱείται ευϱέως ως "ψυχϱή", δηλαδή κινείται αϱγά σε
σχέση µε την ταχύτητα του ϕωτός. Το υπόλοιπο 68% της ενέϱγειας του σύµπαντος είναι η λεγόµενη "σκοτεινή
ενέϱγεια", η οποία ϑεωϱείται υπεύϑυνη για την παϱατηϱούµενη επιταχυνόµενη διαστολή του σύµπαντος. Αυτή η
σκοτεινή ενέϱγεια πϱοκύπτει από την κοσµολογική σταϑεϱά Λ στις εξισώσεις του Einstein. Το µαϑηµατικό µοντέλο
που ϑεωϱείται το "πϱότυπο µοντέλο" της κοσµολογίας και χϱησιµοποιείται σήµεϱα στα πειϱάµατα, λαµϐάνει υπόψη
όλα τα παϱαπάνω και ονοµάϹεται το µοντέλο ΛCDM (Λ-Cold Dark Matter). Ωστόσο, τα τελευταία χϱόνια, το µοντέλο
ΛCDM έχει αποδειχϑεί ότι δεν είναι τέλειο. Η µεγαλύτεϱη απειλή για το ΛCDM είναι η διαϕοϱά που παϱατηϱείται
στις µετϱήσεις της σταϑεϱάς του Hubble, γνωστή ως "ένταση Hubble" (Hubble tension). Ενώ δεν έχει αποκλειστεί
η πιϑανότητα η ένταση Hubble να είναι στατιστικής ϕύσεως, είναι διδακτικό, αν όχι αναγκαίο, να εξεταστούν άλλα
κοσµολογικά µοντέλα που µποϱούν να εξηγήσουν τα τϱέχοντα πειϱαµατικά δεδοµένα. ΄Ενα από αυτά τα µοντέλα
είναι το "Μοντέλο Τϱέχοντος Κενού" (στο εξής ΜΤΚ). Στο µοντέλο ΛCDM, η πυκνότητα ενέϱγειας του κενού δίνεται
ως:

ρΛ =
Λ

8πG
(3.2.1)

και είναι σταϑεϱή. Στο ΜΤΚ, γίνεται η υπόϑεση ότι η πυκνότητα ενέϱγειας του κενού "τϱέχει" οµαλά µε τον κοσµικό
χϱόνο. ΄Ετσι, έχουµε µια "τϱεχούµενη" πυκνότητα ενέϱγειας κενού ρRVM (t). Το MTK πϱοέϱχεται από επιχειϱήµατα
και υπολογισµούς στο πλαίσιο της Οµάδας Κανονικοποίησης στην Κϐαντική Θεωϱία Πεδίου σε καµπυλωµένο
χωϱοχϱόνο. Ωστόσο, για τους σκοπούς µας αϱκεί να το ϑεωϱήσουµε ως ένα καϑαϱά ϕαινοµενολογικό µοντέλο. Σε
αυτό το µοντέλο, µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι η τϱεχούµενη πυκνότητα ενέϱγειας κενού µποϱεί να εκϕϱαστεί ως
ένα διαταϱακτικό ανάπτυγµα άϱτιων δυνάµεων της παϱαµέτϱου Hubble [16]:

ρRVM (H) =
Λ(H2)

8πG
=

3

8πG

(
c0 + νH2 + β

H4

H2
I

+ · · ·
)

(3.2.2)

΄Οπου c0, ν, β
16 είναι πϱαγµατικές σταϑεϱές και HI ∼ 10−5MPl είναι η κλίµακα πληϑωϱισµού, µε την MPl να

είναι η µάϹα του Planck.

3.2.2 Συµπύκνωµα Βαϱυτικών Κυµάτων

Ας ϑεωϱήσουµε τανυστικές διαταϱαχές της µετϱικής FLRW:

ds2 = −dt2 + a2(t)(δij + hij)dx
idxj (3.2.3)

Είναι ευϱέως γνωστό ότι αυτές οι τανυστικές διαταϱαχές είναι ϐαϱυτικά κύµατα, τα οποία εµϕανίϹονται σε δύο
διαϕοϱετικές πολώσεις. Στη λεγόµενη ϐάση γϱαµµικής πόλωσης, η τανυστική διαταϱαχή µποϱεί να εκϕϱαστεί ως
[17]:

hij = h+ϵ
(+)
ij + h×ϵ

(×)
ij (3.2.4)

Οι τανυστές πόλωσης οϱίϹονται ως:

ϵ
(+)
ij = [e1(k⃗)]i[e1(k⃗)]j − [e2(k⃗)]i[e2(k⃗)]j (3.2.5)

ϵ
(×)
ij = [e1(k⃗)]i[e2(k⃗)]j − [e1(k⃗)]j [e2(k⃗)]i (3.2.6)

16Στην αϱχική πηγή, χϱησιµοποιείται το α αντί για το β για τον συντελεστή του όϱου H4. Η αλλαγή σε αυτό το κείµενο έγινε για να
αποϕευχϑεί σύγχυση, καϑώς αυτή η παϱάµετϱος εµϕανίϹεται παϱάλληλα µε τον παϱάγοντα κλίµακας a.
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όπου

e3(k⃗) =
k⃗

|⃗k|
(3.2.7)

και τα τϱία µοναδιαία διανύσµατα e1, e2, e3 είναι κάϑετα µεταξύ τους. ΄Εχουµε την ελευϑεϱία να επιλέξουµε τον
άξονα z ως την κατεύϑυνση διάδοσης του ϐαϱυτικού κύµατος και συνεπώς τα µοναδιαία διανύσµατα παίϱνουν τις
τιµές:

e1 = (1, 0, 0) (3.2.8)
e2 = (0, 1, 0) (3.2.9)
e3 = (0, 0, 1) (3.2.10)

Ως εκ τούτου, ο τανυστής διαταϱαχών µποϱεί να γϱαϕεί ως ένας άιχνος, συµµετϱικός τανυστής:

h =

h+ h× 0
h× −h+ 0
0 0 0

 (3.2.11)

Υποϑέτοντας µια δϱάση της µοϱϕής:

S =

∫ (
R

2κ2
− 1

2
(∂µb)(∂

µb)−AbRCS

)√
−g d4x (3.2.12)

όπου RCS = RµνρσR̃
µνρσ είναι ο ϐαρυτικός όϱος Chern-Simons, η γραµµικοποιηµένες εξισώσεις Einstein

παιϱνουν την µοϱϕή:

□h+ = +
4Aκ2

a2

(
2ȧḃ+ ab̈

)
∂t∂zh× +

4Aκ2ḃ

a
∂2t ∂zh× − 4Aκ2ḃ

a3
∂3zh× (3.2.13)

□h× = −4Aκ2

a2

(
2ȧḃ+ ab̈

)
∂t∂zh+ − 4Aκ2ḃ

a
∂2t ∂zh+ +

4Aκ2ḃ

a3
∂3zh+ (3.2.14)

όπου ο τελεστής κουτί οϱίϹεται ως:
□ = −∂2t − 3

ȧ

a
∂t +

1

a2
∂2z (3.2.15)

Μποϱούµε εύκολα να δούµε ότι αυτές οι δύο πολώσεις συϹεύγνυνται µεταξύ τους λόγω της παϱουσίας του αξιονικού
πεδίου Kalb-Ramond που συϹεύγνυται µε τον ϐαϱυτικό όϱο Chern-Simons. Μποϱούµε να αποκτήσουµε ένα Ϲεύγος
αποσυϹευγµένων πολώσεων µεταϐαίνοντας στη χειϱαλική ϐάση:

hL,R =
1√
2
(h+ ± ih×) (3.2.16)

Σε αυτήν την ϐάση, οι κυµατικές εξισώσεις (3.2.13) & (3.2.14) γίνονται:

□hL = −4iAκ2

a2

(
2ȧḃ+ ab̈

)
∂t∂zhL − 4iAκ2ḃ

a
∂2t ∂zhL +

4iAκ2ḃ

a3
∂3zhL (3.2.17)

□hR = +
4iAκ2

a2

(
2ȧḃ− ab̈

)
∂t∂zhR +

4iAκ2ḃ

a
∂2t ∂zhR − 4iAκ2ḃ

a3
∂3zhR (3.2.18)

Επιπλέον, µποϱούµε να υπολογίσουµε τον ϐαϱυτικό όϱο Chern-Simons ως πϱος την διαταϱαχή h µέχϱι και την
δεύτεϱη τάξη [17]:

RCS =
4i

a3

[
(∂2zhL∂z∂thR + a2∂2t hL∂z∂thR + aȧ∂thL∂z∂thR)− (L↔ R)

]
+O(h4) (3.2.19)

΄Οπως ϐλέπουµε, αυτός ο όϱος ϑα µηδενιϹόταν αν οι δύο πολώσεις ικανοποιούσαν την ίδια εξίσωση. Ωστόσο,
αυτό δεν συµϐαίνει για αυτά τα ϐαϱυτικά κύµατα, καϑώς οι κυµατικές εξισώσεις των δύο πολώσεων διαϕέϱουν
στο πϱόσηµο, όπως ϕαίνεται παϱαπάνω, λόγω των συνεισϕοϱών του τανυστή Cotton. Εποµένως, ο όϱος Chern-
Simons επιϐιώνει. Αυτό το ϕαινόµενο ονοµάϹεται «κοσµολογική διπλοϑλαστικότητα» (cosmological birefringence)
[17]. Τώϱα µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε τις ϐαϱυτικές διαταϱαχές ως κϐαντικούς τελεστές, δηλαδή µποϱούµε να
πϱοχωϱήσουµε σε ένα σχήµα δεύτεϱης κϐάντωσης για την τανυστική διαταϱαχή. Είδαµε ότι αυτή η διαταϱαχή
µποϱεί να αναλυϑεί σε δύο ϐαϑµωτά πεδία πόλωσης, και ως εκ τούτου χϱειάϹεται να κϐαντώσουµε µόνο αυτά.
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Αυτή η διαδικασία γίνεται λεπτοµεϱώς στην πηγή [17]17. Μετά την κϐάντωση, είµαστε σε ϑέση να υπολογίσουµε
την µέση τιµή κενού του ϐαϱυτικού όϱου Chern-Simons κατά τη διάϱκεια του πληϑωϱισµού. Στην πληϑωϱιστική
εποχή, έχουµε ότι ο παϱάγοντας κλίµακας είναι κατά πϱοσέγγιση

a(t) ∼ exp(HIt) (3.2.20)

όπου HI είναι η παϱάµετϱος Hubble κατά την διάϱκεια του πληϑωϱισµού, η οποία είναι πϱοσεγγιστικά σταϑεϱή.
Κάνοντας τους υπολογισµούς, ϐϱίσκουµε ότι [17]:

⟨RCS⟩I = −NI
Aκ4µ4

π2
˙̄bIH

3
I (3.2.21)

όπου NI είναι η πυκνότητα των πηγών ϐαϱυτικών κυµάτων κατά τη διάϱκεια του πληϑωϱισµού και το µ είναι το
υπεϱιώδες ενεϱγειακό άνω όϱιο της ενεϱγού ϑεωϱίας πεδίου πάνω στην οποία δουλεύουµε, ενώ το ḃI συµϐολίϹει το
πεδίο του αξιονίου κατά την πληϑωϱιστική εποχή, το οποίο µποϱεί να υπολογιστεί κατά πϱοσέγγιση να είναι [18]:

˙̄bI ∼
√
2ϵMPlHI (3.2.22)

όπου ϵ είναι µια ϕαινοµενολογική παϱάµετϱος την οποία καϑοϱίϹουµε ως:

ϵ ∼ 10−2 (3.2.23)

Αυτό σηµαίνει ότι, συνολικά, το συµπύκνωµα ⟨RCS⟩I είναι ανάλογο του H4
I . Ολοκληϱώνοντας αυτό, λαµϐάνουµε

µια έκϕϱαση για το πεδίο του αξιονίου:

b̄I(t) = b̄I(0) +
√
2ϵHtMPl (3.2.24)

Η αϱχική συνϑήκη b̄(0) δεν µποϱεί να πϱοϐλεϕϑεί στο πλαίσιο της ενεϱγούς ϑεωϱίας πεδίου µας, αλλά απαιτεί
το πλήϱες µοντέλο ϑεωϱίας χοϱδών. Παϱόλα αυτά, είναι δυνατόν [15] να ϐϱεϑεί ένα εύϱος ϕαινοµενολογικά
αποδεκτών τιµών. Μια κατάλληλη επιλογή είναι [18]:

b̄(0) ∼ 10MPl (3.2.25)

3.2.3 Ενεϱγειακή Πυκνότητα Κενού

Θέλουµε, τώϱα, να υπολογίσουµε τις διάϕοϱες συνεισϕοϱές στην πυκνότητα ενέϱγειας του κενού. Πϱώτα απ’ όλα,
υπάϱχουν δύο συνεισϕοϱές που πϱοέϱχονται από το πεδίο αξιονίου και την ϐαϱυτική ανωµαλία. Αυτό µποϱεί να
παϱατηϱηϑεί από την Εξίσωση (3.1.33), όπου ο τϱοποποιηµένος τανυστής ενέϱγειας-οϱµής αποτελείται από δύο
µέϱη: ένα για την αξιονική ύλη και τον τανυστή Cotton για την ϐαϱυτική ανωµαλία. Κάϑε ένα από αυτά τα µέϱη
συνεισϕέϱει στην πυκνότητα ενέϱγειας του κενού. Στο σχήµα κϐάντωσης των ϐαϱυτικών κυµάτων µας, µια πϱόχειϱη
πϱοσέγγιση για τον υπολογισµό της πυκνότητας ενέϱγειας του κενού είναι να υπολογίσουµε τον τϱοποποιηµένο
τανυστή ενέϱγειας-οϱµής πάνω στις κϐαντισµένες διαταϱαχές των ϐαϱυτικών κυµάτων. Αυτό µποϱεί να γίνει για
τον τανυστή Cotton, ο οποίος δίνεται συναϱτήσει του τανυστή Riemann και των παϱαγώγων του. Αυτό γίνεται στην
πηγή [18] και η πϱοκύπτουσα πυκνότητα ενέϱγειας του κενού που σχετίϹεται µε τον τανυστή Cotton είναι:

ρgCS = −1.484ϵM2
PlH

2
I (3.2.26)

Στη συνέχεια, ο νόµος διατήρησης (3.1.36) συνδέει τον τανυστή Cotton µε τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής του αξ-
ιονίου, οδηγώντας µας στη σχέση:

ρb ≃ −2

3
ρgCS (3.2.27)

όπου ρb είναι η πυκνότητα ενέϱγειας του κενού που σχετίϹεται µε την αξιόνια ύλη. ΄Ετσι, ϐϱίσκουµε ότι [18]:

ρb ≃ ϵM2
PlH

2
I (3.2.28)

και, συνολικά:
ρb + ρgCS =

1

3
ρgCS ≃ −0.496ϵM2

PlH
2
I (3.2.29)

∆ηλαδή, ϐρίσκουµε µια αρνητική ποσότητα. Ωστόσο, αυτή δεν είναι η πλήϱης εικόνα, καθώς δεν είχαµε προ-
χωρήσει στη διαδικασία κβάντωσης µας όταν εξαγάγαµε την Εξίσωση (3.1.33). Η σωστή προσέγγιση είναι να

17Οι συγγραφείς εδώ ϐρίσκουν έναν παράγοντα δύο διαφορά στο αποτέλεσµά τους σε σχέση µε προηγούµενες προσπάθειες, καθώς συµπερ-
ιλαµβάνουν περισσότερους όϱους. Αυτή η διόρθωση ϑα εφαρµοστεί σε αυτό το κείµενο όταν γίνεται αναϕοϱά στην τιµή του ⟨RCS⟩I από
παλαιότεϱες πηγές.
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αναπτύξουµε τον ϐαρυτικό όϱο Chern-Simons γύϱω από την µέση τιµή κενού του και να γράψουµε την δϱάση ως
[15]:

S =

∫ (
R

2κ2
− 1

2
(∂µb)(∂

µb)− a′
√
2

192κ
b̄(x)⟨RµνρσR̃µνρσ⟩I −

a′
√
2

192κ
: b(x)RµνρσR̃

µνρσ :

)
√
−g d4x (3.2.30)

Μποϱούµε να δούµε ότι αυτό πϱοσϑέτει έναν επιπλέον όϱο στη δϱάση, έναν γϱαµµικό όϱο δυναµικού για το αξιόνιο
που πεϱιέχει το συµπύκνωµα των ϐαϱυτικών κυµάτων ⟨RCS⟩I [19]:

SΛ = −
∫ (

a′
√
2

192κ
b̄(x)⟨RµνρσR̃µνρσ⟩I

)√
−g d4x = −

∫ (
8.6× 1010

√
ϵ
|b̄(0)|
MPl

H4
I

)√
−g d4x (3.2.31)

Εποµένως, παϱάγεται ένας ακόµη όϱος πυκνότητα ενέϱγειας του κενού που είχε αϱχικά παϱαληϕϑεί:

ρΛ = 8.6× 1010
√
ϵ
|b̄(0)|
MPl

H4 (3.2.32)

Η πλήϱης έκϕϱαση της πυκνότητας ενέϱγειας του κενού είναι το άϑϱοισµα όλων των παϱαπάνω:

ρvac(H) = ρb + ρgCS + ρΛ = −1

2
ϵM2

PlH
2 + 8.6× 1010

√
ϵ
|b̄(0)|
MPl

H4 (3.2.33)

3.2.4 Πληϑωϱισµός

Μποϱούµε εύκολα να δούµε ότι η τελική έκϕϱαση της πυκνότητας ενέϱγειας του κενού είναι συµϐατή µε το Μοντέλο
Τϱεχούµενου Κενού µε σταϑεϱές c0 = 0, v < 0 και β > 0. Σε αυτή την υποενότητα, ϑα δείξουµε πώς µια τέτοια
έκϕϱαση για την πυκνότητα ενέϱγειας του κενού οδηγεί σε πληϑωϱισµό. Ας υποϑέσουµε µια πυκνότητα ενέϱγειας
του κενού της µοϱϕής (3.2.2) µε c0 = 0, v < 0 και β > 0. Η διατήϱηση του συνολικού τανυστή ενέϱγειας-οϱµής
της ύλης στο κενό και της ακτινοϐολίας [19] οδηγεί στη διαϕοϱική εξίσωση:

Ḣ +
3

2
(1 + ωm)H2

(
1− v − β

H2

H2
I

)
= 0 (3.2.34)

όπου ωm = pm
ρm

και η υποσηµείωση "m" αναϕέϱεται τόσο στην ύλη όσο και στην ακτινοϐολία. Λύνοντας αυτή την
εξίσωση, αποκτούµε µια λύση για την παϱάµετϱο Hubble ως συνάϱτηση του παϱάγοντα κλίµακας FLRW a(t):

H(a) =

(
1− v

β

) 1
2 HI√

Da3(1−v)(1+ωm) + 1
(3.2.35)

όπου D > 0 είναι µια σταϑεϱά ολοκλήϱωσης.

Απόδειξη

Θα αποδείξουµε αυτήν την τελευταία σχέση λύνοντας την διαϕοϱική εξίσωση (3.2.34). ΄Εχουµε ότι:

Ḣ +
3

2
(1 + ωm)H2

(
1− v − β

H2

H2
I

)
= 0 ⇒ dH

dt
+

3

2
(1 + ωm)(1− v)H2

(
1− β

1− v

H2

H2
I

)
= 0

Μποϱούµε στην συνέχεια να χϱησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι d
dt =

da
dt

d
da = ȧ d

da και να πάϱουµε ότι:

dH

dt
+

3

2
(1 + ωm)(1− v)H2

(
1− β

1− v

H2

H2
I

)
= 0 ⇒ ȧ

dH

da
+

3

2
(1 + ωm)(1− v)H2

(
1− β

1− v

H2

H2
I

)
= 0

ΓνωϱίϹουµε ότι η παϱάµετϱος Hubble H οϱίϹεται ως H = ȧ
a , και άϱα µποϱούµε να αντικαταστήσουµε την

ποσότητα ȧ στην παϱαπάνω εξίσωση, αλλά και να διαιϱέσουµε µε H2:

ȧ
dH

da
+

3

2
(1 + ωm)(1− v)H2

(
1− β

1− v

H2

H2
I

)
= 0 ⇒ a

H

dH

da
+

3

2
(1 + ωm)(1− v)

(
1− β

1− v

H2

H2
I

)
= 0

Πϱοχωϱώντας, µποϱούµε να ορίσουµε µια κανονικοποιηµένη σταθερά Hubble, H̃ = H
HI

, παίρνοντας την
εξίσωση:

a

H̃

dH̃

da
+

3

2
(1 + ωm)(1− v)

(
1− β

1− v
H̃2

)
= 0
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Αυτή είναι η εξίσωση που πϱέπει να λύσουµε. Ως µια διαϕοϱική εξίσωση πϱώτης τάξεως, αϱκεί να διαχωϱίσουµε
τις µεταϐλητές:

dH̃

H̃
(
1− β

1−v H̃
2
) = −3

2
(1 + ωm)(1− v)

da

a

Μποϱούµε τότε να γϱάψουµε το αϱιστεϱό µέλος ως:

1

H̃
(
1− β

1−v H̃
2
) =

1− β
1−v H̃

2 + β
1−v H̃

2

H̃
(
1− β

1−v H̃
2
) =

1

H̃
+

β

1− v

H̃(
1− β

1−v H̃
2
)

΄Αϱα, η διαϕοϱική εξίσωση λαµϐάνει την µοϱϕή:

dH̃

H̃
+

β

1− v

H̃(
1− β

1−v H̃
2
)dH̃ = −3

2
(1 + ωm)(1− v)

da

a

Σε αυτήν την µοϱϕή, µποϱούµε πολύ εύκολα να ολοκληϱώσουµε και τις δύο πλευϱές:∫
dH̃

H̃
+

β

1− v

∫
H̃(

1− β
1−v H̃

2
)dH̃ = −3

2
(1 + ωm)(1− v)

∫
da

a

Για να λύσουµε αυτό το ολοκλήϱωµα, είναι ϐολικό να κάνουµε την παϱακάτω αλλαγή µεταϐλητής:

β

1− v
H̃2 = Ĥ2 ⇒ H̃ =

√
1− v

β
Ĥ ⇒ dH̃ =

√
1− v

β
dĤ

Τότε, η διαϕοϱική εξίσωση γίνεται:∫
dĤ

Ĥ
+

∫
Ĥ(

1− Ĥ2
)dĤ = −3

2
(1 + ωm)(1− v)

∫
da

a

Μποϱούµε επίσης να γϱάψουµε ĤdĤ = 1
2dĤ

2 και άϱα να πάϱουµε την διαϕοϱική εξίσωση:∫
dĤ

Ĥ
+

1

2

∫
1(

1− Ĥ2
)dĤ2 = −3

2
(1 + ωm)(1− v)

∫
da

a

Σε αυτήν την µοϱϕή, η ολοκλήϱωση µποϱεί να πϱαγµατοποιηϑεί άµεσα, δίνοντάς µας την λύση:

ln Ĥ + ln

(
1√

1− Ĥ2

)
= −3

2
(1 + ωm)(1− v) ln a+ C

όπου C είναι µια σταϑεϱά ολοκλήϱωσης. Μποϱούµε να ϑέσουµε C = lnD και άϱα η παϱαπάνω εξίσωση µποϱεί
να ξαναγϱαϕεί ως:

ln

(
Ĥ√

1− Ĥ2

)
= ln

(
Da−

3
2 (1+ωm)(1−v)

)
Εποµένως, λαµϐάνουµε ότι:

Ĥ√
1− Ĥ2

= Da−
3
2 (1+ωm)(1−v) ⇒ 1√

1
Ĥ2

− 1
= Da−

3
2 (1+ωm)(1−v) ⇒ 1

Ĥ2
− 1 = Da3(1+ωm)(1−v)
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Στην συνέχεια, επιστρέφουµε στην αρχική παϱάµετϱο Hubble, η οποία δίνεται ως Ĥ2 = β
1−v

(
H
HI

)2
και

παίϱνουµε ότι:

1− v

β

1(
H
HI

)2 = Da3(1+ωm)(1−v) + 1 ⇒
(
H

HI

)2

=
1− v

β

1

Da3(1+ωm)(1−v) + 1

Τελικά, παίρνοντας απλά την τετραγωνική ϱίϹα και στις δύο πλευϱές της εξίσωσης λαµβάνουµε το τελικό
αποτέλεσµα:

H =

√
1− v

β

HI√
Da3(1+ωm)(1−v) + 1

΄Εχουµε, εποµένως, αποδείξει την επιϑυµητή εξίσωση.

∆εδοµένου ότι ο συντελεστής v είναι αϱνητικός και ωm = 0 στο κενό, η δύναµη του a στον εκϑέτη είναι ϑετική. Εάν
ϑεωϱήσουµε ότι a ≪ 1, όπως συµϐαίνει στο πϱώιµο σύµπαν, πϱοκύπτει ότι Da3(1−v)(1+ωm) ≪ 1 επίσης, δηλαδή
η ποσότητα αυτή είναι αµελητέα, µε αποτέλεσµα µια σχεδόν σταϑεϱή παϱάµετϱος Hubble H ≃ HI .

3.3 Σύνοψη και Πϱοοπτικές

Σε αυτό το κεϕάλαιο, εξετάσαµε ένα µοντέλο που εµπνέεται από τη ϑεωϱία των χοϱδών, στο οποίο η ένταση του
πεδίου Kalb-Ramond παίϹει το ϱόλο της στϱέψης. ∆είξαµε ότι, µε απολύτως ανάλογο τϱόπο µε τη ϑεωϱία Einstein-
Cartan, αυτό το πεδίο στϱέψης πϱοκαλεί την εµϕάνιση ενός αξιονικού πεδίου. Η σηµαντική διαϕοϱά, ωστόσο,
είναι η παϱουσία µιας ϐαϱυτικής ανωµαλίας (µε πϱοέλευση τη ϑεωϱία χοϱδών), η οποία συϹεύγνυται µε αυτό το
νέο αξιονικό πεδίο, παϱέχοντας µας έναν νέο όϱο. Αυτός ο όϱος οδηγεί στον τανυστή Cotton και στην τϱοποποίηση
των εξισώσεων Einstein. Ο τανυστής Cotton δεν διατηϱείται, καϑώς εκϕϱάϹει την ανταλλαγή ενέϱγειας µεταξύ των
αξιονίων και του ίδιου του ϐαϱυτικού πεδίου. ΄Ετσι, είναι απαϱαίτητο να οϱίσουµε ένα νέο, γενικευµένο τανυστή
ενέϱγειας-οϱµής που να πεϱιλαµϐάνει τον τανυστή Cotton.

΄Εχοντας όλα τα παϱαπάνω κατά νου, εξεϱευνήσαµε πώς µια τέτοια ϑεωϱία εµπνευσµένη από την ϑεωϱία χοϱδών
µποϱεί να οδηγήσει σε ένα κοσµολογικό µοντέλο που εξηγεί την πληϑωϱιστική εποχή χωϱίς την ανάγκη εισαγωγής
ενός ειδικού πεδίου, όπως το πεδίο πληϑωϱισµού (inflaton field). Για το σκοπό αυτό, εϱγαστήκαµε στο λεγόµενο
Μοντέλο Τϱεχούµενης Κενού (ΜΤΚ) της κοσµολογίας, το οποίο υποϑέτει ότι η πυκνότητα ενέϱγειας του κενού
είναι συνάϱτηση των άϱτιων δυνάµεων της παϱαµέτϱου Hubble. Στη συνέχεια, εξετάσαµε την παϱουσία ϐαϱυτικών
κυµάτων στο πϱώιµο σύµπαν σε αυτό το µοντέλο. Ο λόγος για αυτή τη συγκεκϱιµένη επιλογή είναι η διαϕοϱά
στη συµπεϱιϕοϱά που εµϕανίϹουν οι δύο διαϕοϱετικοί πολώσεις των ϐαϱυτικών κυµάτων. Αυτή η ασυµµετϱία
µεταξύ αϱιστεϱόστϱοϕων και δεξιόστϱοϕων ϐαϱυτικών κυµάτων οδηγεί σε µια µη µηδενικό όϱο της ανωµαλίας
(όϱος Chern-Simons), και έτσι, σε ένα σχήµα δεύτεϱης κϐάντωσης, αυτά τα ϐαϱυτικά κύµατα σχηµατίϹουν µια
συµπύκνωση, η οποία συµϐάλλει σε έναν υψηλότεϱης τάξης όϱο (H4) στην πυκνότητα ενέϱγειας του κενού, πέϱαν
από έναν άλλο της µοϱϕής H2. Αυτή η πυκνότητα ενέϱγειας τύπου ΜΤΚ αποδείξαµε στην συνέχεια ότι οδηγεί σε
πληϑωϱισµό µε ϕυσικό τϱόπο.

Φυσικά, αυτή η ϑεωρία εµπνευσµένη από την ϑεωρία χοϱδών και το προκύπτον κοσµολογικό µοντέλο µποϱούν
να επεκταθούν πέϱα από την πληθωριστική εποχή του σύµπαντος, µέχϱι τη σύγχϱονη εποχή. Στην πηγή [15],
οι µεταγενέστερες εποχές του σύµπαντος εξερευνώνται σε αυτό το είδος ϑεωρίας εµπνευσµένης από χοϱδές και
κοσµολογίας ΜΤΚ. Στο τέλος της πληθωριστικής εποχής, παράγεται ϕεϱµιονική ύλη. Η παϱουσία του πεδίου
αξιονίου Kalb-Ramond (το οποίο προκαλείται λόγω της ύπαϱξης στϱέψης) µποϱεί να εξηγήσει την ασυµµετρία
ύλης/αντιύλης που παρατηρείται στο σύµπαν, καθώς και να σπάσει τόσο τις συµµετρίες Lorentz όσο και CPT.
Επιπλέον, είναι επίσης δυνατή η απόκτηση µάϹας από το αξιόνιο σε µεταγενέστερα στάδια του σύµπαντος, κα-
ϑιστώντας το υποψήφιο για την Σκοτεινή ΄Υλη. Εποµένως, σε αυτό το µοντέλο του σύµπαντος, η στϱέψη παίϹει
κεντρικό ϱόλο στην εξέλιξή του. Αυτό είναι σε πλήϱη αντίθεση µε τις συµβατικές ϑεωρίες, οι οποίες ϐασίζονται στη
Γενική Σχετικότητα και υποθέτουν µια µηδενική στϱέψη. ∆υστυχώς, η παϱουσία της στϱέψης δεν έχει ανιχνευθεί
πειραµατικά µέχϱι στιγµής. Ωστόσο, αν έρθει η µέϱα αυτή, οι επιπτώσεις της παϱουσίας της έχουν ήδη αποδειχθεί
ότι είναι εξαιρετικά σηµαντικές για το σύµπαν όπως το γνωρίζουµε σήµεϱα και για την ίδια µας την ύπαϱξη.
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