
 
 
Παραδείγµατα σχέσεων διασποράς  Παραπάνω, φαίνεται η απόκριση  ενός διηλεκτρικού µέσου σε 

ηλεκτροµαγνητικό κύµα κυκλ. Συχνότητας ω. Παρατηρούµε ότι η πολωσιµότητα του µέσου εξαρτάται 
µε την εκφραση 2.42 από τη συχνότητα. 
  
Με αντικατασταση στο νόµο των Lorentz-Lorenz παίρνουµε: 
 
 

Eνα από τα πλέον χαρακτηριστικά πρόσφατα παραδείγµατα εφαρµογής της κυµατικής είναι στη 



µέτρηση του δείκτη διάθλασης του αέρα και άλλων αερίων µε τη µέθοδο της χτένας οπτικών 
συχνοτήτων. 
 
Αλλες εφαρµογές της χτενας οπτικων συχνοτητων συναντιώνται στην ακριβη µετρηση συχνοτητων 
laser αλλά και σπουδαίων ατοµικών µεταβάσεων, όπως εκείνες στο άτοµο υδρογόνου. 
 

 
Μέτρηση συχνότητας άγνωστου laser µε OFC µεσω επίτευξης διακροτήµατος 
 
 



 
... 
Παραγωγή ανώτερων αρµονικών στα lasers 
http://www.ist-brighter.eu/tuto11.htm#video  Bιντεο... 
 
 
Πρωτο πείραµα µε λειζερ ρουβιδιου 
 

 
 



 
 
 
Μετατροπή ερυθρού σε µπλε λέιζερ : 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Εξηγηση των ανωτερω 
¨ 
 
 



(ιδετε αναφορα στο :http://www.ist-brighter.eu/tuto11/CONF2/Cambridge_Petersen.pdf) 
 
 
.... 
 

Ανάλυση Fourier 

 
Fourier Analysis 
 
Η γενική κίνηση χορδής 
∆ίνεται από 
 
ψ(z,t)= A1 sink1z cos(ω1t+φ1 ) +A2 sink2z cos(ω2t+φ2 ) +…. 
 
Τα Αn και οι σταθερές φάσης φn  καθορίζονται από τις αρχικές συνθήκες, δηλαδή στιγµιαία 
µετατόπιση ψ(z,t) και στιγµιαία ταχύτητα για t=0. 
 
           Στην περίπτωση χορδής που εκτελεί ένα συγκεκριµένο τρόπο ταλάντωσης 
 
yn(x,t) = An exp[i(ωn t-δn)]    sin (nπ x/L) 
 
Μπορούµε να φαντασθούµε ότι µία αυθαίρετη σύνθεση (επαλληλία)  από τρόπους ταλάντωσης 
είναι επιτρεπτή! Πάρετε ένα στιγµιότυπο για την αρχή των χρόνων. 
 
Τότε 
 
yn(x,0) = An exp[i(-δn)]  sin (nπ x/L)   →  
 
 
  



               ∞ 
yn(x,0) = Σ Bn  sin (nπ x/L)   (F1)  
               n=0 
 
Με Βn= cos (ωn t0 -δn) 
 
 
 
Ισχύει και το αντίστροφο της (F1) 
 
Μπορεί µια αυθαίρετη κυµατοµορφή µε κάποια περιοδικότητα να αναλυθεί σε άπειρη σειρά 
ηµιτονικών συναρτήσεων όπως εκείνες της (F1). 
Αυτό φαίνεται αρκετά αυθαίρετο, ωστόσο όµως η αυθαιρεσία εξαφανίζεται  
όταν πάµε στο όριο Ν ⇒ ∞ της περίπτωσης συζευγµένων σφαιριδίων  Ν το πλήθος που εκτελούν 
εγκάρσιες µικρού πλάτους ταλαντώσεις. Εκεί έχουµε Ν το πλήθος τρόπους ταλάντωσης . Η 
περιγραφή εκάστου τρόπου περιλάµβανε εκεί δύο σταθερές ρυθµιζόµενες 
 
 
    (1) πλάτος και (2) φάση. Αρα έχουµε 2Ν προς προσδιορισµό σταθερές. Αυτές µας επιτρέπουν να 
προσδιορίσουµε αυθαίρετες τιµές αρχικής αποµάκρυνσης και ταχύτητας εκάστου σωµατιδίου.  Ο 
προηγούµενος ισχυρισµός είναι λογική συνέπεια της εφαρµογής του αποτελέσµατος των Ν 
σφαιριδίων σε αυθαίρετα µεγάλο αριθµό συνδεοµένων σωµατιδίων.  
 
 
 
 
 
Αναφορές 
1. http://biology-web.nmsu.edu/twright/BIOL450/Lectures/Hand03.ppt#1 
Μάθηµα 29-11-05 τέλος 
 
 
Μάθηµα 18ο : 1 -12-05 αρχή 
Eπανάληψη των περί ανάλυσης Φουριέ. 
Στην πραγµατικότητα, έχουµε περιπτώσεις όπου η ταλαντωτική κίνηση χορδής δεν αντιστοιχεί σε 
συνοριακές συνθήκες µε ακλόνητα τα δύο άκρα. Π.χ. έχουµε το ένα άκρο ακλόνητο, ενώ το άλλο 
άκρο µπορεί να συνδέεται µε ένα γλιστερό και αβαρή κρίκο που να µετακινείται χωρίς τριβή κατά 
µήκος ενός στήλου. Τέλος, αυτός ο κρίκος θα µπορούσε να έχει πεπερασµένη µάζα.   
 Με βάση το θεώρηµα του J. Fourier το 1822, οποιαδήποτε πολύπλοκη περιοδική ταλάντωση µπορεί 
να αναλυθεί σε ένα σύνολο  απλών αρµονικών ταλαντώσεων µε συχνότητες που είναι πολλαπλάσια 
της περιόδου της περιοδικής αυτής κίνησης. Οι διάφορες συνιστώσες κινήσεις µε τα σχετικά των 
πλάτη και φάσεις, όταν προστίθενται σύµφωνα µε την αρχή της επαλληλίας,  µπορεί να δώσουν την 
αρχική πολύπλοκη περιοδική κίνηση. 
 
 Μία συνάρτηση είναι περιοδική όταν ικανοποιεί τη σχέση 
 f(t+τ)= f(t)  διά κάθε t, όπου τ είναι η περίοδος της. Το t µπορεί να είναι µία µεταβλητή που να 
αντιστοιχεί σε θέση, x, δηλαδή να έχουµε στην υπό θεώρηση συνάρτηση χωρική περιοδικότητα. 
 
 
To θεώρηµα του Fourier (Μοιράσθηκαν σχετικές σηµειώσεις) 
 



Σύµφωνα µε αυτό, οποιαδήποτε µονοσήµαντη περιοδική συνάρτηση f(x) που είναι είτε συνεχής 
είτε κατά τµήµατα συνεχής, και έχει έναν πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών (στο f η στην κλίση 
df/dx), µπορεί να παρασταθεί ως ένα άθροισµα όρων της µορφής: 
 
f(x)= ½ a0 +a1 cosx + a2 cos2x+…..+ancosnx 
                                                               ∞ 
 +b1sinx +b2sin2x+…+bnsinnx= ½ a0+ Σ  (ancosnx + bnsinnx )               (1) 
                                                               n=1 

 
Υπολογισµός των συντελεστών, a0, an, και bn 
 
Για  να βρούµε τον συντελεστή an πολλαπλασιάζουµε την  Εξ.(1) επί cosnx , και στα δύο σκέλη της, 
και στη συνέχεια  κάνουµε, και στα δύο σκέλη, ολοκλήρωση  πάνω σε όλη την περίοδο του x (0 ως 
2π). 
Τότε, µπορεί να δειχθεί ότι 
 
an= (1/π) ∫02π f(x) cosnx dx 
 
Ανάλογα, µπορεί να δειχθεί ότι: 
bn= (1/π) ∫02π f(x) sinnx dx 
 
Τέλος, αποδεικνύεται εύκολα πως 
 
a0= (1/π) ∫02π f(x) dx 
 
Στις σχέσεις για τα  an και   bn σηµαντικό ρόλο παίζουν οι ιδιότητες 
 
(1/π) ∫02π   sinnx cosmx dx= 0 και 
 
  
(1/π) ∫02π   cosnx cosmx dx= δnm 
 
Mιγαδική αναπαράσταση των σειρών Fourier 
 
                     ∞ 
 f(x)= ½ a0+ Σ  (ancosnx + bnsinnx )                
                    n=1 

 
Θέτοντας, an= cn sinθn, και   bn=cncosθn, οπότε προκύπτει 
 
 
                      ∞ 
 f(x)= ½ a0+ Σ  cn sin(nx+θn )                
                    n=1 

 
όπου 
                                             an 
cn

2= an
2+bn

2   και  θn= tan-1 --- 
                                             bn 
Πράγµατι,  από τις σχέσεις 
an= cn sinθn, και   bn=cncosθn 

 



υψώνοντας στο τετράγωνο παίρνουµε : cn
2= an

2+bn
2 

 
Επίσης, διαιρώντας κατά µέλη τις: 
 
an= cn sinθn, και   bn=cncosθn 
παίρνουµε την  
tanθn=  an /bn 

 

 
Προβλήµατα 
 

1. Τετραγωνικός παλµός, περιοδικός 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
a0= (1/π) ∫02π f(x) dx= (1/π) 0 =0 
 
 
 
an= (1/π) ∫02π f(x) cosnx dx= (1/π) ) [ ∫0π Α cosnx dx + ∫π2π (-Α )cosnx dx ]=0 
διότι, 
∫0π Α cosnx dx=+ ∫π2π cosnx dx=0 
 
 
 

ο-π 
π 2π

Α 

Σχήµα 9.1 



 
 
 
 
bn= (1/π) ∫02π f(x) sinnx dx 
 
= (1/π) [ ∫0π Α sinnx dx  + ∫0π (-Α )sinnx dx  = (2/π) Α  ∫0π Α sinnx dx  = 
 
(2/nπ) Α [cosnx]π0= (2/nπ) Α (1-cosnπ) 
 
Αρα, bn=0, για άρτια n, και είναι ίσο µε 4Α/ (nπ), για περιττό n. 
 
Eτσι, 
                                  sin3x       sin5x 
f(x)= (4 Α/π) (sinx + -------  + -------- +…) 
                                     3              5 
 
 
Aναφορές 

1. Fast Fourier Transforms: 
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c12-0.pdf 
2. Crash course on Fourier Transforms: 
http://www.astro.psu.edu/users/mce/A451_2/A451/downloads/notes2.pdf 
3. Tutorial on Fourier Theory 
http://www.cs.otago.ac.nz/cosc453/student_tutorials/fourier_analysis.pdf 
4. Fast Fourier Transform (60 σελίδες): 
http://asl.umbc.edu/pub/strow/p640/fftall.pdf 
5. Ιntroduction to Optics and Spectroscopy (Univ. Delaware) 
http://asl.umbc.edu/pub/strow/p640/fftall.pdf 
6. Ιntroduction to Optics and Spectroscopy  , Wirth 
www.udel.edu/chem/sneal/sntch/Resources/Chi.pdf 
7http://www.complextoreal.com/chapters/fft1.pdf 
1. http://www.complextoreal.com/fft3.htm 
2. http://cnyack.homestead.com/files/afourtr/foutr1.htm  (ωραίο φροντιστήριο) 
3. Μετασχηµατισµός Φουριέ αποσβενύµενης ηµιτονικής συνάρτησης: 
http://cnyack.homestead.com/files/afourtr/ftdsoid.htm 
4. Short time Fourier transform 
http://cnyack.homestead.com/files/artran/stft2t1.htm 
5. Nice sound Fourier analysis: 
http://www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/viewtopic.php?t=33 
6. Συνελίξεις: 
http://artemmis.univ-mrs.fr/cybermeca/Formcont/Traisig/Convol/java_convolution.htm 
14. http://math.haifa.ac.il/robotics/Background/Convolution/node4.html 
 

 
 


