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Σφάλµατα αριθµητικών λύσεων 
 
 
1. Εισαγωγή 
 
Σφάλµατα µπορούν να προκύψουν κατά τη χρήση όλων γενικά των µεθόδων που 
βρίσκουν εφαρµογή στη µελέτη µηχανικών και άλλων προβληµάτων. Ορισµένα 
από αυτά ανακύπτουν σε όλες ανεξαιρέτως τις µεθοδολογίες, αναλυτικές και αριθ-
µητικές, ενώ άλλα συναντώνται µόνο σε αριθµητικές λύσεις. Ευθύς αµέσως πρέπει 
να επισηµάνουµε ότι στο παρόν κείµενο ο όρος σφάλµα1 αναφέρεται σε όλες γενικά 
τις αποκλίσεις του αποτελέσµατος από την λύση του πραγµατικού προβλήµατος. 

Σε ορισµένες περιπτώσεις οι αποκλίσεις αυτές είναι αποδεκτές, καθότι αναγνω-
ρίζονται ως συµφυείς µε τη µέθοδο που χρησιµοποιείται, ενώ σε άλλες περιπτώσεις 
δεν είναι, είτε διότι δεν γίνεται σωστή χρήση της µεθόδου, είτε διότι η µέθοδος εί-
ναι εξ’ αντικειµένου ανεπαρκής. 

Έτσι λοιπόν τα σφάλµατα που προκύπτουν σε αριθµητικές λύσεις οφείλονται 
γενικά σε δύο κατηγορίες: αυτά που ανακύπτουν κατά τη µαθηµατική διατύπωση 
του προβλήµατος και αυτά που ανακύπτουν κατά την αριθµητική επίλυση του µα-
θηµατικού µοντέλου στον υπολογιστή. Σφάλµατα προκύπτουν στην πρώτη περί-
πτωση όταν η προσέγγιση στο φυσικό πρόβληµα είναι ανεπαρκής. Τέτοια σφάλ-
µατα είναι σε πολλές περιπτώσεις αµελητέα, όπως για παράδειγµα στην περίπτωση 
των σχετικιστικών φαινοµένων σε προβλήµατα της κλασσικής µηχανικής. Όταν 
όµως δεν είναι αµελητέα, τότε όσο ακριβής και να είναι η αριθµητική λύση που 
επακολουθεί δεν είναι δυνατόν να περιορισθεί το σφάλµα αυτό. Άλλη πηγή σφαλ-
µάτων είναι σε ορισµένες περιπτώσεις η έλλειψη επαρκούς ακρίβειας στις τιµές 
των φυσικών σταθερών (επιτάχυνση λόγω βαρύτητας, κ.ά.) ή και σε τιµές εµπειρι-
κών δεδοµένων. Στην περίπτωση δε των τελευταίων απαιτείται προσοχή διότι τα 
σφάλµατα αυτά είναι τυχαία (πιθανοτικά). Στο κείµενο αυτό θα εστιάσουµε την 
προσοχή µας στα σφάλµατα που δεν είναι αποδεκτά και τα οποία, για να κριθεί ως 
ικανοποιητική η λύση θα πρέπει να αποφευχθούν. 

Υπάρχουν τρεις πηγές τέτοιων σφαλµάτων σε αριθµητικές (υπολογιστικές) δια-
δικασίες: 

 
 Το ανθρώπινο σφάλµα (ολίσθηµα ή λάθος),  
 Το σφάλµα κατά τον προγραµµατισµό του αλγορίθµου και  
 Το σφάλµα προσέγγισης της ακριβούς λύσης 

 

                                                           
1 σφάλµα = error 



 
458 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 

Το πρώτο µπορεί να προκύψει σε κάθε στάδιο που έρχεται σε επαφή ο χρήστης 
µε το υπολογιστικό εργαλείο και περιορίζεται µε σωστή κατάρτιση των µελετητών, 
οργάνωση του χώρου και τρόπου εργασίας και χρήση κατάλληλων εργαλείων. Εί-
ναι ίσως η σοβαρότερη πηγή σφαλµάτων και απαιτείται χρόνος και προσπάθεια 
ώστε να περιορισθεί σε αποδεκτά όρια. 

Το δεύτερο είδος οφείλεται κατά κανόνα σε προσεγγίσεις που γίνονται όταν το 
αρχικό πρόβληµα αντικαθίσταται από κάποιο µαθηµατικό ανάλογο, όπως για πα-
ράδειγµα η αντικατάσταση µίας απειροστής σειράς µε µία που αποτελείται από ένα 
πεπερασµένο αριθµό όρων. Άλλα παραδείγµατα είναι: 
 
● Ο υπολογισµός κάποιας στοιχειώδους συνάρτησης (π.χ. sinx) µε χρήση των 

πρώτων n όρων του αναπτύγµατος της αντίστοιχης σειράς Taylor. 
● Η προσέγγιση ολοκληρώµατος συνάρτησης µε πεπερασµένη άθροιση τιµών της 

συνάρτησης (για παράδειγµα µε χρήση του κανόνα του τραπεζίου). 
● Η λύση διαφορικής εξίσωσης µε αντικατάσταση των παραγώγων µε πηλίκα 

διαφορών (πεπερασµένες διαφορές) 
● Η λύση της εξίσωσης f(x)=0 µε τη µέθοδο Νewton-Raphson, η οποία είναι µία 

επαναληπτική µέθοδος που συγκλίνει στην ακριβή λύση όταν ο αριθµός των 
επαναλήψεων τείνει στο άπειρο. 

 
Το σφάλµα αυτό συνήθως καλείται σφάλµα αποκοπής2 και προσπαθούµε γενικά 

να υπολογίσουµε το άνω όριό του. Ανακύπτει επίσης και το σφάλµα στρογγύλευσης3 
που οφείλεται στο ότι δεν είναι δυνατό να αποθηκεύσουµε στον υπολογιστή τον 
κάθε αριθµό που υπολογίζουµε µε απόλυτη ακρίβεια, λόγω του πεπερασµένου 
αριθµού ψηφίων (χώρου) που διατίθενται. 

Μπορούµε γενικά να ορίσουµε το σφάλµα µε µία από τις σχέσεις:   
 
 Ακριβής τιµή = Προσεγγιστική τιµή + Σφάλµα (1) 
 
ή Σχετικό σφάλµα = Σφάλµα/Πραγµατική τιµή (2) 

 
Εάν συµβολίσουµε το σφάλµα µε e και το σχετικό σφάλµα µε er και προσεγγί-

σουµε την τιµή 1/3 µε 0,333 τότε: 
 
 e = (1/3) x 10-3 και  er = 10-3 

 
Μας ενδιαφέρει γενικά το σφάλµα e (απόλυτο σφάλµα)4, όταν όµως η ακριβής 

τιµή µίας ποσότητας είναι πολύ µικρή τότε χρησιµοποιείται το σχετικό σφάλµα, er. 
Εκτός από τα παραπάνω υπάρχουν και σφάλµατα που προκύπτουν κατά το στά-

διο της διακριτοποίησης του προβλήµατος, είτε γίνεται χρήση της µεθόδου των πε-
περασµένων στοιχείων είτε της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών. Τα σφάλ-
                                                           
2 σφάλµα αποκοπής = cut-off error 
3 σφάλµα στρογγύλευσης = round-off error 
4 απόλυτο σφάλµα = absolute error 
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µατα διακριτοποίησης5 οφείλονται κυρίως σε µη σωστή διακριτοποίηση6 της κατα-
σκευής, και οδηγούν στην απόκτηση αποτελεσµάτων αµφίβολης αξίας. Θα ανα-
φερθούµε σε αυτά λεπτοµερώς στο κεφάλαιο αυτό. 

Ο µελετητής θα πρέπει λοιπόν να γνωρίζει σε κάθε στάδιο της µελέτης ποιες εί-
ναι οι πηγές πιθανών σφαλµάτων και να ακολουθεί κατάλληλες διαδικασίες για την 
αποφυγή τους. Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγραφούν µε παραδείγµατα οι τρόποι που 
επηρεάζονται οι αριθµητικές λύσεις από τα σφάλµατα που οφείλονται στις πηγές 
(β) και (γ) όπως επίσης και οι τρόποι που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον πε-
ριορισµό τους. 

Όσον αφορά το (α), ο αναγνώστης παραπέµπεται στο κείµενο Guidelines for 
Finite Practice (έκδοση NAFEMS), το οποίο περιλαµβάνει χρήσιµες οδηγίες για 
τον χρήστη προγραµµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Η διεθνής βιβλιογραφία παρ’ 
όλο που είναι πλούσια σε κείµενα θεωρητικής φύσεως σχετικά µε τη µέθοδο των 
πεπερασµένων στοιχείων, δεν περιλαµβάνει παρά λίγα που να δίνουν βάρος στην 
πρακτική χρήση της µεθόδου. Ένα τέτοιο είναι και το [9]. 
 
 
2. Σφάλµατα αποκοπής και στρογγύλευσης 
 
2.1 Μητρωική ανάλυση 

Ένα από τα σηµαντικότερα στάδια της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων είναι 
η επίλυση της µητρωικής εξίσωσης ku =f, όπου k είναι το µητρώο ακαµψίας (συ-
ντελεστών) και f το µητρώο των φορτίων κατασκευής (σταθερών). Κατά κανόνα, 
σε κάθε υπολογιστή οι πραγµατικοί αριθµοί αποθηκεύονται µε ακρίβεια ενός δε-
δοµένου αριθµού ψηφίων, έστω t, τα οποία όλα συµβάλλουν κατά την εκτέλεση 
των αριθµητικών πράξεων. Έτσι λοιπόν, επειδή µετά από ένα αριθµό πράξεων η 
αρχική ακρίβεια δεν θα είναι πλέον η ίδια αλλά θα έχει ελαττωθεί, τα αποτελέ-
σµατα θα έχουν άλλη ακρίβεια, έστω s. Βλέπουµε λοιπόν ότι εµφανίζεται και ένα 
υπολογιστικό σφάλµα,7 ec. Ας εξετάσουµε όµως την επίλυση του παρακάτω 
συστήµατος εξισώσεων: 
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Μία “ακριβής” λύση (ακρίβειας 10 ψηφίων) είναι {u1 = 0,3934633449, u2 = 

0,0133114709}. Υποθέτουµε τώρα για τον νοητό υπολογιστή µας ότι t=3, έχουµε 
δηλαδή ακρίβεια τριών ψηφίων. Για t=3 η λύση αποκτάται κάνοντας χρήση των 
τριών πρώτων ψηφίων κάθε αριθµού και εκτελώντας τις πράξεις µε αυτούς. Εάν 
αντικαταστήσουµε το αρχικό πρόβληµα µε το αντίστοιχο υπολογιστικό, θα έχουµε: 
                                                           
5 σφάλµα διακριτοποίησης = modelling error 
6 διακριτοποίηση = discretisation 
7 υπολογιστικό σφάλµα = computing error 



 
460 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 

 ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−

−
0,0
3,1

10142,3
42,342,3

'
2

'
1

u
u

 

 
Εάν χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της απαλοιφής κατά Gauss και εκτελέσουµε 

τις πράξεις θα έχουµε 101-(-3,42/3,42)(-3,42) = 97,5. ∆ηλαδή, 
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όπου οι παύλες υποδηλώνουν προσεγγιστικές τιµές. Η προσεγγιστική λύση είναι: 
 

 u1 0 391= ,  u2 0 0133= ,  
 

Οι διαφορές οφείλονται σε σφάλµατα αποκοπής (eco) και σε σφάλµατα στρογγύ-
λευσης (ero). Το σφάλµα αποκοπής προκύπτει διότι τα στοιχεία των µητρώων ανα-
παριστώνται µε τρία µόνο ψηφία, ενώ το σφάλµα στρογγύλευσης προκύπτει διότι 
οι πράξεις γίνονται µε ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων. Το σφάλµα αποκοπής 
δεν είναι αµελητέο όταν οι απόλυτες τιµές των στοιχείων του µητρώου k διαφέρουν 
σηµαντικά, έχουµε δηλαδή µεγάλες διαφορές στις ακαµψίες της κατασκευής. Το 
σφάλµα στρογγύλευσης είναι µεγάλο όταν ένα διαγώνιο στοιχείο µε µικρή τιµή 
χρησιµοποιείται κατά τον σχηµατισµό πολλαπλασιαστού µεγάλου µεγέθους. Η βα-
σική δε αριθµητική πράξη κατά την παραγοντοποίηση είναι µία αφαίρεση ενός 
πολλαπλασίου της σειράς αναφοράς από αυτές που ακολουθούν. Εάν αφαιρεθούν 
αριθµοί µε πολύ διαφορετικά µεγέθη µεταξύ τους οι οποίοι αναπαριστώνται µε πε-
περασµένο αριθµό ψηφίων τότε ενδέχεται το σφάλµα που θα προκύψει να µην είναι 
αµελητέο. 

Θα διερευνήσουµε τώρα τα επί µέρους σφάλµατα αποκοπής και στρογγύλευσης 
στην περίπτωση του προηγούµενου παραδείγµατος. Για να επιτευχθεί αυτό πρέπει 
όµως πρώτα να αποκτήσουµε την ακριβή λύση του συστήµατος.
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απ’ όπου {u1΄ = 0,3934393613, u2΄ = 0,0133224020}. Το σφάλµα αποκοπής είναι 
τότε: 
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ενώ το σφάλµα στρογγύλευσης ero, είναι: 
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Το συνολικό σφάλµα είναι: 
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Επειδή στην πράξη λύσεις απόλυτης ακρίβειας δεν µπορούν να αποκτηθούν, 

κατά κανόνα γίνεται χρήση λύσεων δευτεροτάξιας ακρίβειας (8 bit). 
Έστω τώρα το σύστηµα ku = f του οποίου η υπολογιστική λύση είναι u . Εάν 

εφαρµόσουµε τη σχέση (1), αποκτάµε την παρακάτω µορφή για το συνολικό 
σφάλµα: 
 
 ∆f = f ku−  (3) 
 
όπου το ∆f  υπολογίζεται µε δευτεροτάξια ακρίβεια. Αντικαθιστώντας έχουµε: 
 
 fk ∆σ 1−=  (4) 
 

Συµπεραίνεται λοιπόν από την (4) ότι, παρόλο που το διάνυσµα ∆f µπορεί να εί-
ναι µικρό σε µέγεθος, το σφάλµα e δεν θα είναι και αυτό αναγκαστικά αµελητέο. 
Άρα, το ότι το διάνυσµα ∆f είναι µικρό αποτελεί αναγκαία αλλά όχι και επαρκή 
συνθήκη για ακρίβεια της λύσης. 
 
 
 
2.2 Πεπερασµένες διαφoρές 
 
Τo ανάπτυγµα κατά Taylor της συνάρτησης f(x+h) περί τo x δίνεται από τη σχέση: 
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ή σε γενική µoρφή, 
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όπoυ ( )f m  είναι η m-oστή παράγωγoς της f. Τα σφάλµατα πoυ πρoκύπτoυν για τις 
πρoηγoύµενες διαφoρές βρίσκoνται µε τη χρήση των παρακάτω αναπτυγµάτων: 
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Από τo Σχήµα 2 του Κεφαλαίου 10, η πρώτη διαφoρά δίνεται από τη σχέση: 
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Τo σφάλµα κατά τη χρήση της πρώτης πρoηγoύµενης διαφoράς συνεπώς είναι: 
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Εκφράζoντας τη δεύτερη διαφoρά σύµφωνα µε τo Σχήµα 2 του Κεφαλαίου 11, 
βρίσκoυµε ότι: 
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Τo αντίστoιχo σφάλµα είναι συνεπώς: 
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Πίνακας 1 Σφάλµατα πεπερασµένων διαφoρών 
 

(α) Πρoηγoύµενες διαφoρές 
 

 f΄΄ f(3) f(4) f(5) f(6) ∆2f/∆x2 ∆3f/∆x3 ∆4f/∆x4 ∆5f/∆x5 ∆6f/∆x6 
           

f΄ h/2 -h2/6 +h3/24 ….  h/2 +h2/3 +h3/4 ….  
f΄΄  h -7/12h2 ….   H +11/12h2 +5/6h3 …. 
f(3)   3/2h -5/4h2 ….   3/2h +7/4h2 …. 
f(4)         2h +17/6h2 

 
(β) Επόµενες διαφoρές 

 
 f΄΄ f(3) f(4) f(5) f(6) ∆2f/∆x2 ∆3f/∆x3 ∆4f/∆x4 ∆5f/∆x5 ∆6f/∆x6 
           

f΄ -h/2 -h2/6 -h3/24 ….  -h/2 +h2/3 -h3/4 ….  
f΄΄  -h -

7/12h2
….   -h +11/12h2 -5/6h3 …. 

f(3)   -3/2h -5/4h2 ….   -3/2h +7/4h2 …. 
f(4)         -2h +17/6h2 

 
(γ) Μέσες διαφoρές 

 
 f΄΄ f(3) f(4) f(5) f(6) ∆2f/∆x2 ∆3f/∆x3 ∆4f/∆x4 ∆5f/∆x5 ∆6f/∆x6 
           

f΄  -h2/6 0 -
h4/12

0 

0.…  -h2/6 0 +h4/30 0…. 

f΄΄   -h2/12 0 -
h4/360

  -h2/12 0 +h4/90 

f(3)    -h2/4 ….    -h2/4 0…. 
f(4)          -h2/6 

 

ή ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x
f

x
h

f x
h

f xn
n

n n
3

3

3
4

2
53

2
5

4
=
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ + − +

∆
∆

...  (10α) 

 
Τo αντίστoιχo σφάλµα είναι

   

 
( ) ( ) ( ) ( )3

2
5

4
4

2
5hf x

h
f xn n− +...  (10β) 

 
Από τoν Πίνακα 1 συµπεραίνεται ότι τo σφάλµα των επoµένων και πρoηγoυµένων 
διαφoρών είναι της τάξης τoυ διαστήµατoς h, ενώ για τις µέσες διαφoρές είναι της 
τάξης τoυ h2. Συνεπώς oι µέσες διαφoρές έχoυν µεγαλύτερη ακρίβεια και για τoν 
λόγo αυτό χρησιµoπoιoύνται ευρύτερα. Γενικά, η ακρίβεια αυξάνεται µε αναγωγή 
τoυ σφάλµατoς σε υψηλότερη τάξη διαστήµατoς h. 
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3. Σφάλµατα διακριτοποίησης 
 
Αυτά γενικά χωρίζονται σε αυτά που προκύπτουν κατά την απόκτηση του αριθµη-
τικού προτύπου (µοντέλου) και σε αυτά που προκύπτουν κατά την εισαγωγή των 
δεδοµένων στον υπολογιστή. 

Από τα τελευταία το συνηθέστερο όλων είναι τα λάθη κατά τον ορισµό των 
στοιχείων ή και των κόµβων και για τον εντοπισµό και την διόρθωσή τους συνι-
στάται η χρήση γραφικών εργαλείων. Λάθη προκύπτουν επίσης και κατά τη χρήση 
εντολών που δηµιουργούν κόµβους µε αυτοµατοποιηµένη διαδικασία, ή και στοι-
χεία, επειδή εύκολα µπορεί να χρησιµοποιηθεί εσφαλµένος αριθµός επαναλήψεων 
ή διαστηµάτων αρίθµησης. Σηµειώνεται ότι σε µεγάλα µοντέλα δεν είναι εύκολος ο 
εντοπισµός τέτοιων λαθών. 

Η αντικατάσταση ενός συνεχούς µέσου από πεπερασµένα στοιχεία συνεπάγεται 
επιλογή ειδών στοιχείων, αριθµού, µορφών, οριακών συνθηκών και επιβολής φορ-
τίων σε αυτά. Κατά τη διαδικασία αυτή υπεισέρχονται σφάλµατα που καλούνται 
σφάλµατα διακριτοποίησης8, το σηµαντικότερο από αυτά οφείλεται στην αντικατά-
σταση του µαθηµατικού από το αριθµητικό µοντέλο. 

Όπως έχουµε ήδη περιγράψει σε προηγούµενο κεφάλαιο, η ΜΠΣ µπορεί να 
εκληφθεί ως µία µορφή ανάλυσης Ritz. Στην ΜΠΣ το µητρώο συναρτήσεων των 
µετατοπίσεων, Η(m) {m=1, 2, . .n} αντιστοιχεί στις συναρτήσεις Ritz ενώ οι µετα-
τοπίσεις στους κόµβους του πλέγµατος (άγνωστοι) αντιστοιχούν στους συντελεστές 
Ritz. Επειδή δε η µέθοδος Ritz βρίσκει εφαρµογή σε προβλήµατα που έχουν µετα-
βολική διατύπωση όχι µόνο στη  µηχανική των συνεχών µέσων, η ΜΠΣ µπορεί να 
εφαρµοσθεί και ευρύτερα (µετάδοση θερµότητας κλπ). Ας θυµηθούµε όµως τη 
σχέση (2) του Κεφαλαίου 4: 
 
 Π = U - W (11) 
 
όπου Π είναι το συναρτησιακό του συστήµατος. Από την αρχή των δυνατών έργων, 
 
 δΠ = 0 (12) 
 

Όταν δηλαδή το σύστηµα βρίσκεται σε ισορροπία, το ολικό δυναµικό είναι στά-
σιµο. 

Αποδεικνύεται δε ότι το στάσιµο αντιστοιχεί σε ελάχιστο της συνολικής δυνα-
µικής ενέργειας. Επίσης, W = 2U, όπου W είναι το δυναµικό των εξωτερικών φορ-
τίων και U είναι η εσωτερική παραµορφωσιακή ενέργεια. Άρα, Π = -U, και η κα-
τάσταση ισορροπίας αντιστοιχεί στη µέγιστη τιµή της παραµορφωσιακής ενέργειας 
του συστήµατος. 

Κατά συνέπεια, το συνολικό δυναµικό που αντιστοιχεί στους συντελεστές Ritz 
είναι ένα άνω όριο του πραγµατικού δυναµικού ενώ η αντίστοιχη παραµορφωσιακή 
ενέργεια είναι κάτω όριο της πραγµατικής παραµορφωσιακής ενέργειας. Συµπεραί-
νουµε λοιπόν ότι στη ΜΠΣ γίνεται υποεκτίµηση των τιµών των µετατοπίσεων ενώ 
                                                           
8 σφάλµα διακριτοποίησης = discretisation error 
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γίνεται υπερεκτίµηση της ακαµψίας µίας κατασκευής εφόσον οι εξωτερικές φορτί-
σεις επιβάλλονται ως δυνάµεις. 

Εάν θελήσουµε να προσεγγίσουµε τη σωστή ακαµψία της κατασκευής, µπο-
ρούµε, όπως αναφέρεται στο Κεφάλαιο 5, στην περίπτωση των ισοπαραµετρικών 
στοιχείων να ελαττώσουµε την τάξη της αριθµητικής ολοκλήρωσης. Με τον τρόπο 
αυτό αποκτάται καλύτερη προσέγγιση στην ακαµψία της κατασκευής. 

Στο σηµείο αυτό αγγίζουµε το πρόβληµα ακρίβειας της αριθµητικής ολοκλήρω-
σης που απαιτείται στα ισοπαραµετρικά στοιχεία κατά τον υπολογισµό των µη-
τρώων ακαµψίας, µάζας, και δυνάµεων γενικά. Κατά κανόνα, µε τη σωστή τάξη 
ολοκλήρωσης αποκτώνται αποτελέσµατα απόλυτης ακρίβειας. Εάν όµως η τάξη 
ολοκλήρωσης κατά τον υπολογισµό των όρων του µητρώου ακαµψίας είναι µικρό-
τερη απ’ ότι πρέπει, ο αριθµός των µηδενικών ιδιοτιµών9  θα είναι µεγαλύτερος του 
αριθµού των δυνατών µορφών παραµόρφωσης ως άκαµπτο σώµα και το µητρώο 
γίνεται µοναδιαίο. Είναι συνεπώς ανάγκη να ορίζεται σωστά η τάξη ολοκλήρωσης, 
η οποία θα εξαρτηθεί από τις ιδιότητες του στοιχείου και τη µέθοδο ολοκλήρωσης. 
Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης παραπέµπεται στο Κεφάλαιο 5 (εδά-
φιο 6). 

Γενικά µπορούµε να πούµε ότι, όταν η διακριτοποίηση είναι ικανοποιητική, το 
αριθµητικό σφάλµα της λύσης θα έχει ως άνω όριο αυτό που προκύπτει κατά την 
προσέγγιση της ακριβούς λύσης µε συναρτήσεις παρεµβολής οι οποίες έχουν µη-
δενικό σφάλµα στους κόµβους.10 

Ας εξετάσουµε όµως την περίπτωση µίας ράβδου η οποία φέρει αξονικό φορτίο. 
Στο πρόβληµα αυτό µελετάται το σφάλµα λόγω της γραµµικής παρεµβολής µεταξύ 
των τιµών των µετατοπίσεων (ui, ui+1) σε συνεχόµενους κόµβους. Στο i-οστό στοι-
χείο τότε, το σφάλµα διακριτοποίησης ed είναι ed = ed δ(x) και: 

 

 
( ) ( )edδ x u x u

x x
h

u
x x

hi
i

i
i

i

i
= − −

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥+1 1  (13) 

 
όπου u(x) είναι η ακριβής λύση. Επίσης, ui=u(xi) και ui+1=u(xi+1) όπου xi, xi+1 είναι 
οι κόµβοι. Κάνοντας χρήση του θεωρήµατος του Rolle11 αποδεικνύεται ότι τα άνω 
όρια στα σφάλµατα των τιµών των µετατοπίσεων και των παραµορφώσεων είναι: 
 

 ( ) ( )e x h u xi x x xi i

≤ ′′⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥≤ ≤ +

1
8

2

1

max  (14α) 

 

                                                           
9 ιδιοτιµή = eigenvalue 
10 Strang G., Fix G.F. An Analysis of the Finite Element Method. Prentice Hall, Englewood 
Cliffs, NJ 1973. 
11 Θεώρηµα του Rolle: εάν f(a)=f(b)=0, τότε f’(x)=0 στο πεδίο τιµών a έως b, και η 
παράγωγος της f(x) είναι συνεχής στο (a,b). ∆ιαφορετικά, εάν z1, z2 είναι δύο πραγµατικές 
ρίζες της f(z), τότε η f’(z) έχει ρίζα στο πεδίο z1-z2.  
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 ( ) ( )′ ≤ ′′⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥≤ ≤ +

e x h u xi x x xi i

max
1  

(14β) 

 
αντίστοιχα. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι: 
 
α) Το σφάλµα στις παραµορφώσεις είναι ανάλογο προς τις διαστάσεις του στοι-

χείου ενώ το σφάλµα στις µετατοπίσεις είναι ανάλογο προς το τετράγωνο των 
διαστάσεών του. 

β) Τα σφάλµατα είναι ανάλογα προς τις παραγώγους µίας τάξεως υψηλότερης της 
τάξης των συναρτήσεων παρεµβολής. 

γ) Οι µετατοπίσεις υπολογίζονται µε µεγαλύτερη ακρίβεια στην περιοχή των κόµ-
βων, ενώ οι τιµές των παραµορφώσεων είναι ακριβέστερες στην περιοχή των 
σηµείων ολοκλήρωσης (σηµεία Gauss, στο εσωτερικό των στοιχείων). 

 
Εάν σε µία µονοδιάστατη κατασκευή διπλασιάσουµε τον αριθµό των στοιχείων 

το σφάλµα στις παραµορφώσεις θα υποδιπλασιασθεί ενώ το σφάλµα στις µετατο-
πίσεις θα υποτετραπλασιασθεί. Επεκτείνοντας τον συλλογισµό σε διδιάστατα ή 
τρισδιάστατα στοιχεία µε περισσότερους βαθµούς ελευθερίας αποδεικνύεται ότι η 
τάξη του σφάλµατος της εσωτερικής ενέργειας παραµόρφωσης ισούται µε h2(q-m) 
όπου: 
 
H  = χαρακτηριστικό µήκος στοιχείου. (Σε διδιάστατα ή τρισδιάστατα  
  στοιχεία λαµβάνεται ως ίσο µε την µεγαλύτερη απόσταση που ενώνει  
  δύο κόµβους στο στοιχείο.) 
q-1 =  βαθµός υψηλότερου πλήρους πολυωνύµου του πεδίου µετατοπίσεων  
2m =  τάξη υψηλότερης παραγώγου που περιλαµβάνεται στην εξίσωση  
   ισορροπίας, όταν αυτή εκφράζεται συναρτήσει των µετατοπίσεων 
 

Στην εισαγωγή του παρόντος κεφαλαίου αναφέραµε τον ορισµό του σχετικού 
σφάλµατος, τον οποίο θα χρησιµοποιήσουµε τώρα. Μία ένδειξη µεγέθους του σχε-
τικού σφάλµατος δίνεται από τη σχέση: 
 
 rq

r he −≈ 21ρρ  (15) 
 
όπου 
 
ρ1 =  µέγιστος λόγος πλευρών σε στοιχείο σε ολόκληρο το πλέγµα 
ρ2 = λόγος του χαρακτηριστικού µήκους του µεγαλύτερου στοιχείου  
  προς αυτό του µικρότερου στοιχείου 
r = 1 για επίπεδα και στερεά στοιχεία 
 = 2 για στοιχεία-δοκούς και στοιχεία-ελάσµατα 
q =  βλέπε ορισµό προηγουµένως 
H =  Ν(-1/n) όπου 
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Ν =  αριθµός στοιχείων στο πλέγµα 
n =  αριθµός διαστάσεων (1, 2, ή 3 για µονοδιάστατα, διδιάστατα ή  
   τρισδιάστατα προβλήµατα αντίστοιχα) 
 

Για να αποκτήσουµε κάποια διαίσθηση αποδεκτών τιµών του σχετικού σφάλµα-
τος, αναφέρουµε ότι, εάν το σχετικό σφάλµα είναι ίσο µε το ένα δέκατο του συνο-
λικού σφάλµατος, τα αποτελέσµατα µπορούν να θεωρηθούν αξιόπιστα. Για µικρό-
τερες τιµές, το πλέγµα περιέχει περισσότερα στοιχεία απ’ ότι απαιτείται ενώ για 
µεγαλύτερες θα πρέπει να επανασυσταθεί το πλέγµα. 

Κάνοντας χρήση δύο πλεγµάτων για το ίδιο πρόβληµα, είναι δυνατό να αποκτη-
θεί προσέγγιση στην ακριβή λύση, υπό ορισµένες προϋποθέσεις. Θα πρέπει δηλαδή 
να ακολουθηθεί κανονική εξέλιξη του πλέγµατος, δηλαδή θα πρέπει σε κάθε στάδιο 
να διατηρούνται ο αριθµός των κόµβων και τα όρια των στοιχείων, ενώ προστίθε-
νται νέοι κόµβοι και όρια. Τα ρ1 και ρ2 θα πρέπει να παραµένουν σταθερά, ενώ τα 
είδη των στοιχείων και οι κανόνες αριθµητικής ολοκλήρωσης δεν θα πρέπει να µε-
ταβάλλονται. Οι γωνιακοί κόµβοι παραµένουν γωνιακοί και οι ενδιάµεσοι παραµέ-
νουν ενδιάµεσοι. Τέλος, η ποσότητα που παρεκβάλλεται πρέπει να υπολογίζεται σε 
σταθερό σηµείο στον χώρο σε σχέση µε το αντίστοιχο στοιχείο (δηλ. για παρά-
δειγµα σε γωνιακό κόµβο στοιχείου). 

Εάν χρησιµοποιηθούν µόνο δύο πλέγµατα, ο ρυθµός σύγκλισης παραµένει 
απροσδιόριστος και το µόνο που µπορούµε να κάνουµε είναι να τον θεωρήσουµε 
γραµµικό. Εάν προστεθεί και τρίτο πλέγµα αποκτάται µεγαλύτερη ακρίβεια στην 
προσέγγιση της ακριβής λύσης. 
 
Παράδειγµα 1 
 
Να διερευνηθεί η ακρίβεια της λύσης του προβλήµατος του προβόλου του σχήµα-
τος για πλέγµατα µε 8 στοιχεία, (συνεχείς γραµµές), 32 στοιχεία, (διακεκοµµένες 
γραµµές) και 128 στοιχεία αντίστοιχα. Ο πρόβολος φέρει κατακόρυφο φορτίο 100 
µονάδων στο ελεύθερο άκρο του. 
 

2400

400

100

E=104 ν=0,25
 

 
Λύση 
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Πίνακας 2 Αποτελέσµατα τριών πλεγµάτων διακριτοποίησης προβόλου 
 
∆εδοµένα πλέγµατος Βέλος κάµψης Aκριβής λύση 
 
 Ν h=1/N1/2 Πλήρες Ανηγµένο Πλήρες Ανηγµένο 
 
 8 0,3536 4,562 11,440 
     7,978 8,617 
 32 0,1768 7,124  9,323 
      8,695 8,788 
 128 0,0884 8,302 8,922   
     

Το βέλος κάµψης µε βάση τη θεωρία δοκών λαµβάνοντας υπόψη και µετατοπί-
σεις λόγω διάτµησης ισούται µε 8,882 (ακριβές αποτέλεσµα). 
 
 
4. Η έννοια του µέτρου διανύσµατος και του µέτρου µητρώου 
 
Στην εισαγωγή του παρόντος κεφαλαίου δόθηκαν δύο ορισµοί σφάλµατος που 
έχουν γενική εφαρµογή. Σε προβλήµατα όµως τοπικού σφάλµατος σε πλέγµατα 
πεπερασµένων στοιχείων οι ορισµοί αυτοί είναι ανεπαρκείς διότι µπορεί µεν να 
είναι µεγάλο το τοπικό σφάλµα λόγω ανωµαλιών κ.ά., στο σύνολό της όµως η συ-
µπεριφορά µπορεί να είναι αποδεκτή. Για το λόγο αυτό απαιτείται µία ποσότητα 
που να εκφράζει το µέγεθος του σχετικού διανύσµατος ή µητρώου το οποίο µπορεί 
να αναφέρεται είτε στην µετρούµενη ποσότητα είτε στο αντίστοιχο σφάλµα. 

Αυτό δίνεται από το µέτρο12 (νόρµα), που είναι µία πραγµατική συνάρτηση, οι 
ιδιότητες της οποίας αποτελούν γενίκευση του µεγέθους του µήκους στον Ευκλεί-
δειο χώρο. Το Ευκλείδειο µέτρο13 ή µήκος του διανύσµατος u, ορίζεται τότε από τη 
σχέση: 
 

 
( )u u u u= =

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

=
∑T

i
i

n
1 2 2

1

1 2
/

/

 (16) 

 
Το µέτρο έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 
 

1. u ≥ 0 και u = 0  (17α) 
 
εάν και µόνον εάν u=0, δηλ. vi=0 για i = 1, . . . n 
 

                                                           
12 µέτρο = norm 
13 Ευκλείδειο µέτρο = Euclidean norm 
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2. α αu u=   για κάθε πραγµατικό (ή µιγαδικό) αριθµό α (17β) 
 

3. u + v u v≤ +  για διανύσµατα u, v (17γ) 
 

Οι ιδιότητες 1 και 2 είναι προφανείς, ενώ η 3 προκύπτει από την ανισότητα 
Cauchy-Schwartz. Οι παραπάνω ιδιότητες δεν χαρακτηρίζουν µόνο το µέτρο όπως 
αυτό ορίσθηκε από τη σχέση (16): γενικά καλούµε οποιαδήποτε συνάρτηση που 
κατέχει τις ιδιότητες αυτές διανυσµατικό µέτρο14 και συνεπώς η γενίκευση του 
παραπάνω ορισµού λαµβάνει τη µορφή: 
 

 
u up i

p

i

n p

=
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

=
∑

1

1/

 (18) 

Η παραπάνω ποσότητα καλείται µέτρο Lp . Εάν p→∝, τότε ορίζεται το απειρο-

στό ή µέγιστο µέτρο L∞:15 
 

 
u ∞ ≤ ≤

= max
1 i n iu  (19) 

 
Οι παραπάνω έννοιες µπορούν να επεκταθούν και στην µελέτη υπολογιστικών 

σφαλµάτων σε πράξεις που περιλαµβάνουν µητρώα. Το µέτρο του µητρώου Α16 
ορίζεται από τη σχέση: 
 

 
A Ax=

=
max

x 1
 (20) 

 
Καλείται δε αυτό επαγόµενο µέτρο17 διότι επάγεται από το διανυσµατικό µέτρο 

που αναφέρεται στη σχέση (20). Το µέτρο του µητρώου Α, όπως αυτό ορίσθηκε 
από την (20), αποτελεί ειδική περίπτωση του συνήθους ορισµού του µέτρου γραµ-
µικού µετασχηµατισµού και γενικά υπάρχουν µέτρα µητρώων που δεν επάγονται 
διανυσµατικών µέτρων.  

Η ποσότητα που ορίζεται από τη σχέση (20) ικανοποιεί τις σχέσεις (17α-γ) και 
επί πλέον ικανοποιεί και την παρακάτω σχέση: 
 

 AB A B≤  (21) 
 
όπου Α, Β είναι µητρώα. Μπορούµε συνεπώς να ορίσουµε ως µέτρο µητρώου 
οποιαδήποτε συνάρτηση η οποία ικανοποιεί την σχέση (21). Αντίστοιχα µε τα δια-
νυσµατικά µέτρα Lo και L∝ έχουµε: 
                                                           
14 διανυσµατικό µέτρο = vector norm 
15 απειροστό (µέγιστο) µέτρο = infinite norm 
16 µέτρο µητρώου = matrix norm 
17 επαγόµενο µέτρο = induced norm 
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Εκτός του µέτρου του διανύσµατος (µητρώου) γίνεται χρήση και της έννοιας της 

φασµατικής ακτίνας ρ(Α)18, ο ορισµός της οποίας ακολουθεί: 
 

 
( )ρ λA =

≤ ≤
max
1 i n i  (23) 

 
όπου λi είναι η i-οστή ιδιοτιµή του µητρώου Α. Εύκολα αποδεικνύεται ότι: 
 
 ( )ρ A A=  (24) 
 
Η χρήση των µέτρων συνιστά έναν από τους καλύτερους τρόπους προσδιορισµού 
του αριθµητικού σφάλµατος, που ορίζεται από τη διαφορά της προσέγγισης uc από 
το ακριβές αποτέλεσµα ut. Η ποσότητα ||uc-ut|| χρησιµοποιείται τότε για να εκτιµη-
θεί η ακρίβεια της αριθµητικής λύσης. 

Επειδή η ακρίβεια αριθµητικών λύσεων της εξίσωσης Αu=f εξαρτάται όχι µόνο 
από το µέγεθος της µικρότερης ιδιοτιµής λmin αλλά και από το λόγο της µεγαλύτε-
ρης προς τη µικρότερη ιδιοτιµή (λmax/λmin), µπορούµε να αντικαταστήσουµε το αρ-
χικό πρόβληµα Αu=f από το (Α+δΑ)(u+δu)=f. Εάν θεωρήσουµε αµελητέο το γινό-
µενο δΑδu, τότε, 
 
 δu = - Α-1 δΑ u (25) 
 

Θεωρώντας τώρα τα αντίστοιχα µέτρα, έχουµε: 
 

 
( )δ δu

u
A

A

A
≤ cond  (26) 

 
όπου cond(Α) καλείται αριθµός κατάστασης19 του µητρώου Α σε σχέση µε το δεδο-
µένο µέτρο του και: 
 

 
( )cond A =

λ
λ

max

min

 (27) 

 
                                                           
18 φασµατική ακτίνα = spectral density 
19 αριθµός κατάστασης = condition number 
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Από τη σχέση (27) συµπεραίνουµε ότι όταν αυξάνεται ο αριθµός κατάστασης 
ελαττώνεται η ευστάθεια της λύσης του συστήµατος, προκύπτει δε κακή κατά-
σταση20 του συστήµατος των εξισώσεων. Για να υπολογίσουµε τον αριθµό των ψη-
φίων της λύσης που είναι ακριβή, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι για υπολογιστή 
ακρίβειας t ψηφίων ισχύει: 
 

 

δA

A
= −10 t  (28) 

 
Εάν η αποκτώµενη λύση είναι ακρίβειας s ψηφίων, 

 

 

δu

u
= −10 s  (29) 

 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (28) και (29) στην (26), αποκτάται ο αριθµός των 

ψηφίων της λύσης που είναι ακριβή: 
 

 ( )[ ]Acondts 10log−≥  (30) 
 
Ο αριθµός των ψηφίων ακρίβειας που χάθηκε προσεγγίζεται συνεπώς µε την ποσό-
τητα:  

 ( )[ ]Acondlog10  
 
ενώ δεν λαµβάνεται υπόψη τυχόν πρόσθετη απώλεια ακρίβειας (υπολογιστικό 
σφάλµα) κατά την εκπόνηση των αριθµητικών πράξεων. 
 
Παράδειγµα 2 
 
Να διερευνηθεί η κατάσταση των δύο παρακάτω µητρωικών εξισώσεων: 
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20 κακή κατάσταση = poor condition 



 
472 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 

και ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−

−
00,2

00,4
01,100,1
00,100,1

y
x

 

 

µε λύση 
x
y
⎡

⎣
⎢
⎤

⎦
⎥ =

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

204
200

 

 
Λύση 
 
Βλέπουµε ότι µία αλλαγή σε ένα στοιχείο της τάξης του 1% επιφέρει διπλασιασµό 
των αποτελεσµάτων, τα οποία είναι συνεπώς ευαίσθητα σε µικρές αλλαγές των τι-
µών των στοιχείων του µητρώου συντελεστών (ακαµψίας) ή του µητρώου σταθε-
ρών (φορτίων) του συστήµατος αυτού. Το γεωµετρικό ανάλογο της λύσης του πα-
ραπάνω συστήµατος είναι η τοµή δύο ευθειών που είναι σχεδόν παράλληλες (οι 
εξισώσεις τους είναι x-y = 4 και –x + 1,02y = -2). Μία µικρή περιστροφή της δεύ-
τερης επιφέρει τότε σηµαντική µετατόπιση του σηµείου τοµής τους. Παρατηρούµε 
δε ότι, στην περίπτωση αυτή, η σχέση των όρων των σειρών του συγκεκριµένου 
µητρώου είναι (σχεδόν) γραµµική. 

Στην περίπτωση του παραπάνω παραδείγµατος, οι όροι της δεύτερης σειράς εί-
ναι ακέραιο πολλαπλάσιο αυτών της πρώτης. Εάν χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της 
απαλοιφής κατά Gauss για να επιλύσουµε το σύστηµα, ο δεύτερος διαγώνιος συ-
ντελεστής γίνεται 1,02-1,0=0,02. Για ακρίβεια δύο ψηφίων, όλοι οι όροι θα γίνουν 
τότε ίσοι µε 1,0 και το µητρώο γίνεται µοναδιαίο. Η απαλοιφή δίνει 1,0-1,0=0,0 για 
τον δεύτερο διαγώνιο όρο και καταλήγουµε στη διαίρεση y =2,0/0,0. 

Τα συστήµατα του παραπάνω παραδείγµατος χαρακτηρίζονται από κακή κατά-
σταση, στην περίπτωση δε των µοντέλων κατασκευαστικών προβληµάτων, το πρό-
βληµα αυτό µπορεί να αποφευχθεί µε χρήση ακαµψιών (όρων κατά µήκος της κύ-
ριας διαγωνίου του µητρώου ακαµψιών)  µε µέγεθος της ίδιας τάξης. Συµβάλλει 
επίσης στην αποφυγή κακής κατάστασης η χρήση µεγαλυτέρου αριθµού ψηφίων 
καθότι έτσι αυξάνεται η αριθµητική ακρίβεια. ∆εν επιλύεται όµως έτσι το πρό-
βληµα. 
 
Παράδειγµα 3 
 
Να διερευνηθεί η κατάσταση του συστήµατος εξισώσεων ισορροπίας της κατα-
σκευής του σχήµατος. 
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Σχήµα 2 Κατασκευή µε δύο βαθµούς ελευθερίας 
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Λύση 
 
Η µητρωική εξίσωση ισορροπίας, ΚU=F, γράφεται ως εξής: 
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Εάν k1>>k2, το σύστηµα είναι κακής κατάστασης ενώ εάν k2>>k1 το σύστηµα 

έχει ευσταθή λύση. Οι σειρές του µητρώου Κ είναι σχεδόν γραµµικά εξαρτηµένες 
εάν k1>>k2 ενώ δεν είναι εάν k2>>k1. Κατά την απαλοιφή κατά Gauss, υπολογί-
ζουµε τον ανηγµένο συντελεστή (k1+k2)-k1 το οποίο δίνει λανθασµένο αποτέλεσµα 
εάν k1>>k2 και k2/k1 είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε αυτό του σφάλµατος απο-
κοπής. Μπορούµε να το επιβεβαιώσουµε εάν αντικαταστήσουµε για παράδειγµα τις 
τιµές k1 = 40, k2 = 0,0014. 

Τα πεπερασµένα στοιχεία στα οποία πρέπει να δίνεται προσοχή είναι αυτά για 
τα οποία η καµπτική ακαµψία είναι αρκετά µικρότερη της µεµβρανικής (π.χ. τα 
λεπτότοιχα κελύφη). Το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση στοιχείου-ράβδου και στην 
περίπτωση αυτή, επειδή για τις οµοεπίπεδες µετατοπίσεις u1 και u2 στα άκρα 1 και 
2 θα είναι u1≈u2, είναι προτιµότερο να γίνει επιβολή περιορισµού (u1=u2). Με αυτό 
τον τρόπο αποφεύγεται η κακή κατάσταση της µητρωικής εξίσωσης. 

Μπορούµε επίσης να ελαττώσουµε την ακαµψία ενός τµήµατος της κατα-
σκευής, όπως για παράδειγµα την αξονική ακαµψία ΕΑ/L στοιχείου-δοκού, διαι-
ρώντας την µε 100. Το αποτέλεσµα είναι να διατηρηθεί µεγαλύτερη η αξονική 
(µεµβρανική) ακαµψία από την καµπτική και τα µεγέθη u1 και u2 θα παραµείνουν 
µεγαλύτερα της σχετικής µετατόπισης u2-u1.  

Εναλλακτικά, µπορούµε να κάνουµε χρήση σχετικών και όχι απολύτων µετατο-
πίσεων, σε επιλεγµένους βαθµούς ελευθερίας. Λόγου χάρη, στο προηγούµενο πα-
ράδειγµα, εισάγεται η ur = u1 – u2. Η µητρωική εξίσωση γράφεται τότε: 
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Το σύστηµα αυτό είναι καλής κατάστασης για οποιεσδήποτε τιµές των ακαµ-

ψιών k1, k2. 
Τέλος, συνιστάται επίσης η χρήση δευτεροτάξιας ακρίβειας, εκτός εάν το όριο 

στρογγύλευσης είναι περίπου 10-14 ή εάν ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας του 
συστήµατος των εξισώσεων είναι µικρός.  
 
Παράδειγµα 4 
 
Να υπολογισθούν τα µέτρα L1, L2 (φασµατικό µέτρο) και L∞ του διανύσµατος 
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Επίσης, να υπολογισθούν η φασµατική ακτίνα, ο αριθµός κατάστασης του µη-

τρώου Α και ο αριθµός των ψηφίων του αποτελέσµατος που είναι ακριβή. 
 
Λύση 
 
Από τη σχέση (14) έχουµε: 
 
v ∞ = 3 v 1 1 3 2 6= + + =  

  v 2 1 9 4 14= + + =  
 

  A 1 5 4 7 16= + + =  
  A ∞ = + + =5 4 7 16  
 

Για να υπολογισθεί το ||A||2 πρέπει πρώτα να υπολογισθεί η ποσότητα ATA. 
Έχουµε: 
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Υπολογίζουµε τώρα τις ιδιοτιµές του ATΑ. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του 

Α, p(λ), είναι: 
 

( ) ( ) ( )p λ
λ
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Το πολυώνυµο αυτό είναι τρίτης τάξεως και συνεπώς το µητρώο Α έχει τρεις 

ιδιοτιµές (+36, +36, +144). Άρα, 
 
 A 2 144 12= =  
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Από τις ιδιοτιµές του µητρώου Α έχουµε ρ(Α)=144 και cond(Α)=144/36=4. Εάν 
οι πράξεις γίνουν µε ακρίβεια 6 ψηφίων τότε η λύση θα έχει ακρίβεια 
 
 ( ) 398,50,4log6 10 =−≥s   ή 5 ψηφίων 
 
5. Εξέλιξη πλέγµατος κατά διάστηµα (h) και κατά βαθµό  
 πολυωνύµου (p) 
 
∆ύο από τις σύγχρονες µεθόδους εξέλιξης πλεγµάτων21 είναι οι κατά διάστηµα (h) 
και κατά βαθµό πολυωνύµου (p). Θα αναφέρουµε παρακάτω τις βασικές αρχές των 
µεθόδων αυτών. Και οι δύο µέθοδοι αποβλέπουν στη πρόσθεση βαθµών ελευθερίας 
κατά τρόπο ώστε να περιορίζεται το σφάλµα διακριτοποίησης σε επόµενη ανάλυση. 

Στην εξέλιξη κατά διάστηµα (h) ελαττώνεται το χαρακτηριστικό µήκος των 
στοιχείων (h) υποδιαιρώντας τα υπάρχοντα στοιχεία χωρίς όµως να αλλάζει το εί-
δος των στοιχείων. Στην εξέλιξη κατά βαθµό πολυωνύµου p αυξάνεται ο βαθµός 
των πλήρων πολυωνύµων (p) µε την πρόσθεση κόµβων ή και βαθµών ελευθερίας 
στα στοιχεία χωρίς όµως να αλλάξουν η διάταξη και ο αριθµός των στοιχείων. Μία 
σειρά διαδοχικά εξελισσόµενων πλεγµάτων οδεύει προς ακριβέστερα αποτελέ-
σµατα η δε διαδικασία αυτή καλείται σύγκλιση κατά διάστηµα ή σύγκλιση κατά 
βαθµό πολυωνύµου. 

Ένα πρόγραµµα καλείται προσαρµοζόµενο22 εάν η πρόσθεση βαθµών ελευθε-
ρίας και η επανάληψη της διαδικασίας επίλυσης επιτυγχάνονται µε την ελάχιστη 
απαιτούµενη παρεµβολή του χρήστη.  

Το πρόγραµµα καλείται αυτοπροσαρµοζόµενο23 αν: 
 

1. Έχει ενσωµατωθεί σε αυτό κάποιο κριτήριο ανάγκης πρόσθετων βαθµών 
ελευθερίας µε βάση προκαθορισµένο βαθµό ακρίβειας. 

2. Αν σε συνέχεια το πρόγραµµα είναι σε θέση να επιτελεί την ανάλυση και να 
ελέγχει την ακρίβεια, και τέλος, 

3. Να συνεχίζεται η παραπάνω διαδικασία µέχρις ότου η ακρίβεια  
 είναι εντός των αποδεκτών ορίων. 
 
Είναι δυνατό να περιορίσουµε τον αριθµό των απαιτούµενων υπολογισµών µε κα-
τάλληλο προγραµµατισµό, ακολουθώντας τις παρακάτω αρχές: 
 
α)  Εισάγοντας νέα στοιχεία του ίδιου τύπου µε τα αρχικά αλλά µικρότερων διαστά-

σεων 
β)  Για τα ίδια στοιχεία, αυξάνοντας την τάξη των πολυωνύµων προσθέτοντας νέ-

ους κόµβους και 
γ) Με συνδυασµό των (α) και (β) 

                                                           
21 εξέλιξη πλέγµατος = mesh refinement 
22 προσαρµοζόµενο πλέγµα = adaptive mesh 
23 αυτοπροσαρµοζόµενο = self-adaptive 
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Σχήµα 3 Ρυθµοί σύγκλισης προβλήµατος προβόλου µε εξέλιξη κατά βαθµό  
πολυωνύµου  

 
Στο Σχήµα 3 εικονίζονται οι διαδικασίες (α) και (β) αντίστοιχα ενώ τα αποτελέ-

σµατα µίας µελέτης σύγκλισης ακολουθώντας συµβατική (γραµµική) εξέλιξη και 
εξέλιξη πλέγµατος κατά βαθµό πολυωνύµου περιλαµβάνονται στο Σχήµα 4. 

Γενικά η σύγκλιση κατά βαθµό πολυωνύµου είναι ταχύτερη απ’ ότι η κατά διά-
στηµα. Ο προσδιορισµός του σφάλµατος για τις διαδικασίες αυτές µπορεί να απο-
τελέσει τη βάση για την σύνταξη κωδίκων αυτόµατης εφαρµογής τους και περι-
γράφεται στο βιβλίο των Ζienkiewicz και Taylor [10].  

Ο προσδιορισµός του σφάλµατος και η µονοτονική σύγκλιση διαδοχικών λύ-
σεων είναι εφικτά µε απόλυτα κανονική εξέλιξη πλέγµατος - µία τέτοια διαδικασία 
καλείται ιεραρχική24. Σε πλέγµατα που αποκτώνται ως αποτέλεσµα ιεραρχικών 
εξελίξεων οι µετατοπίσεις των λιγότερο εξελιγµένων πλεγµάτων αποτελούν ειδικές 
περιπτώσεις της τελικής λύσης. 
 
 
6. Σύγκλιση λύσεων ΜΠΣ 
 
Η σύγκλιση25 είναι έννοια στενά συνυφασµένη µε τη θεωρία των αριθµητικών µεθό-
δων καθότι αποτελεί χαρακτηριστική ιδιότητα των προσεγγιστικών διαδικασιών, 
στις οποίες είτε υποδιαιρείται (διακριτοποιείται) σταδιακά η κατασκευή, είτε χρη-
σιµοποιείται επαναληπτική µέθοδος για να επιτευχθεί προσέγγιση στο ακριβές απο-
τέλεσµα. Αµέσως παρακάτω θα µας απασχολήσει η πρώτη περίπτωση, ενώ σε µε-
ταγενέστερο στάδιο θα αναφερθούµε στη σύγκλιση επαναληπτικών λύσεων πεπε-
ρασµένων διαφορών.  
                                                           
24 ιεραρχική διαδικασία = hierarchical process 
25 σύγκλιση = convergence 
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(α) Κατασκευή, οριακές συνθήκες, φόρτιση  και σύστηµα αναφοράς 
 

 
 

(β) Προσαρµοζόµενα πλέγµατα γραµµικών τριγωνικών στοιχείων 
 

Σχήµα 4 ∆ιακριτοποίηση προβόλου 
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Όπως είδαµε προηγουµένως, η ακριβής λύση προσεγγίζεται είτε µε αλλαγές στις 
ιδιότητες των στοιχείων (εξέλιξη κατά βαθµό πολυωνύµου) είτε µε αλλαγές στη 
διακριτοποίηση. Κατά κανόνα, η αύξηση του αριθµού των στοιχείων βελτιώνει την 
ακρίβεια της λύσης. Για να υπάρξει (µονοτονική) σύγκλιση όµως στο ακριβές απο-
τέλεσµα πρέπει να ικανοποιούνται και οι παρακάτω προϋποθέσεις: 
 
 α) Τα στοιχεία πρέπει να είναι πλήρη26 
 β) Τα στοιχεία πρέπει να είναι συµβατά27 
 

Όταν ικανοποιούνται οι δύο αυτές προϋποθέσεις τότε τα στοιχεία καλούνται 
σύµµορφα28: διαφορετικά καλούνται ασύµµορφα.29 Η απαίτηση της πληρότητας 
συνεπάγεται ότι τα στοιχεία θα πρέπει να αναπαριστούν α) τις κινήσεις των στοι-
χείων ως άκαµπτα σώµατα και β) να υφίστανται σταθερές παραµορφωσιακές κα-
ταστάσεις. Οι κινήσεις άκαµπτου σώµατος προκύπτουν όταν δεν αναπτύσσονται 
τάσεις στο εσωτερικό των στοιχείων ενώ οι σταθερές παραµορφωσιακές καταστά-
σεις είναι στην ουσία το όριο διακριτοποίησης της κατασκευής. Περαιτέρω διακρι-
τοποίηση δεν επιφέρει δηλαδή αλλαγές διότι η αναπαράστασή τους έχει απόλυτη 
ακρίβεια. 

Η συµβατότητα µεταξύ των στοιχείων προϋποθέτει την συνέχεια µετατοπίσεων 
στο εσωτερικό αλλά και στα σύνορα των στοιχείων. Με τον τρόπο αυτό εξασφαλί-
ζεται η αποφυγή κενών µεταξύ τους. Όταν οι βαθµοί ελευθερίας περιλαµβάνουν 
µόνο µετατοπίσεις, τότε απαιτείται συνέχεια µόνο σε αυτούς. Όταν όµως ορίζονται 
και οι κλίσεις στα όρια των στοιχείων τότε πρέπει να υπάρχει συνέχεια και στις 
πρώτες παραγώγους τους (για παράδειγµα στα στοιχεία-ελάσµατα). Στην περί-
πτωση των στοιχείων-ράβδων και των στοιχείων-δοκών η συµβατότητα εξασφαλί-
ζεται αυτόµατα. 

Σε προβλήµατα όπου χρησιµοποιούνται διαφόρων ειδών στοιχεία δεν ικανο-
ποιείται πάντοτε η συνθήκη της συµβατότητας. Αυτό όµως δεν εµποδίζει την από-
κτηση αποτελεσµάτων µε επαρκή ακρίβεια. Η εξασφάλιση συµβατότητας των µε-
τατοπίσεων δεν συνεπάγεται όµως και τη συµβατότητα των εντατικών πεδίων γει-
τονικών στοιχείων. Οι τάσεις υπολογίζονται από τις καταστατικές εξισώσεις και τις 
σχέσεις σ = Εε + σp. Στην περίπτωση αυτή απαιτείται προσοχή, και για την βελτί-
ωση των αποτελεσµάτων αποκτώνται µέσες τιµές κατά µήκος των συνόρων των 
στοιχείων. ∆ιαφορετικά, οι κατανοµές των τάσεων σχεδιάζονται κάνοντας χρήση 
των τιµών στο εσωτερικό των στοιχείων και µόνο. 
 
Παράδειγµα 5 
 
Να διερευνηθεί εάν το τετράπλευρο επίπεδο στοιχείο του οποίου τα πεδία των µε-
τατοπίσεων είναι: 
                                                           
26 πλήρης = complete 
27 συµβατός = compatible 
28 σύµµορφος = conforming 
29 ασύµµορφος = non-conforming 
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 ( ) xyayaxaayxu 4321, +++=

 ( ) xyβyβxββyxv 4321, +++=  
 
ικανοποιεί τις συνθήκες συµβατότητας και πληρότητας. 
 
Λύση 
 
Παρατηρούµε ότι οι µετατοπίσεις στο εσωτερικό του στοιχείου είναι συνεχείς και 
συνεπώς απαιτείται να ελεγχθεί η συµβατότητα µόνο στα σύνορά τους. Θεωρούµε 
δύο στοιχεία που συνδέονται σε δύο κόµβους, (2-3), (1-4), στους οποίους επιβάλ-
λονται αυθαίρετες µετατοπίσεις. Από τις σχέσεις που προτείνονται για τα πεδία των 
µετατοπίσεων βλέπουµε ότι τα σηµεία των συνόρων µετατοπίζονται γραµµικά και 
συνεπώς εξασφαλίζεται συνέχεια και κατά µήκος της κοινής πλευράς. Άρα το στοι-
χείο είναι συµβατό. 
 

y, v

x, u

2.33

4 1,4

1

2

v =v1 4

u =u1 4

οι κοινές πλευρές των
στοιχείων συµπίπτουν

 
 

Σχήµα 5 Συµβατότητα στοιχείου επίπεδης εντατικής κατάστασης 
 

Όσον αφορά την πληρότητα τα πεδία των µετατοπίσεων δείχνουν ότι η µετατό-
πιση ως άκαµπτο σώµα κατά µήκος της διεύθυνσης x προκύπτει εάν α1≠0. Παρό-
µοια, µετατοπίσεις ως άκαµπτο σώµα στην διεύθυνση y προκύπτουν όταν β1≠0, ενώ 
οι αντίστοιχες περιστροφές θα πρέπει α3≠0, β3≠0 και α3+β2≠0. Στο ίδιο συµπέρασµα 
καταλήγουµε χρησιµοποιώντας το µητρώο Ε, όπου (Παράδειγµα 3, Κεφάλαιο 3): 
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Οι συντεταγµένες και οι µετατοπίσεις
µεταβάλλονται παραβολλικά κατά µήκος
των δύο πλευρών

 
 

(α) συµβατά στοιχεία 
 

Πλευρά µε τρείς κόµβους
Οι συντεταγµένες µεταβάλλονται γραµµικά
ενώ οι µετατοπίσεις παραβολικά

Πλευρά µε δύο κόµβους
Οι συντεταγµένες και 
µεταβάλλονται γραµµικά

οι µετατοπίσεις 
 

 
 (β) ασύµβατα στοιχεία 

 
Σχήµα 6 Συµβατά και ασύµβατα ισοπαραµετρικά στοιχεία 

 
και Β=ΕΑ-1. Από το µητρώο Ε επιβεβαιώνεται επίσης ότι καταστάσεις σταθερών 
παραµορφώσεων είναι εφικτές και συνεπώς το στοιχείο είναι πλήρες και συµβατό. 
Άρα είναι και σύµµορφο. 
 
 
7. Σύγκλιση ισοπαραµετρικών στοιχείων 
 
Προηγουµένως αναφέρθηκαν οι γενικές προϋποθέσεις για να υπάρχει µονοτονική 
σύγκλιση. Κατά τη διερεύνηση της συµβατότητας των ισοπαραµετρικών στοιχείων, 
θεωρούµε την πλευρά που είναι κοινή για δύο γειτονικά στοιχεία (Σχήµα 6). Εάν 
κατά µήκος της πλευράς αυτής οι συντεταγµένες των κόµβων και οι µετατοπίσεις 
ταυτίζονται, τότε ικανοποιείται η συνθήκη της συµβατότητας. Αυτό ισχύει όταν τα 
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στοιχεία έχουν κοινούς κόµβους, οι δε συντεταγµένες και µετατοπίσεις κατά µήκος 
της κοινής πλευράς ορίζονται µε τις ίδιες συναρτήσεις παρεµβολής (Σχήµα 6). 

Στην περίπτωση των ισοπαραµετρικών στοιχείων το πεδίο των µετατοπίσεων, 
όπως αυτό έχει ορισθεί στο τοπικό σύστηµα αναφοράς, θα πρέπει να ισχύει και 
στην ισοπαραµετρική διατύπωση.  

Για διδιάστατα στοιχεία, το πεδίο ορίζεται από τις παρακάτω σχέσεις:  
 
 yγxβau 111 ++=  (31α) 
 yγxβav 222 ++=  (31β) 
 
όπου jjj ,γ,βa  (j = 1, 2) είναι σταθερές. Οι µετατοπίσεις των κόµβων θα είναι τότε: 
 
 iii yγxβau 111 ++=  (32α) 
 iii yγxβav 222 ++=  (32β) 
 
όπου i = 1, … q και q είναι ο αριθµός των κόµβων. Για να δείξουµε ότι ισχύει το 
πεδίο των µετατοπίσεων όπως ορίζουν οι σχέσεις (31α), (31β) και στην ισοπαρα-
µετρική διατύπωση, θεωρούµε ότι οι µετατοπίσεις των κόµβων δίνονται από τις 
(32α), (32β). Θα πρέπει τότε, εάν χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις αυτές να καταλή-
ξουµε στις (31α), (31β) για τις µετατοπίσεις. Στην ισοπαραµετρική διατύπωση 
έχουµε: 
 

 ∑
=

=
q

i
iiuhu

1
 (33α) 

 ∑
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q
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iivhv
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 (33β) 

 
Αντικαθιστώντας από τις (28α), (28β) έχουµε: 
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222 γβ  (34β) 

 
 Οι µετατοπίσεις που εκφράζουν οι σχέσεις (34α) και (34β) είναι ίδιες µε αυτές 

των (31α) και (31β) εφόσον: 
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=
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∑ 1

1
 (35) 

 
για οποιοδήποτε σηµείο του στοιχείου. Άρα, η σχέση (35) είναι επαρκής συνθήκη 
για την ικανοποίηση της συνθήκης πληρότητας. Η συνθήκη αυτή ισχύει για όλα τα 
ισοπαραµετρικά στοιχεία. 

Η εξέταση της σύγκλισης λύσεων της ΜΠΣ υπό το πρίσµα της µεθόδου Ritz 
απαιτεί καταρχήν την σαφή διατύπωση της έννοιας της σύγκλισης. Μπορούµε να 
πούµε ότι, εάν ισχύει η συνθήκη: 
 
 ( ) ( )∫ →−−

V

nn dV 0uuuu SL  (36) 

 
τότε η λύση Ritz συγκλίνει. Οι τελεστές L και S ορίζονται από τις σχέσεις: 
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Από τις σχέσεις (37α), (37β) αποκτώνται οι παραµορφώσεις και τάσεις συναρ-

τήσει των συναρτήσεων Ritz, u είναι η ακριβής λύση, un είναι η αντίστοιχη προ-
σέγγιση µε n συναρτήσεις Ritz. Υπενθυµίζεται ότι ισχύει η σχέση u=ii faΣ . Η 
συνθήκη αυτή (σχέση (36)) αφορά τη σύγκλιση ενέργειας, επειδή το µέτρο ενέρ-
γειας των υπολοίπων των µετατοπίσεων, ( nuu - ), συγκλίνει στο µηδέν. Ο ανάλογος 
ορισµός της σύγκλισης για την ΜΠΣ είναι: 
 
 ( ) ( )∫ →

V

hh dVS 0uuuu --L  για 0→h  (38) 

 
h είναι το µέγιστο διάστηµα στοιχείου, ποσότητα ανάλογη µε τον αριθµό συναρτή-
σεων Ritz, n. Για να συγκλίνει µία λύση Ritz, οι συναρτήσεις που θα επιλεγούν θα 
πρέπει να ικανοποιούν τις παρακάτω απαιτήσεις: 
 
α)  Να µην προκύπτουν ασυνέχειες κατά τον υπολογισµό των στοιχείων kij του γενι-

κού µητρώου ακαµψίας της κατασκευής. Τα στοιχεία kij δίνονται από τη σχέση: 
 
 ( ) ( )∫= ii ff SLijk  
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Κατά συνέπεια, απαιτείται συνέχεια των παραγώγων των συναρτήσεων Ritz µε 
βαθµό έως και m-1. ∆ιαφορετικά, η m-οστή παράγωγος θα είναι µοναδιαία στα ση-
µεία ασυνέχειας του στοιχείου. 
 
β) Την ικανοποίηση των γεωµετρικών µόνο οριακών συνθηκών. Εάν ικανοποιού-

νται και οι οριακές συνθήκες των δυνάµεων, βελτιώνεται η αριθµητική συµπε-
ριφορά της λύσης. 

 
Παράδειγµα 6 
 
Να διερευνηθεί η σύγκλιση της λύσης προβλήµατος δοκού σταθερής διατοµής που 
φέρει φορτίο p(x) ανά µέτρο µήκους, µε τη ΜΠΣ. Να υποτεθεί ότι η δοκός διακρι-
τοποιείται σε τµήµατα µε διαφορετικά µήκη και ότι το φορτίο παραλαµβάνεται 
µόνο µέσω των κόµβων του πλέγµατος. Το µέγεθος του φορτίου σε κάθε κόµβο 
αντιστοιχεί στα φορτία που φέρουν τα δύο γειτονικά τµήµατα. 
 

i-l i i+1

x,u

x,u

p(x)

ακαµψία ΕΑ

 
 
Λύση 
 
Το µητρώο ακαµψίας στοιχείου-ράβδου µήκους h είναι: 
 

 ⎥⎦
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EA
=k  (39) 

 
και η αντίστοιχη εξίσωση ισορροπίας στον κόµβο i είναι: 
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Η εξίσωση ισορροπίας στον κόµβο i λαµβάνεται από το ανάπτυγµα κατά Τaylor 

των σχέσεων που δίνουν τις µετατοπίσεις στους κόµβους i-1 και i+1 περί τον κόµβο 
i. Έχουµε: 
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Αντικαθιστώντας την (40) στην (39) λαµβάνουµε: 
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Η διαφορική εξίσωση (ακριβής λύση) στο σηµείο i είναι: 
 

 0=+′′
EA
pu i

i  (43) 

 
Συνεπώς, η λύση της ΜΠΣ συγκλίνει στην ακριβή λύση εφόσον h→0. Επίσης, για 
α ≠1 η σύγκλιση είναι γραµµική ενώ για α=1 η σύγκλιση είναι δευτεροτάξια. Βλέ-
πουµε δηλαδή ότι ο ρυθµός σύγκλισης της λύσης εξαρτάται και από τη µορφολογία 
του πλέγµατος. 

Το πρόβληµα αυτό µπορεί επίσης να λυθεί και µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 
διαφορών. Κάνοντας χρήση µέσων διαφορών και σταθερού διαστήµατος, η εξί-
σωση ισορροπίας γράφεται: 
 

 ( ) 021
112 =++− −+ EA

puuu
h

i
iii  (44) 

 
Παρατηρούµε ότι η εξίσωση αυτή είναι ίδια µε την (40), για α=1. Συµπε-

ραίνουµε λοιπόν ότι οι εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών µπορούν να θεωρηθούν 
και σαν σχέσεις ακαµψίας, ανάλογες προς αυτές της ΜΠΣ. 

Η κύρια δυσκολία που έχει η ΜΠ∆ σε σχέση µε την ΜΠΣ από θεωρητικής 
πλευράς είναι η ανάγκη διατύπωσης όλων των οριακών συνθηκών, δηλ. γεωµετρι-
κών αλλά και δυνάµεων. Στη ΜΠΣ αντιθέτως, λόγω της µεταβολικής φύσης των 
περισσοτέρων προβληµάτων, απαιτούνται µόνο οι γεωµετρικές οριακές συνθήκες. 
Μία διατύπωση της ΜΠ∆ που έχει βάση µεταβολική διατύπωση ξεπερνά το πρό-
βληµα αυτό (ενεργειακή µέθοδος πεπερασµένων διαφορών - ΕΜΠ∆). Για περισ-
σότερες λεπτοµέρειες ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη σχετική βιβλιογρα-
φία. 
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8.  Κριτήρια συµπεριφοράς αλγορίθµων πεπερασµένων διαφορών 
 
Στο Κεφάλαιο 11 συναντήσαµε τη χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων διαφο-
ρών για την επίλυση µη-γραµµικών προβληµάτων µέσω της αριθµητικής (προσεγ-
γιστικής) επίλυσης των αντίστοιχων εξισώσεων. Οι εξισώσεις αυτές κατατάσσονται 
γενικά στην κατηγορία των µερικών διαφορικών εξισώσεων για τις οποίες υπάρ-
χουν ελάχιστες αναλυτικές λύσεις. Για το λόγο αυτό έχει αναπτυχθεί το πεδίο της 
αριθµητικής επίλυσης των Μ∆Ε που µε τη χρήση Η/Υ αποτελεί µία από τις πλέον 
ραγδαία αναπτυσσόµενες περιοχές των εφαρµοσµένων µαθηµατικών την τελευταία 
πεντηκονταετία. 

Η χρήση των µεθόδων αυτών απαιτεί την υπενθύµιση ορισµένων εννοιών της 
θεωρίας της αριθµητικής ανάλυσης, οι οποίες και θα συνοψισθούν παρακάτω. Ο 
ενδιαφερόµενος αναγνώστης συνιστάται όµως να κάνει χρήση της υπάρχουσας διε-
θνούς βιβλιογραφίας η οποία είναι εκτενέστατη. Ορισµένοι τίτλοι αναφέρονται εν-
δεικτικά στο τέλος του παρόντος κεφαλαίου []. 

Αριθµητικές λύσεις γενικά αποκτώνται µε δύο κατηγορίες µεθόδων: 
 
1. Τις άµεσες,30 στις οποίες εκτελείται ένας προκαθορισµένος αριθµός αριθµητι-

κών πράξεων που εξαρτάται από το µέγεθος του προβλήµατος (αριθµός βαθ-
µών ελευθερίας) και 

2. Τις επαναληπτικές,31 στις οποίες η λύση προσεγγίζεται µε σταδιακά ακριβέ-
στερη λύση του αντίστοιχου µητρωικού προβλήµατος. 

 
Παραδείγµατα άµεσων µεθόδων είναι η απαλοιφή κατά Gauss και η µέθοδος 

Cholesky ενώ επαναληπτικές µέθοδοι είναι η Gauss-Seidel, η Jacobi, η διαδοχική 
υπερχαλάρωση32 και η δυναµική χαλάρωση33. Στην πράξη µπορούµε να πούµε πως 
προτιµότερες είναι οι άµεσες µέθοδοι όταν: 
 
α)  Ζητιέται η λύση ενός σχετικά µεγάλου αριθµού εξισώσεων µε το ίδιο µητρώο 

συντελεστών (ακαµψιών) αλλά µε διαφορετικά διανύσµατα εξωτερικών φορτί-
σεων. 

β)  Το µητρώο είναι σχεδόν µοναδιαίο. Στην περίπτωση αυτή µικρά υπόλοιπα δεν 
συνεπάγονται µικρά σφάλµατα στη λύση και συνεπώς προτιµώνται οι άµεσες 
µέθοδοι διότι στην περίπτωση αυτή είναι ακριβέστερες. 

 
Οι επαναληπτικές µέθοδοι είναι αποδοτικότερες όταν προκύπτουν αραιά συ-

στήµατα εξισώσεων, δηλαδή αυτά στα οποία οι µη-µηδενικοί όροι είναι συγκε-
ντρωµένοι περί την κύρια διαγώνιο. Τέτοια συστήµατα συναντώνται συχνά σε προ-
βλήµατα της µηχανικής των κατασκευών. 

                                                           
30 άµεση = direct 
31 επαναληπτική µέθοδος = iterative method 
32 διαδοχική υπερχαλάρωση = successive over-relaxation 
33 δυναµική χαλάρωση = dynamic relaxation 
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Για το λόγο αυτό θα εξετάσουµε ορισµένα από τα χαρακτηριστικά της αριθµητι-
κής συµπεριφοράς των µεθόδων αυτών, δίνοντας έµφαση στη µέθοδο της δυναµι-
κής χαλάρωσης που περιγράφθηκε στο Κεφάλαιο 11. 

Στις επαναληπτικές µεθόδους αποκτάται µία σειρά διανυσµάτων µε αρχικό διά-
νυσµα xi  έτσι ώστε: 
 
 ][ k-i11 xxxx ,..., −+ = iiii F  (45) 
 
όπου ο δείκτης i της συνάρτησης F υποδηλώνει ότι η F ενδέχεται να αλλάξει σε 
διαδοχικές επαναλήψεις. Όταν η F παραµένει αµετάβλητη τότε η επαναληπτική 
διαδικασία καλείται στάσιµη. Οι επαναληπτικές διαδικασίες που θα µας απασχο-
λήσουν είναι όλες στάσιµες. 
 
8.1 Η έννοια της αριθµητικής ευστάθειας 
 
Σε προηγούµενα εδάφια αναφέρθηκαν πιθανές πηγές απόκλισης των αριθµητικών 
λύσεων από τις αντίστοιχες ακριβείς (αναλυτικές) λύσεις. Μεταξύ αυτών αναφέρ-
θηκε το σφάλµα αποκοπής, το σφάλµα στρογγύλευσης και το υπολογιστικό 
σφάλµα που προκύπτει κατά την εκτέλεση των αριθµητικών πράξεων. Στις επανα-
ληπτικές µεθόδους, για να αποκτηθεί λύση µε επαρκή ακρίβεια πρέπει πρώτα απ’ 
όλα να εξασφαλισθεί αριθµητική ευστάθεια και σε συνέχεια να συγκλίνει η λύση 
στο επιθυµητό αποτέλεσµα, µετά από έναν αποδεκτό αριθµό επαναλήψεων. 

Η αριθµητική ευστάθεια34 είναι µία από τις σηµαντικότερες έννοιες της αριθµητι-
κής ανάλυσης και αποτελεί γόνιµο πεδίο έρευνας και εφαρµογής νέων µεθόδων. Ο 
έλεγχος της ευστάθειας ενός αριθµητικού αλγορίθµου είναι ένα από τα κύρια στά-
δια µελέτης για την χρήση του σε κάποιο συγκεκριµένο πρόβληµα. Για το λόγο 
αυτό έχει αναπτυχθεί µία πληθώρα µεθόδων που χρησιµοποιούνται για τον έλεγχο 
της ευστάθειας των αριθµητικών αλγορίθµων. 

Πριν αναφερθούµε στις µεθόδους αυτές πρέπει να καθορίσουµε µε κάποια σα-
φήνεια την έννοια της ευστάθειας. Το πρόβληµα της ευστάθειας ανακύπτει στις 
επαναληπτικές µεθόδους, διότι εάν το σφάλµα που προκύπτει σε κάθε βήµα αυξά-
νεται, τότε το αποτέλεσµα δεν θα περιέχει απλά και µόνο ένα σφάλµα µε µέγεθος 
συγκρίσιµο µε αυτό του ζητούµενου αποτελέσµατος, αλλά θα αποκτηθεί λύση µε 
τελείως διαφορετική συµπεριφορά, η οποία συνήθως χαρακτηρίζεται από ταλαντώ-
σεις (διακυµάνσεις) αυξανόµενου εύρους. Οι ασταθείς λύσεις δεν αποτελούν προ-
σέγγιση στη ακριβή λύση του µαθηµατικού προβλήµατος και είναι συνεπώς άχρη-
στες. Σηµειώνεται ότι η αριθµητική αστάθεια δεν έχει σχέση µε τη φυσική συµπε-
ριφορά του συστήµατος αλλά αποτελεί γνώρισµα του αριθµητικού αλγορίθµου και 
µόνο. 

Για να γίνει όµως κατανοητή η επίδραση της αριθµητικής αστάθειας στη λύση 
ενός προβλήµατος, ας εξετάσουµε το παρακάτω πρόβληµα. 
 

                                                           
34 αριθµητική ευστάθεια = numerical stability 
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Παράδειγµα 7 
 
Να διερευνηθεί η ευστάθεια της αριθµητικής λύσης της κανονικής διαφορικής εξί-
σωσης: 
 

 xy
dx
dy

−=  

της οποίας η γενική λύση έχει τη µορφή: 
 
 ( )1++= xAey x  
 
όπου Α είναι η σταθερά ολοκλήρωσης ενώ η αρχική συνθήκη είναι y(0)=1. 
 
Λύση 
 
Από την αρχική συνθήκη έχουµε Α=0 και συνεπώς η ακριβής λύση αποτελείται από 
ένα όρο που αυξάνεται γραµµικά και σχετικά αργά, σε σύγκριση µε τον εκθετικό 
όρο. Σε προσεγγιστικές λύσεις όµως εµφανίζεται και ο εκθετικός όρος λόγω σφαλ-
µάτων στρογγύλευσης. Εάν για  x=ζ το σφάλµα ισούται µε η τότε για x=ζ+5 το 
σφάλµα θα είναι ηε5. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ο όρος που περιέχει το σφάλµα 
γρήγορα θα κυριαρχήσει και η λύση θα ακολουθήσει εσφαλµένη πορεία. 

Οι αριθµητικές λύσεις που επιτρέπουν την αύξηση του σφάλµατος είναι γενικά 
ασταθείς. Η αστάθεια είναι όµως δυνατό να περιορισθεί µε διάφορους τρόπους, 
όπως για παράδειγµα µε την ελάττωση του βήµατος h (χώρος, χρόνος). 

Ας προχωρήσουµε όµως και σε ένα ακριβέστερο ορισµό της αριθµητικής ευ-
στάθειας. Επειδή η µαθηµατική διατύπωση του δεν είναι εύκολη, επιζητούµε τον 
καθορισµό της θέτοντας άνω φράγµατα στις αποκλίσεις από την ακριβή λύση. 

Εάν yi(η, t) είναι η λύση προβλήµατος στο πεδίο t (έστω χρόνος), υποθέτουµε 
ότι η λύση yo(ηo, to) αντικαθίσταται από την yo(ηo, to)+e στο σηµείο (ηo, to). Εφόσον 
το σφάλµα e οφείλεται σε στρογγύλευση ή σε ολίσθηµα και εάν συνεχισθεί η λύση 
και δεν προκύψουν σφάλµατα σε µεταγενέστερα βήµατα, τότε για τη λύση ( )t,η*iy  
το µέγεθος 

 
 ( ) ( )t,ηt,η i

*
i yy −  

 
καλείται απόκλιση της λύσης λόγω του αριθµητικού σφάλµατος e. Για σφάλµατα σε 
περισσότερα σηµεία έχουµε αθροιστική απόκλιση35 που οφείλεται στο σύνολο των 
σφαλµάτων αυτών ενώ σε γραµµικά προβλήµατα η συνολική απόκλιση είναι το 
αλγεβρικό άθροισµα των επί µέρους συνιστωσών [5]. 
 

                                                           
35 αθροιστική απόκλιση = cumulative divergence 
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Εάν η απόλυτη τιµή του µέγιστου σφάλµατος είναι δ, έχουµε δηλαδή |e(η, t)| 
< δ, και το βήµα είναι η, τότε η διαδικασία καλείται σηµειακά ευσταθής36 
εάν η αθροιστική απόκλιση τείνει στο µηδέν για δ→0  και δεν αυξάνει τα-
χύτερα από κάποια δύναµη του h-1 καθώς h→0 [6]. 

 
Όταν η λύση του συνεχούς προβλήµατος παραµένει φραγµένη37, 
 
η διαδικασία στον (ηµιαπειροστό) χώρο {0<x<1, t>0} καλείται ασταθής 
κατά βήµα38 εάν για δεδοµένη διακριτοποίηση και αµετάβλητες οµογενείς 
οριακές συνθήκες υφίστανται αρχικές διαταραχές για τις οποίες οι αριθµη-
τικές λύσεις απειρίζονται καθώς j→∞ [6]. 

 
Ας εξετάσουµε όπως ένα δεύτερο παράδειγµα.  
 
Παράδειγµα 8 
 
Να επιλυθεί η διαφορική εξίσωση 
 

  y
dx
dy

−=  

 
µε οριακή συνθήκη y(0)=1 για x≥0, κάνοντας χρήση της προσέγγισης: 
   

  
( ) ( ) ( )xy

h
xyhxy

−=
−+

 

Λύση 
 
Υποθέτουµε ότι για το αριθµητικό σφάλµα ε που προκύπτει σε κάθε βήµα ισχύει 
|e(x)| ≤ δ. Η αποκτώµενη λύση είναι τότε: 
 
  ( ) ( ) ( ) ( )hxexhyxyhxy ++−=−+  (46) 
 
Η οριακή συνθήκη είναι τότε y*(0)=1+e, ενώ η απόκλιση: 
 
 ( ) ( ) ( )η,tωη,tη,t ii =− xx*  
 
µε ω(0)= e(0) είναι η λύση του παρακάτω προβλήµατος: 
 
  ( ) ( ) ( ) ( )hxexhωxωhxω ++−=−+  (47) 

                                                           
36 σηµειακά ευσταθής = locally stable 
37 φραγµένος = bounded 
38 ασταθής κατά βήµα = stepwise unstable 
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Τότε |ω(x+h)|²(1-h)ω(x)+δ |ω(0)| ≤δ (48) 
 
Άρα λύση του προβλήµατος 
 
 ω(x+h) = (1-h)|ω(x)|+δ |ω(0)| ≤δ (49) 
 
είναι το άνω φράγµα της απόκλισης |ω(x)|. Η εξίσωση (49) λύνεται µε τον ίδιο 
τρόπο που χρησιµοποιείται στη λύση των γραµµικών διαφορικών εξισώσεων µε 
σταθερούς συντελεστές. Η πλήρης µορφή της λύσης είναι: 
 

  ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= +

h
x

h
h
δ

xω 111  (50) 

 
Παρατηρούµε ότι πράγµατι ω(x)→0 για δ→0. Η σχέση των ω(x) και δ είναι 

όµως γραµµική, και για h→0 η απόκλιση της αριθµητικής λύσης θα µεγαλώσει. 
Βλέπουµε λοιπόν ότι η επιλογή µικρού βήµατος, που περιορίζει το σφάλµα διακρι-
τοποίησης, προσδίδει αύξηση στην απόκλιση της λύσης από την ακριβή λύση λόγω 
σφαλµάτων στρογγύλευσης. 

Για κάθε αριθµητική λύση διαφορικής εξίσωσης θα πρέπει συνεπώς να διερευ-
νηθεί η βέλτιστη τιµή του βήµατος για να περιορισθεί το αριθµητικό σφάλµα. Συ-
µπεραίνουµε λοιπόν ότι δεν είναι δυνατόν να ελαττωθεί απεριόριστα το αριθµητικό 
σφάλµα, αλλά υπάρχουν άνω και κάτω φράγµατα στο πεδίο τιµών των αριθµητικών 
λύσεων. 

Οι Forsythe και Wasow [10] επισηµαίνουν ότι η έννοια της ευστάθειας δεν πρέ-
πει να τεθεί ως επάρκεια ή ανεπάρκεια αυτής αλλά ποσοτικά, δηλαδή ως περισσό-
τερη ή λιγότερη ευστάθεια. Ως µέτρο αυτής προτείνεται το όριο της αθροιστικής 
απόκλισης της αριθµητικής λύσης, καθώς h→0, δ→0:  
 
 ( )∑→ xωh,δ 0lim  (51) 
 

Συνήθως η σηµαντικότερη από τις δύο ποσότητες [δ, h] είναι το βήµα h, και έτσι 
ο κανόνας που εφαρµόζεται είναι ότι, εάν ω(x)→0 για δ→0 και δεν παρατηρείται 
αύξηση κάποιας δύναµης του (1/h) για h→0, η διαδικασία είναι ευσταθής. Στις πε-
ρισσότερες λύσεις δηλαδή που εµπειρικά µπορούν να χαρακτηρισθούν ως ευστα-
θείς η τάξη µεγέθους της απόκλισης ω(x) είναι µία µικρή δύναµη του h-1.  

Στην περίπτωση των ασταθών λύσεων όµως είναι εκθετική συνάρτηση του h-1. 
Παρατηρείται δηλαδή όντως µία ποιοτική διαφορά µεταξύ των ευσταθών και των 
ασταθών λύσεων. 
 
8.2 Ευστάθεια αριθµητικών αλγορίθµων 
 
Οι δύο σηµαντικότερες µέθοδοι ελέγχου ευστάθειας είναι η µέθοδος του von 
Neumann (µε χρήση σειρών Fourier) και η µητρωική µέθοδος. Οι δύο αυτές µέθοδοι 
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βρίσκουν εφαρµογή σε γραµµικά προβλήµατα ενώ σε µη-γραµµικά πρέπει να 
προηγηθεί γραµµικοποίηση. 

Κατά τη µέθοδο του von Νeumann εξετάζεται η επίδραση της µετάδοσης ενός 
σφάλµατος το οποίο παριστάνεται µε πεπερασµένη σειρά της µορφής: 
 
 ∑

i

xj
i

ieA λ  

 
στην οποία ο αριθµός των όρων είναι ίσος µε τον αριθµό των βηµάτων κατά µήκος 
του άξονα µετάδοσης του σφάλµατος. Κατά κανόνα εξετάζεται η επίδραση ενός 
µόνον όρου, έστω exp[jλx] όπου λ είναι πραγµατικός αριθµός. Η επίδραση των 
υπόλοιπων όρων αποκτάται µε γραµµική υπέρθεση. Εάν υποθέσουµε ότι ο όρος 
αυτός αντιστοιχεί στο βήµα t=0, τότε για να εξετάσουµε την µετάδοση του σφάλ-
µατος για αυξανόµενο t πρέπει να βρούµε τη λύση της εξίσωσης πεπερασµένων 
διαφορών που περιορίζεται στο exp[jλx] όταν t=0. Έστω ότι η λύση αυτή είναι 
exp[at]exp[iβx], όπου α=α(β) (µιγαδικός). Το αρχικό σφάλµα exp[jλx] δεν θα αυ-
ξηθεί εάν: 
 
 |exp[αk]| ≤ 1 για κάθε α (52) 
 

Αυτό είναι το κριτήριο ευστάθειας του von Νeumann. Η µέθοδος αυτή αγνοεί 
την επίδραση των οριακών συνθηκών και µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο σε προ-
βλήµατα αρχικών τιµών. Στην περίπτωση που οι οριακές συνθήκες επηρεάζουν τη 
λύση χρησιµοποιείται η µητρωική µέθοδος η οποία δεν θα µας απασχολήσει στο 
παρόν. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη βιβλιογραφία [5-
9]. 

Ας δούµε όµως πως εφαρµόζεται η µέθοδος του Νeumann σε ένα συγκεκριµένο 
πρόβληµα. 
 
Παράδειγµα 9 
 
Nα διερευνηθούν οι συνθήκες ευστάθειας του αλγορίθµου: 
 
 ( ) ( )n

m
n
m

n
m

n
m uururu 11

1 21 −+
+ ++−=  

 
ο οποίος χρησιµοποιείται για τη λύση της εξίσωσης: 
 

 2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂

 [ ]0,01 ≥≥≥ tx  

 
Λύση 
Θέτουµε Μh=1. Τα σφάλµατα στους κόµβους του διαστήµατος 1≥x≥0  για t=0 είναι 
τότε Ζ(mh)=Ζm

0 (m=0, 1, . . . Μ). Τότε, από τα προηγούµενα, 
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 [ ]∑
=

=
M

j
jjm mhiβAZ

0

0 exp  (m=0, 1, . . . M) (53) 

 
απ’ όπου ορίζονται οι άγνωστοι Aj. Στο πρόβληµα αυτό ο αριθµός των αρµονικών 
αντιστοιχεί στον αριθµό των κοµβικών σηµείων για οποιοδήποτε χρόνο t και έτσι ο 
αριθµός αυτός αυξάνεται όταν το διάστηµα µεταξύ των κόµβων ελαττώνεται. Εφό-
σον Ζm

0 ικανοποιεί την αρχική εξίσωση διαφορών έχουµε: 
 
 ( ) ( )n

m
n
m

n
m

n
m ZZrZrZ 11

1 21 −+
+ ++−=  (54) 

 
Αντικαθιστώντας, 
 
 iββmniββmankn

m eξeeZ ==  (55) 
 
όπου ξ=eak η σχέση (55) δίνει: 
 
 ( ) ( ) ( )( )[ ]hmiβhmiβiββmniββmn eererξeξ 111 21 −++ ++−=  (56) 
 
Απαλoίφοντας τον όρο iββmneξ καταλήγουµε στη µορφή: 
 
 ( ) ( ) ( ) =−−=++−= − )cos12121 βhreerr ibhhiβξ  
 ( )2/sin41 2 βhr−=  (57) 
 
Η ποσότητα ξ καλείται συντελεστής µεγέθυνσης. Για ευστάθεια, |ξ| ≤1 για κάθε βh 
και συνεπώς: 
 

 1
2

sin4  11 2 +≤−≤−
bhr  (58) 

 
Το δεξί σκέλος της ανισότητας ικανοποιείται για r>0 ενώ το αριστερό ικανοποιείται 
για: 
 

 ( )2sin2
1

2 βh/
r ≤  (59) 

 
δηλαδή, 
 
 2/10 ≤≤ r  (60) 
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8.3 Σύγκλιση αριθµητικών λύσεων. Το θεώρηµα ισοδυναµίας του Lax 
 
Ένα θεµελιώδες πρόβληµα που ανακύπτει κατά την επίλυση µερικών διαφορικών 
εξισώσεων µε αριθµητικές διαδικασίες είναι η εξασφάλιση της σύγκλισης της 
αριθµητικής λύσης στη λύση της αρχικής µ.δ. εξίσωσης. Εάν U είναι η ακριβής 
λύση της µ.δ.ε. η οποία έχει ανεξάρτητες µεταβλητές x, t και u είναι η ακριβής 
λύση της αριθµητικής διαδικασίας, τότε η διαδικασία συγκλίνει όταν u→U σε ένα 
καθορισµένο σηµείο ή άξονα (t = σταθερό) ενώ δx, δt→0. Οι προϋποθέσεις για σύ-
γκλιση των γραµµικών µ.δ.ε. δευτέρου βαθµού είναι γνωστές, στη περίπτωση όµως 
των µη-γραµµικών δ.ε. δεν έχουν καθορισθεί παρά µόνο σε ορισµένες περιπτώσεις. 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να γίνει αναφορά στο θεώρηµα ισοδυναµίας του Lax, το 
οποίο συµβάλλει σηµαντικά στην διερεύνηση της συµπεριφοράς των αριθµητικών 
λύσεων39. Το θεώρηµα διατυπώνεται ως εξής: 
 
Για ένα καλώς τεθειµένο γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών και µία γραµ-
µική προσέγγιση πεπερασµένων διαφορών σε αυτό, η οποία ικανοποιεί τη 
συνθήκη συµβατότητας, αναγκαία και επαρκής συνθήκη για να συγκλίνει η 
διαδικασία είναι η ευστάθειά της. 

 
∆εν θα προχωρήσουµε στην απόδειξη του θεωρήµατος, η οποία δίνεται στη βι-

βλιογραφία. Βλέπουµε ότι σε προβλήµατα αρχικών τιµών (µετάδοσης γενικά) αρκεί 
να διερευνηθεί το πρόβληµα της ευστάθειας του αλγορίθµου για να εξασφαλισθεί η 
σύγκλιση στη λύση της αρχικής δ.ε. Τέτοια προβλήµατα είναι για παράδειγµα της 
µετάδοσης θερµότητας, της δυναµικής απόκρισης κατασκευών σε δυναµικά επι-
βαλλόµενες φορτίσεις, κλπ. 

Κατά τον Hadamard, ένα πρόβληµα µαθηµατικής φυσικής είναι καλώς τεθει-
µένο40 εάν: 
 

1. Η λύση υπάρχει 
2. Η λύση είναι µοναδική, εφόσον υπάρχει 
3. Η εξάρτηση της λύσης από τα δεδοµένα είναι συνεχής (ευστάθεια) 

 
Η συνθήκη συµβατότητας που αναφέρθηκε στο θεώρηµα του Lax αφορά τη σύ-

γκλιση της αριθµητικής λύσης στην λύση της αρχικής διαφορικής εξίσωσης και όχι 
σε κάποια άλλη. Παρακάτω θα δοθεί ο γενικός ορισµός της συµβατότητας. 

Έστω L(U)=0 η µ.δ.ε. µε ανεξάρτητες µεταβλητές x και t, της οποίας η ακριβής 
λύση είναι U. Έστω επίσης ότι F(u)=0 είναι η προσεγγιστική λύση πεπερασµένων 
διαφορών µε ακριβή λύση u. 

Εάν v είναι συνεχής συνάρτηση των x και t µε επαρκή αριθµό συνεχών παραγώ-
γων έτσι ώστε να είναι δυνατός ο υπολογισµός της L(v) στο σηµείο (ih, ik), τότε, το 
σφάλµα αποκοπής Tij(v) στο σηµείο (ih, ik) ορίζεται από τη σχέση: 

 
                                                           
39 θεώρηµα ισοδυναµίας του Lax =Lax’ equivalence theorem 
40 καλώς τεθειµένο = well posed 
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 Ti,j(v)=Fij(v)-L(vi,j) (61) 
 
Εάν Tij(v)→0 καθώς h→0, k→0, η εξίσωση διαφορών είναι συµβατή µε την αρχική 
διαφορική εξίσωση. Το σφάλµα αποκοπής είναι λοιπόν µέτρο του σφάλµατος που 
προκύπτει από την αντικατάσταση της L(vi,j) από την Fij(v). Εάν θέσουµε v=U, 
εφόσον L(U)=0, τότε Tij(v)=Fi,j(v) και το σφάλµα αποκοπής συµπίπτει µε το τοπικό 
σφάλµα αποκοπής. Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση διαφορών είναι συµβατή εάν η 
οριακή τιµή του τοπικού σφάλµατος αποκοπής ισούται µε το µηδέν καθώς h→0, 
k→0. Το τοπικό σφάλµα αποκοπής41 είναι η διαφορά της προσεγγιστικής λύσης από 
την ακριβή λύση σε ένα συγκεκριµένο κόµβο του πλέγµατος (πεπερασµένων δια-
φορών) [8]. 
 
8.4 Ευστάθεια και σύγκλιση επαναληπτικών λύσεων 
 
Στο εδάφιο αυτό θα εξετάσουµε τη συµπεριφορά των στάσιµων γραµµικών επανα-
ληπτικών διαδικασιών και σε συνέχεια θα επεκταθούµε στη διερεύνηση της συµπε-
ριφοράς του αλγόριθµου της δυναµικής χαλάρωσης. Οι επαναληπτικές διαδικασίες 
είναι από τις πρώτες µεθόδους που εφαρµόσθηκαν για την επίλυση συστηµάτων 
εξισώσεων διότι ο αριθµός των αριθµητικών πράξεων είναι µικρότερος αυτού των 
αµέσων λύσεων. Συγκεκριµένα, για την απαλοιφή κατά Gauss απαιτούνται ST3/3 
πράξεις ενώ για επαναληπτικές λύσεις απαιτούνται περίπου ST2 πράξεις. Πιο σύγ-
χρονες άµεσες µέθοδοι που εκµεταλλεύονται τις ιδιότητες των αραιών µητρώων 
είναι βέβαια ταχύτερες. Η γενική µορφή του αλγορίθµου επαναληπτικών λύσεων 
είναι: 
 
 cx Hx += nn 1+  n = 0, 1, 2, . . . (62) 
 

Από το αρχικό διάνυσµα xn αποκτάται µέσω του µητρώου Η και του διανύσµα-
τος c το νέο διάνυσµα xn+1. Με τον ίδιο τρόπο αποκτώνται και οι επακόλουθοι όροι 
της σειράς. Εάν ο όρος xn+1  εξαρτάται µόνο από τον αµέσως προηγούµενό του, 
δηλαδή τον xn, τότε η διαδικασία χαρακτηρίζεται ως ενός βήµατος ή πρώτου βαθ-
µού. Το µητρώο Η είναι το χαρακτηριστικό µητρώο της επαναληπτικής διαδικασίας 
και διαφέρει για κάθε µέθοδο (Gauss-Seidel, Jacobi κλπ). 

Το αρχικό πρόβληµα για το οποίο απαιτείται λύση είναι η µητρωική εξίσωση Αx 
= b. Εάν Α είναι µη-µοναδιαίο, det[Α]≠0 και η επαναληπτική διαδικασία είναι συµ-
βατή µε την Αx = b εάν: 
 
 { } bAHI 1−= -c  (63) 
 
Το ότι ισχύει η σχέση αυτή προκύπτει εάν θεωρήσουµε ότι µετά τη σύγκλιση της 
διαδικασίας θα έχουµε: 
 
                                                           
41 τοπικό σφάλµα αποκοπής = local round-off error 
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 cx Hx +∞∞ =  (64) 
 
ή  { } ∞= xHIc -  (65) 
 
Εάν ∞x  είναι η λύση της Αx = b, δηλαδή ,= bAx 1−∞ τότε προκύπτει αµέσως η 
(65). Εάν {Ι-Η} είναι µη-µοναδιαίο, η επαναληπτική διαδικασία είναι συµβατή εάν: 
 
 { }cHIAb 1−-=  { } 0det ≠HI -  (66) 
 
Εάν πολλαπλασιάσουµε τα δύο σκέλη της εξίσωσης Αx = b µε HD-1, όπου D-1 είναι 
της ίδιας τάξης µε το Κ και περιλαµβάνει µόνο τους διαγώνιους όρους του Κ, θα 
έχουµε: 
 
 bHDAxHD 11 −− =  
 
και bHDxAxHDx 11 −− +=+  
 
Προκύπτει αµέσως η επαναληπτική διαδικασία [12]: 

 
 ( ) nn xAHDIbHDx  -+= - 111 −+  (67) 
 
όπου Η είναι το χαρακτηριστικό µητρώο της. Αφαιρώντας κατά µέλη τη σχέση 
x*=Α-1b από τη (67) αποκτάται η: 
 
 nn e Me =1+  (68) 
 
όπου *eee -= nn  και AHDIM 1−-= . Η σχέση αυτή συνδέει το σφάλµα σε 
διαδοχικά βήµατα της διαδικασίας. Μέτρο σύγκλισης της διαδικασίας θεωρείται ο 
βαθµός ελάττωσης του διανύσµατος σφάλµατος e. Εάν εκφράσουµε το βαθµό αυτό 
από τη σχέση: 
 
 nn ee = λ1+  (69) 
 
τότε, αντικαθιστώντας τη σχέση (69) στην (68) έχουµε το παρακάτω πρόβληµα 
ιδιοτιµών: 
 
 [ ] 0=- eMI λ  (70) 
 

Εάν το Μ είναι διαστάσεων ΝxΝ έχουµε Ν ιδιοτιµές λi και Ν ιδιοδιανύσµατα 
που καθορίζουν τον τρόπο σύγκλισης του διανύσµατος e στο µηδέν. Μόνο το 
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σφάλµα που εξαρτάται από τη µέγιστη ιδιοτιµή θα µας απασχολήσει διότι αυτό κα-
θορίζει και τον ασυµπτωτικό ρυθµό σύγκλισης της διαδικασίας. 
 
8.5 Ο αλγόριθµος της δυναµικής χαλάρωσης 
 
Ας ξαναθυµηθούµε τώρα τη διαδικασία της δυναµικής χαλάρωσης. Εάν αντικατα-
στήσουµε τη σχέση (14) στην σχέση (15) (Κεφάλαιο 11), θα έχουµε: 
 
 ( ) ( )nnnnn a AxDbDxxxx 1111 −−−+ ++ --= γ  (71) 
 

όπου 
( )
( )ρ

ρ
/2
/2

ch
cha

+
−

=  (72α) 

 

 ( )ρ
ργ
/2

/2 2

ch
h

+
=  (72β) 

 
Αφαιρώντας τη σχέση x*=Α-1b, από την (71), όπως προηγουµένως, βρίσκουµε 

το διάνυσµα του σφάλµατος: 
 
 nnnnn aa Beeeee  11 γ--=- −+  (73) 
 
όπου Β = D-1-A. Η παραπάνω σχέση γράφεται και ως: 
 
 [ ] 11   ++ nnn aeeBIe --= γβ  (74) 
  
και β = α+1. Η (74) γράφεται και ως: 
 
 121  −+ n

DR
n

DR
n eee  = = λλ  (75) 

 
Μπορούµε τώρα να διατυπώσουµε το πρόβληµα διερεύνησης των συνθηκών 

ευστάθειας του αλγορίθµου µε τη µορφή ανεύρεσης ιδιοτιµών, εάν αντικαταστή-
σουµε τις σχέσεις αυτές στην (74), 
 

 0=+ eBI ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
  

  

DR

2
DR

2

γλ
βλλ aDR  (76) 

 
Εάν λiB είναι οι Ν ιδιοτιµές του Β που δίνονται από την: 

 
 [ ] 0=- eBI   Bλ  (77) 
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τότε από τις σχέσεις (76) και (77) προκύπτει: 
 
 ( ) 0     DRB

2
DR =+−− aλλγβλ  (78) 

 
Οι ρίζες της παραπάνω δευτεροβάθµιας εξίσωσης είναι: 
 
(α) Συζυγείς µιγαδικές εάν (β - γλB)/2 < α 
(β) ∆ύο πραγµατικές ίσες εάν (β - γλB)/2 = α 
(γ) ∆ύο πραγµατικές άνισες εάν (β - γλB)/2 > α 
 

Στην περίπτωση (α) το απόλυτο µέγεθος |λDR| είναι ανεξάρτητο της λDR και δίνε-
ται από τη σχέση:  
 

 
( )
( )ρ

ρλ
/2
/2 DR ch

cha
+
−

==  (79) 

 
Οι ρίζες θα είναι πραγµατικές εάν: 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ρ

λ
ρ

λ
ρ

2
Bh

2
Bh

2
 4 ch

 (80) 

 
ενώ για δύο άνισες πραγµατικές ρίζες το απόλυτο µέγεθος της µεγαλύτερης των 
δύο δίνεται από τη σχέση: 
 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−+−
+

= 2

222
B

42
B

2
B

DR
 4  2

2

1 
ρρ

λ
ρ

λ
ρ

λ

ρ

λ hchhh
ch (81) 

 
Οι βέλτιστες παράµετροι είναι αυτές που αντιστοιχούν στη βέλτιστη ασυµπτωτική 
σύγκλιση ή στην ελάχιστη τιµή της |λDR|. Από το Σχήµα 7 προκύπτει ότι για µία δε-
δοµένη τιµή του λόγου λBh2/ρ, η ελάχιστη τιµή της |λDR| αντιστοιχεί σε δύο ίσες 
πραγµατικές ρίζες. Συνεπώς η τιµή του λόγου ch/ρ που αντιστοιχεί στο σηµείο αυτό 
αντιστοιχεί στην κατάσταση της κρίσιµης απόσβεσης. Στο Σχήµα 8 περιγράφεται 
γραφικά η σχέση της |λDR| µε την ποσότητα λBh2/ρ. Συµπεραίνουµε ότι για κρίσιµη 
απόσβεση οι δύο ίσες ρίζες είναι συµµετρικές περί το σηµείο λΒh2/ρ=2. Πα-
ρατηρούµε επίσης ότι οι ρίζες αντιστοιχούν στην µέγιστη και στην ελάχιστη 
ιδιοτιµή του Β. Άρα, η ποσότητα h2/ρ επιλέγεται έτσι ώστε οι δύο παράµετροι 
λBmaxh2/ρ και λBminh2/ρ να είναι συµµετρικές περί το 2,0. Αυτό επιτυγχάνεται µε την 
παρακάτω σχέση: 
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BminBmax

2

  
4
λλρ +

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

opt

h
 (82) 

 
Κάνοντας τότε χρήση της (82), η (80) δίνει τη βέλτιστη τιµή για την παράµετρο 
ch/ρ: 
 

 
BminBmax

BminBmax

  
  4

λλ
λλ

ρ +
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

opt

ch
 (83) 

 
Για αυτή την τιµή του λόγου ch/ρ, ο ρυθµός σύγκλισης όλων των συνιστωσών του 
σφάλµατος θα είναι ο ίδιος. Εάν αντικαταστήσουµε τώρα την τιµή αυτή στην (80) 
θα έχουµε: 
 

 
1
1

 DR +
−

=
p
p

opt
λ  (84) 

 
όπου p είναι ο λόγος της µέγιστης προς την ελάχιστη ιδιοτιµή (λmax/λmin) του µη-
τρώου Β (αριθµός κατάστασής του).  
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Σχήµα 7 Σχέση ασυµπτωτικής σύγκλισης και λBh2/ρ 
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min λ 

λ 

πραγµατικό

πραγµατικές, ίσες ρίζες

λΒ
h
ρ

2

ch
ρ  

 
Σχήµα 8 Κρίσιµη τιµή της |λDR| 

 
Η διαδικασία θα είναι ευσταθής εφόσον η µέγιστη τιµή |λi| της σχέσης (71) είναι 

µικρότερη της µονάδας. Εάν είναι µεγαλύτερη, αυτό σηµαίνει ότι αυξάνεται 
τουλάχιστον µία από τις συνιστώσες του συνολικού σφάλµατος σε κάθε βήµα. Ο 
αριθµός των βηµάτων που θα απαιτηθούν για να γίνει εµφανής η αστάθεια θα εξαρ-
τηθεί από το συνολικό αριθµό των συνιστωσών του ολικού σφάλµατος που υπερ-
βαίνουν τη µονάδα, ως επίσης και από τις αρχικές τιµές των συνιστωσών αυτών 
[12]. 

Από το Σχήµα 7 φαίνεται ότι |λDR|<1 για κάθε τιµή του ch/ρ ενώ από το Σχήµα 8 
συµπεραίνουµε ότι θα προκύψει αστάθεια εάν η παράµετρος h2/ρ επιλεγεί έτσι 
ώστε λBmaxh2/ρ>4. Για να είναι ευσταθής η λύση, η µέγιστη ιδιοτιµή λΒmax πρέπει να 
είναι άνω όριο των ιδιοτιµών του µητρώου ακαµψίας D-1A. Ένας άλλος τρόπος εί-
ναι να ελαττωθεί το µέγεθος του χρονικού βήµατος h, ή αντίστοιχα να αυξηθεί ο 
συντελεστής ρ. Η ελάχιστη ιδιοτιµή λBmin δεν επηρεάζει την ευστάθεια και ο υπο-
λογισµός της συµβάλλει απλά στην βέλτιστη σύγκλιση της διαδικασίας. 
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