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Η χρήση της ΜΠΣ κατά τη µελέτη των  
κατασκευών 
 
 
1. Επιλογή υπολογιστικού εργαλείου  
 
Κατά την πρώτη περίοδο εφαρµογής της, η ΜΠΣ χρησιµοποιήθηκε αποκλειστικά 
για την ανάλυση της συµπεριφοράς των κατασκευών, σε προβλήµατα στα οποία οι 
συµβατικές µέθοδοι δεν ήσαν σε θέση να αποδώσουν λύσεις µε επαρκή ακρίβεια, 
ή είχαν αποδειχθεί ακατάλληλες. Οι πραγµατικές κατασκευές λειτουργούν υπό 
συνθήκες που δύσκολα προσοµοιώνονται µε µαθηµατικό µοντέλο. Η ικανότητα 
του µελετητή έγκειται τότε στον προσδιορισµό εκείνων των χαρακτηριστικών της 
συµπεριφοράς που κυριαρχούν, και στην απόδοσή τους µε επαρκή ακρίβεια.  

Τα τελευταία χρόνια, η ΜΠΣ µπορεί πλέον να συνδυασθεί και µε άλλα εργα-
λεία (π.χ. προγράµµατα σχεδιασµού όπως το AutoCad, κώδικες βελτιστοποίησης, 
κώδικες αξιοπιστίας) για χρήση στο σχεδιασµό κατασκευών. Έτσι, ο σύγχρονος 
µελετητής έχει τη δυνατότητα να κάνει αποδοτικά συστηµατική χρήση των προ-
χωρηµένων υπολογιστικών εργαλείων και στο στάδιο του σχεδιασµού της κατα-
σκευής. Στο παρόν κεφάλαιο θα αρκεσθούµε στην περιγραφή της χρήσης των προ-
γραµµάτων ΠΣ στη µελέτη κατασκευών στο ελαστικό, στατικό πεδίο απόκρισης. 
Πολλά όµως από αυτά που θα αναφερθούν αφορούν τη µελέτη των κατασκευών 
γενικότερα (θερµικά πεδία, µη-γραµµική απόκριση, δυναµική απόκριση, κλπ). 

Απάντηση στο ερώτηµα για το αν θα πρέπει να γίνει χρήση κάποιου διαθέσιµου 
κώδικα ή θα πρέπει να συνταχθεί νέος κώδικας, δίνεται εύκολα για την πλειοψηφία 
των περιπτώσεων. Κατά κανόνα, ο µελετητής ενδιαφέρεται για τη διερεύνηση της 
συµπεριφοράς µιας υπάρχουσας κατασκευής ή για το σχεδιασµό µιας νέας κατα-
σκευής, που πιθανόν να διαθέτει και κάποια στοιχεία καινοτοµίας. Σε αυτές τις 
περιπτώσεις, οι διαθέσιµοι κώδικες καλύπτουν τις απαιτήσεις, και το ζήτηµα µετα-
τίθεται τότε στην επιλογή ενός κατάλληλου κώδικα. Στο θέµα αυτό θα επανέλ-
θουµε παρακάτω. Στην περίπτωση όµως που το ζητούµενο είναι η διερεύνηση κά-
ποιου εξειδικευµένου προβλήµατος για το οποίο οι διαθέσιµοι κώδικες έχουν απο-
δειχθεί ανεπαρκείς, θα πρέπει να ληφθεί η απόφαση σύνταξης νέου κώδικα. Ο µε-
λετητής που θα ακολουθήσει αυτό το δρόµο θα πρέπει να διαθέτει σοβαρή κατάρ-
τιση στο συγκεκριµένο πρόβληµα καθώς επίσης και στη θεωρία των πεπερασµέ-
νων στοιχείων. Η σύνταξη ενός νέου κώδικα είναι µια επίπονη και χρονοβόρα δια-
δικασία που απαιτεί διεξοδικούς ελέγχους αξιοπιστίας και ακρίβειας σε κάθε στά-
διο εξέλιξής του. 

Γενικά µπορούµε να πούµε ότι οι κώδικες που αναπτύχθηκαν τα τελευταία χρό-
νια καλύπτουν πλέον ένα ευρύ φάσµα των απαιτήσεων του επαγγελµατία µηχανι-
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κού, σε πολλές δε περιπτώσεις δίνουν τη δυνατότητα ενασχόλησης µε θέµατα που 
στο παρελθόν ήσαν απρόσιτα στο επίπεδο του µελετητικού γραφείου. 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων είναι µια λύση στην οποία καταφεύ-
γουµε όταν τα διαθέσιµα εργαλεία είτε α) δεν είναι σε θέση να προσφέρουν την 
απαιτούµενη ακρίβεια είτε β) δεν είναι σε θέση να δώσουν λύση στο συγκεκριµένο 
πρόβληµα. Παραδείγµατα αυτών είναι αντίστοιχα α) τα εντατικά πεδία που ανα-
πτύσσονται στις υπερκατασκευές των πλοίων, λόγω της πολυπλοκότητας της κα-
τασκευής αλλά και της φόρτισης των υπερκατασκευών κατά µήκος των σηµείων 
στήριξης στο κατάστρωµα αντοχής και β) το εντατικό πεδίο στη περιοχή γωνίας 
αµπαριού πλοίου όταν υπάρχει και θερµικό πεδίο, λόγω της µη-γραµµικής επίδρα-
σης του κάθε ενός πεδίου στα υπόλοιπα (θερµικές τάσεις, τάσεις λόγω διαµήκους 
κάµψης του πλοίου, τάσεις λόγω στρέβλωσης της εγκάρσιας τοµής, επίδρασης της 
µορφολογίας σε τοπικό επίπεδο κ.ά.). 
 
 
2. Κώδικες για τη γραµµική ελαστική µελέτη των κατασκευών 
 
Ο αριθµός των διαθέσιµων κωδίκων που κρίνονται κατάλληλοι για τη µελέτη κα-
τασκευών στη γραµµική ελαστική περιοχή είναι σήµερα πολύ µεγάλος. Ο ενδιαφε-
ρόµενος αγοραστής µπορεί να συµβουλευθεί: 
 
α) Πληροφορίες από προµηθευτές 
β) ∆ιευθύνσεις στο διαδίκτυο, όπως οι παρακάτω: 
 
http://www.engr.usask.ca/%7Emacphed/finite/fe_resources/fe_resources.html 
http://ohio.ikp.liu.se/fe/publ.html 
http://www.nafems.org/ 
 
Επειδή οι διευθύνσεις στο διαδίκτυο αλλάζουν συχνά αλλά και επειδή ο αριθµός 
τους αυξάνεται συνεχώς, δεν κρίνεται σκόπιµο να δοθεί κατάλογος εδώ.  
 
γ)  Αξιολογήσεις κωδίκων από φορείς όπως το National Association for Finite Ele-

ment Methods and Standards (NAFEMS). Το NAFEMS έχει καταρτίσει τυπο-
ποιηµένους ελέγχους επίδοσης κωδίκων και δηµοσιεύει σε τακτά χρονικά δια-
στήµατα τα αποτελέσµατα των ελέγχων αυτών (benchmark studies). Μερικές 
άλλες αξιολογήσεις κωδίκων περιλαµβάνονται στα άρθρα [1-7] της βιβλιογρα-
φίας. 

δ)  Περιγραφές συγκεκριµένων κωδίκων σε βιβλία και άρθρα δηµοσιευµένα σε 
έγκριτα επιστηµονικά περιοδικά, όπως π.χ. το [8].  

 
Για τη γραµµική ελαστική ανάλυση κατασκευών µπορούµε να πούµε ότι οι κώδι-
κες είναι γενικά αξιόπιστοι και ακριβείς, και η προσοχή του αγοραστή εστιάζεται 
στις δυνατότητες παρουσίασης των αποτελεσµάτων (γραφικά εργαλεία) και την 
ευκολία χρήσης. 
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3. Καθορισµός του προβλήµατος 
 
Ο µελετητής της συµπεριφοράς µιας κατασκευής ή γενικότερα, ενός φαινοµένου 
που διέπεται από τη λύση µιας διαφορικής εξίσωσης, απαιτείται να διαθέτει µια σε 
βάθος γνώση του αντίστοιχου φυσικού φαινοµένου. Έτσι, για τη µελέτη των κατα-
σκευών απαιτείται υπόβαθρο στη µηχανική των κατασκευών ενώ σε προβλήµατα 
ρευστών απαιτείται αντίστοιχο υπόβαθρο στη µηχανική των ρευστών. Μόνο τότε 
µπορούν να τεθούν τα απαραίτητα ερωτήµατα που αφορούν το είδος της απαιτού-
µενης µελέτης (π.χ. χρονική εξάρτηση της συµπεριφοράς, επάρκεια ελαστικής 
ανάλυσης, επίδραση θερµικού πεδίου, φύση οριακών συνθηκών κλπ) αλλά και να 
γίνει η κατάλληλη αξιολόγηση των αποτελεσµάτων που θα επακολουθήσει. ∆εν 
αρκεί δηλαδή η ανάπτυξη ενός πλέγµατος και η λειτουργία ενός διαθέσιµου προ-
γράµµατος.  

Η ικανότητα του χρήστη έγκειται λοιπόν στην κατανόηση του φυσικού προ-
βλήµατος και στην κατάλληλη χρήση των υπολογιστικών εργαλείων που διατίθε-
νται. Παρακάτω θα περιγραφεί η διαδικασία εκπόνησης µιας τυπικής µελέτης µε 
διαθέσιµο κώδικα, επισηµαίνοντας τα κυριότερα σηµεία στα οποία θα πρέπει να 
δοθεί προσοχή από το χρήστη, είτε αυτός είναι έµπειρος είτε όχι. 

Είναι απαραίτητο ο χρήστης να γνωρίζει τις βασικές παραδοχές των θεωριών 
που χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της συµπεριφοράς των διαφόρων στοι-
χείων της κατασκευής, διότι έτσι είναι σε θέση αφενός µεν να τη χρησιµοποιεί κα-
τάλληλα αφετέρου δε να επιλέγει το κατάλληλο στοιχείο για την προσοµοίωση της 
συµπεριφοράς της. Έτσι, καθίσταται απαραίτητη η εξοικείωση µε την κλασσική 
θεωρία της µηχανικής των κατασκευών, συµπεριλαµβανοµένων και των αρχικών 
παραδοχών που γίνονται σε κάθε περίπτωση. 

Κατά τη χρήση προγραµµάτων ΠΣ, απαιτείται προσεκτική εξοικείωση µε τη 
λειτουργία τους µέσω των εγχειριδίων, για να γίνει κατανοητή η συµπεριφορά των 
διαφόρων αριθµητικών εργαλείων. ∆ιαφορετικά, η άκριτη χρήση του λογισµικού ή 
η χρήση παραδοχών που δεν αντιστοιχούν στη συγκεκριµένη περίπτωση θα έχει 
οδυνηρές επιπτώσεις κατά την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων. 

Κλείνοµε στο σηµείο αυτό µε την παρατήρηση ότι η επιτυχής χρήση της ΜΠΣ 
απαιτεί όχι µόνο το κατάλληλο θεωρητικό υπόβαθρο αλλά και πείρα, η οποία συµ-
βάλλει στην αποδοτική χρήση και την αποφυγή λαθών. Σε αυτή την κατεύθυνση 
θα συµβάλλει και το περιεχόµενο του παρόντος κεφαλαίου, που εστιάζεται στη 
παράθεση τεχνικών που θα διευκολύνουν την αποτελεσµατική χρήση της µεθόδου. 
 
 
4. Ανάπτυξη και διάταξη του πλέγµατος 

 
Θα πρέπει να γίνει αντιληπτό ότι η πραγµατική κατασκευή και το περιβάλλον λει-
τουργίας της (συνοριακές συνθήκες, φορτίσεις) αντικαθίστανται από ένα µαθηµα-
τικό πρότυπο, οι λύσεις του οποίου αναµένεται ότι θα είναι αντίστοιχες µε τη συ-
µπεριφορά της κατασκευής. Στην πραγµατικότητα όµως, η κατασκευή δεν είναι 
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ένα άθροισµα στοιχείων, ούτε στηρίζεται σε πακτώσεις και απλές εδράσεις, ούτε 
τέλος φέρει σηµειακές ή άλλου είδους ιδεατές φορτίσεις. 

Κατά την επίλυση προβληµάτων µε τη ΜΠΣ, ο µελετητής αντιµετωπίζει αντιτι-
θέµενες απαιτήσεις. Από τη µια πλευρά ζητιέται επαρκής ακρίβεια ενώ από την 
άλλη, περάτωση της µελέτης σε αποδεκτά χρονικά όρια. Η κρίση και εµπειρία του 
µελετητή παίζουν τότε σηµαντικό ρόλο στην κατάστρωση της διαδικασίας επίλυ-
σης του προβλήµατος και στην ταυτόχρονη διασφάλιση επαρκούς ακρίβειας. 

Στα αρχικά στάδια µιας µελέτης είναι φρόνιµο να δηµιουργείται ένα αραιό 
πλέγµα, που µπορεί να µην έχει την τελική απαιτούµενη ακρίβεια, αλλά που µπο-
ρεί να αναπτυχθεί περαιτέρω κατά τον ενδεικνυόµενο τρόπο. Θα πρέπει δηλαδή ο 
µελετητής να είναι έτοιµος να αναθεωρεί τα αποτελέσµατά του όσο προχωρεί η 
µελέτη. Η κάθε µια διακριτοποίηση περιέχει πληροφορίες που τον καθοδηγούν ως 
προς το πως θα προκύψει περαιτέρω βελτίωση. Έτσι, όταν παρατηρούνται ρα-
γδαίες µεταβολές στις τιµές κάποιας µεταβλητής (π.χ. τάσεις), επιβάλλεται περαι-
τέρω διακριτοποίηση στις περιοχές αυτές του πλέγµατος, για να περιγραφεί µε την 
απαιτούµενη ακρίβεια η πραγµατική συµπεριφορά. 

Επίσης, θα πρέπει να εξετάζεται η δυνατότητα χρήσης απλουστευτικών παρα-
δοχών ως προς τη συµπεριφορά της κατασκευής και αντίστοιχα και των πεπερα-
σµένων στοιχείων, που επιφέρει µείωση του χρόνου τρεξίµατος αλλά και των πι-
θανών σφαλµάτων κατά την εκπόνηση και αξιολόγηση της µελέτης. Για παρά-
δειγµα, η χρήση της επίπεδης εντατικής κατάστασης έχει ευρεία εφαρµογή στις 
λεπτότοιχες κατασκευές. Με τον τρόπο αυτό, αποφεύγεται η χρήση σύνθετων 
στοιχείων στα οποία λαµβάνονται υπόψη τα τριαξονικά εντατικά πεδία, που επη-
ρεάζουν τη συµπεριφορά σε ειδικές µόνο περιπτώσεις. 

Η διακριτοποίηση της κατασκευής είναι µια διαδικασία που πρέπει να γίνεται 
στο χαρτί, πριν πλησιάσουµε τον υπολογιστή. Η διαδικασία περιλαµβάνει τα πα-
ρακάτω στάδια: 
 
1. Καθορισµός γεωµετρίας, φορτίων, και στηρίξεων 
2. Επιλογή κατάλληλων πεπερασµένων στοιχείων 
3. Καθορισµός και αρίθµηση κόµβων και στοιχείων 
4. Καθορισµός ιδιοτήτων γεωµετρίας και υλικού 
5. Επιβολή οριακών συνθηκών και εξωτερικών φορτίσεων 
6. ∆ηµιουργία µοντέλου (προτύπου) στον υπολογιστή 
 
Παρακάτω θα αναφερθούµε σε κάθε ένα από τα στάδια αυτά ξεχωριστά. 
 
4.1 Καθορισµός γεωµετρίας, φορτίων, και στηρίξεων 
 
Η µορφή του προτύπου της κατασκευής και των πεπερασµένων στοιχείων ορίζο-
νται αποκλειστικά µε τις θέσεις των κόµβων του πλέγµατος. Έτσι, θα πρέπει να 
εξασφαλισθεί ότι οι θέσεις των κόµβων περιγράφουν µε τη δέουσα ακρίβεια τη 
µορφή της πραγµατικής κατασκευής, (ιδιαίτερα τις καµπύλες επιφάνειες και τις 
περιοχές µε ασυνέχειες). 
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Σχήµα 1 Αρχικό σκαρίφηµα κατασκευής (κρίκος) 
 

   
 
 (α) Αξονική συµµετρία (β) Επίπεδη συµµετρία 

   
 
 (γ) Συµµετρία εκ περιστροφής (δ) Επαναληπτική συµµετρία 
 

Σχήµα 2 Τα τέσσερα είδη συµµετρίας [8] 
 

Αρχικά λοιπόν σχεδιάζεται ένα σκαρίφηµα στο οποίο δείχνονται οι γωνίες, οι 
ασυνέχειες, τα σηµεία στήριξης, τα σηµεία και γενικά οι περιοχές επιβολής εξωτε-
ρικών φορτίσεων. Στο Σχήµα 1 δείχνεται ένα τέτοιο σκαρίφηµα. 
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Σε δεύτερο στάδιο εξετάζεται η δυνατότητα χρήσης συνθηκών συµµετρίας. 
Τα είδη συµµετρίας περιγράφονται στο Σχήµα 2. 
Η χρήση συνθηκών συµµετρίας θα πρέπει να λαµβάνεται υπόψη και κατά την 

επιβολή της εξωτερικής φόρτισης και των οριακών συνθηκών. 
Στο επόµενο στάδιο, θα πρέπει να καθορίζεται το γενικό σύστηµα αναφοράς και η 
αρχή των αξόνων. Η κατάλληλη επιλογή σηµείου αρχής των αξόνων µπορεί να 
απλοποιήσει σε σηµαντικό βαθµό την αρίθµηση των κόµβων και των στοιχείων. 
Για προβλήµατα που διαθέτουν συµµετρία, η αρχή θα πρέπει να συµπίπτει µε 
άξονα συµµετρίας. Σε προβλήµατα µε εκ περιστροφής και ορθογώνια συµµετρία 
εξυπηρετεί η αρχή των αξόνων να συµπίπτει µε το κέντρο συµµετρίας, και έτσι 
αποφεύγεται η χρήση τοπικού συστήµατος αναφοράς. Η επιλογή συστήµατος ανα-
φοράς γενικά εξαρτάται από το χρήστη, αλλά σε ορισµένες περιπτώσεις οι κώδικες 
έχουν συγκεκριµένες απαιτήσεις. 

Όταν δείχνονται οι οριακές συνθήκες στο αρχικό σκαρίφηµα, εξυπηρετεί η 
χρήση κάποιας αναγνωρισµένης γραφικής σύµβασης (π.χ. στο Σχήµα 1, η πακτω-
µένη στήριξη δείχνεται σκιαγραφηµένη). 
 
4.2 Επιλογή κατάλληλων πεπερασµένων στοιχείων 

 

 
 

Σχήµα 3 Κατανοµή παραµορφώσεων σε ευθύγραµµη διατοµή και σε  
καµπύλη διατοµή λόγω κάµψης 

 
 

Σχήµα 4 Τοπική συµπεριφορά καµπύλης δοκού υπό κάµψη 
 
Η επιλογή των κατάλληλων πεπερασµένων στοιχείων απαιτεί κατανόηση της συ-
µπεριφοράς της κατασκευής αλλά και των διατιθέµενων στοιχείων. Ας εξετάσουµε 
ένα απλό παράδειγµα που αφορά την καθαρή κάµψη µιας πρισµατικής διατοµής. 
Γνωρίζουµε ότι στην ευθύγραµµη διατοµή οι παραµορφώσεις µεταβάλλονται 
γραµµικά κατά το πάχος. Είναι γνωστό επίσης ότι τα τριγωνικά στοιχεία σταθερής 
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παραµόρφωσης1 δεν είναι κατάλληλα, σε αντίθεση µε τα ορθογωνικά στοιχεία Q6 
και Q8 που διαθέτουν απόλυτη ακρίβεια. Στην περίπτωση της καµπύλης διατοµής, 
η παραµόρφωση δεν µεταβάλλεται γραµµικά κατά το πάχος. Τα στοιχεία Q6 έχουν 
τότε µεγαλύτερο σφάλµα από τα στοιχεία Q8, διότι στα στοιχεία Q8 η 
παραµόρφωση εθ έχει δευτεροτάξια µεταβολή και όχι γραµµική όπως στα Q6. 

Η επιλογή µεταξύ στοιχείου-ελάσµατος και στοιχείου-κελύφους για εκτεταµέ-
νες κατασκευές δεν είναι πάντοτε ξεκάθαρη, ειδικά σε περιπτώσεις που προκύπτει 
κάµψη. Στα µεµβρανικά στοιχεία-ελάσµατα δε λαµβάνεται υπόψη η µεταβολή της 
τάσης κατά το πάχος του ελάσµατος. Η παραδοχή αυτή ισχύει εφόσον το πάχος 
είναι µικρότερο των άλλων διαστάσεων. Στην περίπτωση των δοχείων και των κυ-
λινδρικών διατοµών, απαιτούνται στοιχεία-κελύφη όταν ro/t>10, όπου ro είναι η 
εξωτερική ακτίνα και t είναι το πάχος. Εάν ro/t≤10, πρέπει να χρησιµοποιούνται 
στοιχεία παχιά κελύφη ή τρισδιάστατα στοιχεία. Γενικά, τα στοιχεία-ελάσµατα 
χρησιµοποιούνται όταν b/t>10, όπου b είναι η µικρότερη διάσταση του στοιχείου. 

Θα πρέπει επίσης να λαµβάνεται υπόψη και η µορφή των διαφόρων τµηµάτων 
που απαρτίζουν την κατασκευή. Έτσι, κατασκευές που αποτελούνται από πρισµα-
τικές δοκούς και ραβδωτούς φορείς, πρέπει να αναπαριστώνται µε στοιχεία-δο-
κούς. Στην περίπτωση των ραβδωτών φορέων οι ροπές στα άκρα των στοιχείων-
δοκών µηδενίζονται. Στην περίπτωση όµως της πλατύπελµης δοκού, που συναντιέ-
ται σε µεγάλη έκταση στις ναυπηγικές κατασκευές, προκύπτει το φαινόµενο της 
υστέρησης διάτµησης, που προκαλεί αποκλίσεις στην κατανοµή των ορθών τά-
σεων από τη γραµµική συµπεριφορά2. Για να µπορέσει το αριθµητικό µοντέλο να 
αναπαραστήσει τη µη-γραµµικότητα στην κατανοµή των ορθών τάσεων θα πρέπει 
η πρισµατική διατοµή να διακριτοποιηθεί µε στοιχεία-ελάσµατα δύο διαστάσεων 
έτσι ώστε να προκύψει διατµητική τάση κατά µήκος του άξονα σύνδεσης του κορ-
µού µε το πέλµα. 

Στην περίπτωση καµπύλης δοκού µε διατοµή Η, (Σχήµα 4), τα πέλµατα µετα-
τοπίζονται στην ακτινική κατεύθυνση κατά την κάµψη. Η συµπεριφορά αυτή µπο-
ρεί να εξηγηθεί εξετάζοντας ένα στοιχείο της διατοµής γωνίας dθ. Η τάση κατά 
την κατεύθυνση της περιφέρειας σθ έχει µια συνιστώσα κατά µήκος της ακτίνας η 
οποία ωθεί το εξωτερικό πέλµα προς τα έξω ενώ έλκεται το έσω πέλµα. Το αντί-
θετο συµβαίνει όταν αλλάζει η φορά της εξωτερικής καµπτικής ροπής. Σε κάθε 
περίπτωση, αναπτύσσονται διαµήκεις καµπτικές τάσεις σz κάθετα στο πέλµα. Οι 
τάσεις αυτές µπορεί να είναι µεγαλύτερες και της σθ. Η συµπεριφορά της κατα-
σκευής δεν µπορεί να αναπαρασταθεί µε στοιχεία-κελύφη, που διαθέτουν µεµβρα-
νική αλλά και καµπτική ακαµψία. Αντίστοιχη συµπεριφορά επιδεικνύει και µία 
λεπτότοιχη κυλινδρική διατοµή. Η διατοµή παραµορφώνεται κατά την κάµψη και 
απαιτούνται στοιχεία-κελύφη για τη σωστή µελέτη τους. Το πρόβληµα σε αυτή την 
περίπτωση επιλύνεται µε χρήση ειδικά συνταγµένων στοιχείων-σωλήνων3. Γενικά 
ο χρήστης προγραµµάτων ΠΣ θα πρέπει να είναι εξοικειωµένος µε τη θεωρία κε-

                                                           
1 τριγωνικό στοιχείο σταθερής παραµόρφωσης = constant strain triangle element (CST) 
2 για την περιγραφή του φαινοµένου της υστέρησης διάτµησης βλέπε: Π. Α. Καρύδη Η Μεταλλική 
Κατασκευή του Πλοίου. Θέµατα Τοπικής Αντοχής, Αθήνα 2000 (Κεφ. 3). 
3 στοιχείο σωλήνας = pipe bending element 
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λυφών στο βαθµό που να αναγνωρίζει πότε οι διαµήκεις καµπτικές τάσεις4 είναι 
υπολογίσιµες. 

Μη-γραµµικά φαινόµενα προκύπτουν όταν η επιφάνεια που παραλαµβάνει το 
φορτίο παραµορφώνεται σε µη-αναπτυκτή επιφάνεια. Σε αυτή την περίπτωση 
απαιτούνται στοιχεία-κελύφη. Η απόκριση είναι µη-γραµµική επίσης όταν ένας 
πρισµατικός φορέας που φέρει αξονικό θλιπτικό φορτίο έχει ατέλειες, ή φορτίζεται 
έκκεντρα. 

Εάν δεν είναι κατάλληλα τα στοιχεία-δοκοί και τα στοιχεία-ελάσµατα, θα πρέ-
πει να εξετασθεί η δυνατότητα χρήσης απλουστευτικών παραδοχών (επίπεδη εντα-
τική κατάσταση, αξονική συµµετρία κλπ). Εάν µπορούν να γίνουν αντίστοιχες πα-
ραδοχές, µπορεί να αναπαρασταθεί η κατασκευή σε δύο διαστάσεις κάνοντας 
χρήση στοιχείων-ελασµάτων ή αξονο-συµµετρικών στοιχείων. 

Εκτός όµως της µορφής των στοιχείων ανακύπτουν και άλλα εξ’ ίσου σηµα-
ντικά θέµατα όπως ο αριθµός και οι θέσεις των κόµβων σε κάθε στοιχείο, καθώς 
επίσης και οι τρόποι παραµόρφωσης των στοιχείων, που καθορίζονται από τα πε-
δία µετατοπίσεων στα οποία θεµελιώνεται η συµπεριφορά τους. Το τελευταίο ζή-
τηµα έχει ιδιαίτερη σηµασία καθώς ορίζει το πως µπορεί και πως δεν µπορεί να 
συµπεριφερθεί ένα συγκεκριµένο στοιχείο. Όσον αφορά τις θέσεις των κόµβων, 
γενικά µπορούµε να πούµε ότι για εκτεταµένα στοιχεία, (ελάσµατα, κελύφη), όταν 
υπάρχουν κόµβοι στα σηµεία που διχοτοµούν τις πλευρές καθώς επίσης και στο 
εσωτερικό, βελτιώνεται η συµπεριφορά τους και δεν επηρεάζονται από µεγάλους 
λόγους πλευρών ή οξείες (αµβλείες) γωνίες. 

Για να αναπαρασταθούν τα σηµεία στήριξης πιθανόν να χρειασθούν στοιχεία 
ελατήρια ή στοιχεία ακαµψίας. Εάν είναι γνωστή η ακαµψία των σηµείων στήρι-
ξης, θα πρέπει να καταγράφεται στο αρχικό σκαρίφηµα της κατασκευής. 

Γενικά πάντως ο µελετητής θα πρέπει να ακολουθεί τις δυνατότητες που παρέ-
χει ο κώδικας που έχει επιλεγεί. Για το λόγο αυτό κατά την επιλογή του κώδικα θα 
πρέπει να εξετάζονται και οι δυνατότητες αναπαράστασης των διαφόρων κατα-
σκευών. 

Τα παραπάνω παραδείγµατα υπογραµµίζουν το γεγονός ότι απαιτείται σε βάθος 
κατανόηση της συµπεριφοράς των κατασκευών. Όλα τα τµήµατα από τα οποία 
αποτελούνται οι κατασκευές εκτείνονται στον τρισδιάστατο χώρο και έτσι η χρήση 
διδιάστατων ή µονοδιάστατων προσεγγίσεων απαιτεί τη δέουσα προσοχή. 
 
4.3 Κόµβοι και στοιχεία 
 
Στο στάδιο αυτό δεν διαθέτουµε παρά ένα αρχικό σκαρίφηµα που περιλαµβάνει 
ορισµένες βασικές πληροφορίες σχετικά µε το υπό µελέτη πρόβληµα. Έχουµε επί-
σης επιλέξει τα είδη των στοιχείων που κρίνονται κατάλληλα. Θα πρέπει συνεπώς 
άµεσα να καθορίσουµε τη διάταξη των κόµβων που ταιριάζει µε τα στοιχεία που 
επιλέχθηκαν και που διασφαλίζει επαρκή διακριτοποίηση για το ζητούµενο βαθµό 
ακρίβειας. Παρακάτω δίνονται ορισµένες κατευθύνσεις που συνιστούν καλή πρα-
κτική. 
                                                           
4 διαµήκης καµπτική τάση = flexural stress 
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1. Στις περιπτώσεις που ασκούνται σηµειακές φορτίσεις ή έχει ασυνέχειες η 
κατασκευή, εφαρµόζεται η αρχή του Saint Venant για να εκτιµηθεί η έκταση 
του πυκνού πλέγµατος που θα απαιτηθεί στην περιοχή του φορτίου ή της ασυ-
νέχειας. 

2. Κατά κανόνα, απαιτείται πιο πυκνό πλέγµα κατά την ανάλυση των τάσεων απ΄ 
ότι για την ανάλυση των πεδίων των µετατοπίσεων. Σε ορισµένες περιπτώσεις 
απαιτείται επίσης και µελέτη σύγκλισης. 

3. Θέτουµε κόµβους στα σηµεία στήριξης, στα σηµεία επιβολής φορτίου και σε 
άλλα σηµεία όπου απαιτούνται αποτελέσµατα όπως π.χ. µετατοπίσεις, θερµο-
κρασία κλπ. Εάν εκπονείται µελέτη ταλαντώσεων, θα πρέπει να υπάρχει επαρ-
κής αριθµός κόµβων για την αναπαράσταση των αναµενόµενων ιδιοµορφών 
ταλάντωσης.  

4. Όπου είναι εφικτό, χρησιµοποιούµε πλέγµα σταθερών ισαποστάσεων µεταξύ 
των κόµβων. Κατά τη µεταβολή των ισαποστάσεων δεν θα πρέπει να υπερδι-
πλασιάζονται ή να υποδιπλασιάζονται οι αποστάσεις των κόµβων. 

5. Όταν χρησιµοποιούνται στοιχεία-ελάσµατα ή στοιχεία-κελύφη, προτιµώνται 
τα αντίστοιχα τετράπλευρα, διότι έχουν περισσότερη ακρίβεια από τα τριγω-
νικά, η χρήση των οποίων πρέπει να περιορίζεται σε µεταβατικές περιοχές του 
πλέγµατος (Σχήµα 5). 

6. Στα τριγωνικά και τετράπλευρα στοιχεία, ο λόγος πλευρών θα πρέπει να 
πλησιάζει τη µονάδα, όσο αυτό είναι εφικτό. Γενικά επιτρέπονται λόγοι πλευ-
ρών µικρότεροι του 3 (Σχήµα 6). 

7. Τα τριγωνικά και τετράπλευρα στοιχεία δεν θα πρέπει να έχουν πολύ οξείες ή 
αµβλείες γωνίες. Κρίνονται αποδεκτές αποκλίσεις έως 300 από το βέλτιστο 
ισοσκελές τρίγωνο και το ορθογώνιο τρίγωνο (Σχήµα 6). 

8. Κατά την αναπαράσταση καµπύλων επιφανειών επιτρέπεται η χρήση επίπεδων 
στοιχείων, η γωνία όµως µεταξύ γειτονικών στοιχείων δεν θα πρέπει να υπερ-
βαίνει τις 15ο. Στα στοιχεία-ελάσµατα οι κόµβοι θα πρέπει να είναι στο ίδιο 
επίπεδο. 

9. Ο λόγος του Poisson θα πρέπει να είναι µικρότερος του 0,5. 
10. Τα µήκη και τα εµβαδά γραµµικών (ράβδων, δοκών) και εκτεταµένων στοι-

χείων (ελάσµατα, κελύφη) θα πρέπει να είναι διάφορα του µηδενός. 
11. Τα στοιχεία δεν θα πρέπει να εκτείνονται εκατέρωθεν των ασυνεχειών ή 

µεταβολών πάχους. Σε αυτές τις περιπτώσεις απαιτούνται περισσότεροι κόµβοι 
και µικρότερα στοιχεία. 

12. Τα επίπεδα στοιχεία-ελάσµατα δεν διαθέτουν στρεπτική ακαµψία στο επίπεδο 
του ελάσµατος. Για να ληφθεί υπόψη η στρέψη στο επίπεδο ενός επίπεδου 
ελάσµατος θα πρέπει να περιορισθούν οι βαθµοί ελευθερίας περιστροφής στο 
επίπεδο του ελάσµατος (Σχήµα 7). 
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Σχήµα 5 Χρήση τριγωνικών στοιχείων 
 
 

 
 

Σχήµα 6 Προτεινόµενοι λόγοι πλευρών στοιχείων 
 
 

  
 

Σχήµα 7 Οµοεπίπεδοι βαθµοί ελευθερίας στροφής ελάσµατος 
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(α) Πρώτη ιδιοµορφή 
 

 
 

(β) ∆εύτερη ιδιοµορφή 
 

 
 

 (γ) Τρίτη ιδιοµορφή 
 

Σχήµα 8 Απαιτούµενοι κόµβοι για την αναπαράσταση ιδιοµορφών  
ταλάντωσης κατασκευής 

 
 

 
 

Σχήµα 9 ∆ιαστήµατα εξασθένισης σε σύνδεση κυλινδρικών διατοµών 
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Σχήµα 10 Σταδιακή µεταβολή ισαποστάσεων κόµβων 
 
Αρχικά θα πρέπει να καθορισθεί η έκταση της περιοχής της κατασκευής που θα 
πρέπει να αναπαρασταθεί. Σε πολλές περιπτώσεις, αυτή θα συµπέσει µε τις συνο-
λικές διαστάσεις της κατασκευής. Σε ορισµένα όµως προβλήµατα, ενδιαφέρει µόνο 
η απόκριση σε κάποια περιοχή της όπου ασκείται συγκεντρωµένο φορτίο κλπ. Το 
ζητούµενο είναι τότε σε τι έκταση θα επεκταθεί το πλέγµα. Για να γίνει αυτό µπο-
ρεί να γίνει χρήση της αρχής του Saint Venant (βλ. 1 παραπάνω). Η απόσταση 
στην οποία η επίδραση της τοπικής φόρτισης γίνεται αµελητέα καλείται τότε διά-
στηµα εξασθένισης5. ∆ιάφοροι κανονισµοί δίνουν τιµές για τα διαστήµατα 
εξασθένισης σε διάφορες κατασκευές (κύλινδροι, δίκτυα, δοχεία υπό πίεση κλπ). 

Τα διαστήµατα αυτά χρησιµοποιούνται ως ελάχιστες διαστάσεις για το µοντέλο 
που θα κατασκευασθεί. Σε αποστάσεις µικρότερες του διαστήµατος εξασθένισης, 
απαιτούνται 5 στοιχεία. Σε µεγαλύτερες αποστάσεις, θα πρέπει να αυξηθούν στα-
διακά οι ισαποστάσεις των κόµβων λαµβάνοντας υπόψη την παρατήρηση 4 παρα-
πάνω. ∆εν µπορούν λοιπόν να δοθούν γενικές οδηγίες ως προς το πως θα προχω-
ρήσει η διακριτοποίηση στην υπόλοιπη κατασκευή. Η αρχική διακριτοποίηση θα 
βασισθεί στην κρίση του µελετητή που βασίζεται στη συµπεριφορά της κατα-
σκευής. 

Στο παράδειγµα του Σχήµατος 9, το εντατικό πεδίο µεταβάλλεται σηµαντικά 
στην περιοχή του ανοίγµατος και ένα αραιό πλέγµα στην περιοχή αυτή δεν θα 
επαρκούσε. Σε σταδιακά µεγαλύτερες αποστάσεις από το χείλος του ανοίγµατος, 
το εντατικό πεδίο γίνεται πιο σταθερό και επιτρέπεται τότε πιο αραιό πλέγµα 
(Σχήµα 8).  

 

   
 

(α) Εσφαλµένη σύνδεση κόµβων (β) Σωστή σύνδεση κόµβων 
 

Σχήµα 11 ∆ιατάξεις κόµβων και συνδέσεις εσωτερικών κόµβων 

                                                           
5 διάστηµα εξασθένισης = attenuation length 
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Εάν εξετάζεται η δυναµική συµπεριφορά µιας κατασκευής (µελέτη ταλαντώ-
σεων), για να αναπαρασταθεί ικανοποιητικά το κάθε ηµι-κύµα απαιτούνται τουλά-
χιστον δύο κόµβοι για την υψηλότερη ιδιοµορφή ταλάντωσης (Σχήµα 10). 

Στο στάδιο που ακολουθεί θα πρέπει να σχεδιασθεί το πλέγµα µε βάση τα πα-
ραπάνω. Θα πρέπει δε να συνδέονται µεταξύ τους οι κόµβοι έτσι ώστε να µην 
προκύψει ασυµβατότητα σε κάποιο στοιχείο (Σχήµα 11). 

Στο επόµενο στάδιο αριθµούνται οι κόµβοι. Σκόπιµο είναι να ακολουθούνται οι 
οδηγίες του χρησιµοποιούµενου προγράµµατος. Ανάλογα µε τη µέθοδο επίλυσης 
της µητρωικής εξίσωσης ισορροπίας της κατασκευής η σειρά αρίθµησης των κόµ-
βων και των στοιχείων µπορεί να επηρεάσει το εύρος λωρίδας του µητρώου ακαµ-
ψίας. Ένας χρήσιµος κανόνας αρίθµησης των στοιχείων είναι, το πρώτο στοιχείο 
που συνδέεται µε ένα συγκεκριµένο κόµβο να είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στην 
αρίθµηση µε το τελευταίο στοιχείο που συνδέεται µε τον κόµβο. Γεγονός είναι πά-
ντως ότι πολλά σύγχρονα προγράµµατα περιέχουν αλγόριθµους αρίθµησης στοι-
χείων και κόµβων για να ελαχιστοποιηθεί το εύρος λωρίδας. 
 
4.4 Ιδιότητες γεωµετρίας και υλικού 
 
Έχοντας καθορίσει τις συντεταγµένες των κόµβων, την αρίθµηση των κόµβων και 
των στοιχείων, αποµένει να ορισθεί το πάχος για την πλήρη περιγραφή της γεωµε-
τρίας των στοιχείων. Αυτό ισχύει για τα στοιχεία-ελάσµατα και τα στοιχεία-κε-
λύφη. Στην περίπτωση όµως των στοιχείων-δοκών, απαιτείται προσοχή κατά τον 
προσανατολισµό του στοιχείου σε σχέση µε τις ροπές αδράνειας. Οι γεωµετρικές 
ιδιότητες ορίζονται µε βάση το τοπικό σύστηµα αναφοράς κάθε στοιχείου. Στην 
περίπτωση των στοιχείων-δοκών, ακολουθούνται δύο τρόποι για τον ορισµό του 
συστήµατος αναφοράς. Κατά τον πρώτο, ορίζεται γωνία περιστροφής για έναναπό 
τους άξονες που είναι κάθετος στον κεντροβαρικό άξονα της διατοµής. Ο δεύτερος 
τρόπος κάνει χρήση ενός πρόσθετου, νοητού κόµβου ο οποίος καλείται κόµβος Κ. 
Ο κόµβος αυτός µε τους δύο κόµβους του στοιχείου κείτονται σε ένα επίπεδο που 
ορίζει το σύστηµα αναφοράς του στοιχείου (Σχήµα 12). 

Οι ιδιότητες που απαιτούνται για την περιγραφή του υλικού περιλαµβάνουν: 
 
• Την πυκνότητα 
• Το µέτρο ελαστικότητας 
• Το λόγο Poisson 
• Την τάση διαρροής 
 
Στη µελέτη θερµικών πεδίων, απαιτούνται και οι παρακάτω σταθερές: 
 
• Συντελεστής θερµικής διαστολής 
• Θερµική αγωγιµότητα 
• Ειδική θερµότητα 
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(α) Περιστροφή κατά γωνία θ 
 

 
 

(β) Χρήση κόµβου Κ 
 

Σχήµα 12 Προσανατολισµός στοιχείου-δοκού 
 

• Θερµική διαχυτότητα6 
 

Σε πολλές περιπτώσεις, το βάρος µιας κατασκευής είναι αµελητέο σε σχέση µε 
το µέγεθος των εξωτερικών φορτίσεων που ασκούνται σε αυτή. Μπορούµε τότε, 
όταν εκπονείται στατική ανάλυση, να θέσουµε την πυκνότητα του υλικού ίση µε το 
µηδέν. Αυξάνεται τότε η υπολογιστική ταχύτητα του προγράµµατος. Σε αναλύσεις 
δυναµικής απόκρισης θα πρέπει να χρησιµοποιείται η σωστή τιµή της πυκνότητας 
του υλικού. 

 
4.5 Εξωτερικές φορτίσεις 

 
Όταν ορίζονται οι πιέσεις και δυνάµεις που ασκούνται στην κατασκευή απαιτείται 
προσοχή κατά τον ορισµό του πρόσηµου. Θα πρέπει να λαµβάνονται υπόψη το 
τοπικό αλλά και το γενικό σύστηµα αναφοράς. 

Οι συγκεντρωµένες φορτίσεις επιφανειακών στοιχείων πρέπει να επιβάλλονται 
σε δύο ή τρεις παραπλήσιους κόµβους. Το φορτίο τότε ασκείται σε επιφάνεια που 
έχει πεπερασµένο εµβαδόν. Με βάση τις κλασσικές θεωρίες δοκών, ελασµάτων και  

                                                           
6 διαχυτότητα = diffusivity 
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 (α) Γραµµική φόρτιση (β) Ισοδύναµες κοµβικές δυνάµεις 

 
Σχήµα 13 Γραµµικά µεταβαλλόµενη φόρτιση σε στοιχείο µε γραµµική 

µεταβολή των µετατοπίσεων 
 
στερεών σωµάτων (θεωρία ελαστικότητας), στο σηµείο που ασκείται ένα σηµειακό 
φορτίο προκύπτουν αντίστοιχα: 

 
• Πεπερασµένη µετατόπιση και πεπερασµένη τάση (θεωρία δοκών) 
• Πεπερασµένη µετατόπιση και άπειρη τάση (θεωρία λεπτών ελασµάτων) 
• Άπειρη µετατόπιση και άπειρη τάση (θεωρία ελαστικότητας) 

 
Τα διάφορα αυτά αποτελέσµατα οφείλονται στις διαφορετικές παραδοχές που γί-
νονται σχετικά µε τη φύση των εντατικών πεδίων σε κάθε µια από τις παραπάνω 
θεωρίες. Στη πράξη, ούτε υπάρχουν πραγµατικά σηµειακά φορτία, ούτε µπορεί ένα 
πρόγραµµα ΠΣ να προβλέψει άπειρη τάση. Από την άλλη, η τάση στο σηµείο επι-
βολής συγκεντρωµένου φορτίου αυξάνεται όσο πιο πυκνό γίνεται το πλέγµα στην 
περιοχή του σηµείου. Αντίστοιχες παρατηρήσεις ισχύουν και στην περίπτωση των 
κατανεµηµένων φορτίων. Οι γραµµικές φορτίσεις σε στοιχεία-δοκούς ασκούνται 
κάθετα στο φορέα, σύµφωνα µε το σύστηµα αναφοράς του στοιχείου, όπως αυτό 
ορίζεται µε τον κόµβο Κ ή τις συντεταγµένες του στοιχείου. Κατά κανόνα, οι κα-
τανεµηµένες φορτίσεις επιβάλλονται στους κόµβους του πλέγµατος ως κινηµατικά 
ισοδύναµες κοµβικές φορτίσεις. Στην περίπτωση των εκτεταµένων στοιχείων 
(στοιχεία-ελάσµατα, στοιχεία-κελύφη), ασκούνται συγκεντρωµένα φορτίσεις, 
αδρανειακές δυνάµεις και πλάγιες δυνάµεις7. Οι δυνάµεις αυτές αναλύονται σε 
συνιστώσες κάθετες προς και στο επίπεδο του στοιχείου. Ένας τύπος πλάγιας 
δύναµης είναι και η υδροστατική πίεση, που ασκείται πάντοτε κάθετα στην 
επιφάνεια-σύνορο του ρευστού.  

Στο Σχήµα 13 δείχνεται πλάγια δύναµη q που µεταβάλλεται γραµµικά µεταξύ 
των κόµβων στα άκρα του στοιχείου. Η πλάγια δύναµη αντικαθίσταται τότε στο 
αριθµητικό µοντέλο από δυνάµεις FA, FB στους κόµβους έτσι ώστε το έργο της 
πλάγιας κατανεµηµένης φόρτισης να είναι ίσο µε αυτό των δυνάµεων που ασκού-
νται στους κόµβους. Εάν τότε η συνιστώσα της µετατόπισης κάθετα στο επίπεδο 
του στοιχείου κατά µήκος του φορέα είναι v(s), θα πρέπει: 
                                                           
7 πλάγια (επιφανειακή) δύναµη = (surface) traction force 
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Σχήµα 14 Οµοιόµορφα κατανεµηµένο φορτίο σε στοιχείο-δοκό και ισοδύναµη φόρτιση µε 

χρήση κοµβικών δυνάµεων 
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για κάθε τιµή που λαµβάνουν οι µετατοπίσεις vA’ και vB’. Εάν τότε η φόρτιση q και 
οι µετατοπίσεις των κόµβων µεταβάλλονται γραµµικά, η διάταξη του πλέγµατος 
και το πεδίο των µετατοπίσεων στο εσωτερικό του στοιχείου δεν επηρεάζουν το 
αποτέλεσµα και έτσι ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

B

A

B

A

q
qL

F
F

21
12

6
 (3) 

 
Στους κόµβους στους οποίους ορίζονται οριακές συνθήκες δεν ασκούνται εξω-

τερικές φορτίσεις διότι αυτές µεταβιβάζονται απευθείας στις αντίστοιχες στηρίξεις 
(Σχήµα 14). Στο Κεφάλαιο 2 (εδάφιο 6) αναφέρονται τα στάδια επίλυσης κατα-
σκευής στην οποία έχουν ασκηθεί κοµβικές φορτίσεις αλλά και κατανεµηµένες 
φορτίσεις.  

Στα στοιχεία που δεν διαθέτουν βαθµούς ελευθερίας περιστροφών, οι εξωτερι-
κές ροπές µπορούν να επιβληθούν ως ζεύγη δυνάµεων (Μ=FL) όπου L = απόσταση 
κόµβων και F=M/L (Σχήµα 15). 

Θα πρέπει να αναφερθεί ότι τα προγράµµατα ΠΣ διαθέτουν συνήθως τη δυνα-
τότητα µετατροπής των κατανεµηµένων φορτίσεων σε δυνάµεις που ασκούνται 
στους κόµβους του πλέγµατος. 

Σε προβλήµατα γραµµικής ανάλυσης η κατεύθυνση των εξωτερικών φορτίσεων 
παραµένει σταθερή. Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις που αλλάζει η κατεύθυνση, 
όπως π.χ. στην περίπτωση της υδροστατικής πίεσης όταν η πίεση έχει ως αποτέλε 
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Σχήµα 15 Επιβολή ροπής σε στοιχεία που δεν διαθέτουν βαθµούς 
ελευθερίας περιστροφών 

 
σµα σηµαντική παραµόρφωση της κατασκευής. Εάν λοιπόν η παραµόρφωση της 
κατασκευής είναι σηµαντική, θα πρέπει να εκπονηθεί µη-γραµµική ανάλυση που 
να λαµβάνει υπόψη την αλλαγή της διεύθυνσης της φόρτισης.  
 
4.6 Συνοριακές συνθήκες 
 

  
 

 (α) Απλή έδραση (άρθρωση) (β) Πάκτωση 
 

   
 

(γ) Κύλιση 
 

Σχήµα 16 Οριακές συνθήκες και αντίστοιχοι περιορισµοί βαθµών ελευθερίας 
 
Συνοριακές συνθήκες απαιτούνται για να επιτευχθεί η σωστή αναπαράσταση της 
συµπεριφοράς της κατασκευής. Από πλευράς επίλυσης της µητρωικής εξίσωσης 
ισορροπίας, είναι απαραίτητες διότι χωρίς την επιβολή τους το µητρώο ακαµψίας 
καθίσταται µοναδιαίο, µε απειρία λύσεων. Το φυσικό αντίστοιχο αυτού είναι η 
µετακίνηση της κατασκευής ως άκαµπτο σώµα µε µηδενικό εσωτερικό εντατικό 
πεδίο. 
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Σχήµα 17 Οριακές συνθήκες σε άξονα συµµετρίας 
 
Η θεµελίωση της ΜΠΣ στις αρχές της θεωρίας µεταβολών δείχνει ότι οι συνο-

ριακές συνθήκες που πρέπει να ορισθούν αφορούν τις γενικευµένες µετατοπίσεις. 
Έτσι, προσλαµβάνουν τη µορφή περιορισµών κάποιων βαθµών ελευθερίας στους 
ενδεδειγµένους κόµβους. 

Οι συνήθεις οριακές συνθήκες δείχνονται στο Σχήµα 16. 
Μια αρθρωτή κατασκευή στηρίζεται σε ένα κόµβο έτσι ώστε να µην προκύψει 

µετατόπιση κάθετα στο επίπεδο της κατασκευής. Η κατασκευή µπορεί τότε να πε-
ριστραφεί ελεύθερα περί το σηµείο στήριξής της χωρίς να αναπτύσσονται οι αντί-
στοιχες καµπτικές ροπές. Στο Σχήµα 16 δείχνεται ότι οι περιορισµοί του κόµβου 
αφορούν µετατοπίσεις σε δύο κατευθύνσεις (u = v = 0). Ο περιορισµός των µετα-
τοπίσεων στο επίπεδο της κατασκευής αφορά τη δυνατότητα κύλισης της κατα-
σκευής. Όταν η κύλιση κάθετα στο σύνορο της κατασκευής επιτρέπεται, αυτό έχει 
σαν αποτέλεσµα τη µετατόπιση του συνόρου και την παραλαβή των εξωτερικών 
φορτίων κυρίων µε καµπτικές τάσεις. Εάν όµως περιορίζεται η κύλιση του συνό-
ρου της κατασκευής, αυτό έχει ως αποτέλεσµα την ανάπτυξη οµοεπίπεδων τάσεων 
που συµβάλλουν στην παραλαβή της εξωτερικής φόρτισης. Το αποτέλεσµα της 
ανάλυσης είναι τότε αρκετά διαφορετικό από αυτό στην προηγούµενη περίπτωση. 
Απαιτείται λοιπόν προσοχή κατά την επιλογή των βαθµών ελευθερίας που θα πε-
ριορισθούν. 

Εκτός της άρθρωσης, µια δεύτερη σηµαντική κατηγορία περιορισµών αφορά 
την πάκτωση. Αυτή η περίπτωση χαρακτηρίζεται από περιορισµό της περιστροφής 
περί τον άξονα του συνόρου της κατασκευής. Έτσι, στο συνοριακό κόµβο ανα-
πτύσσονται καµπτικές ροπές που περιορίζουν την περιστροφή. 

Οι παραπάνω περιπτώσεις αφορούν την επιβολή συνθηκών έτσι ώστε να επι-
τευχθεί η σωστή αναπαράσταση της συµπεριφοράς της πραγµατικής κατασκευής. 
Οι οριακές συνθήκες όµως µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να αναπαρασταθούν: 
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• Η επιβαλλόµενη φόρτιση 
• Η συµµετρία της κατασκευής και της φόρτισης 
• Η συµπεριφορά της στήριξης 
• Η σύνδεση στοιχείων οι ιδιότητες των οποίων διαφέρουν (διαφορετικοί βαθµοί 

ελευθερίας) 
 

Η τρίτη περίπτωση αφορά τη δυνατότητα να προκύψει υποχώρηση ή µετατό-
πιση της γειτονικής κατασκευής. Η επιβολή συνθήκης συµµετρίας περιγράφεται 
στο Σχήµα 17. Παρατηρούµε ότι περιορίζεται η µετατόπιση της κατασκευής κά-
θετα στο σύνορο. 

Θα πρέπει επίσης να αναφερθεί ότι ο τρόπος επιβολής των οριακών συνθηκών 
εξαρτάται σε ορισµένες περιπτώσεις και από το συγκεκριµένο πρόγραµµα ΠΣ. 
 

 
 

Σχήµα 18 Χρήση ελατηρίων ως στηρίξεις σε κανονικά διατεταγµένους  
κόµβους 

 

 
 

Σχήµα 19 Εφαρµογή µεθόδου ποινής για την επιβολή συγκεκριµένης  
µετατόπισης του κόµβου Α 

 
Κατά την εισαγωγή των δεδοµένων στο πρόγραµµα απαιτείται προσοχή για την 

αποφυγή λαθών. Ένας τρόπος ελέγχου των δεδοµένων είναι η χρήση γραφικών 
εργαλείων για την απεικόνιση των οριακών συνθηκών. Συνιστάται όπως αυτό χρη-
σιµοποιείται συστηµατικά, ιδιαίτερα σε πολύπλοκες κατασκευές και σε διακριτο 
ποιήσεις µε πυκνό πλέγµα. Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες υπάρχει αβεβαιό-
τητα όσον αφορά την πραγµατική οριακή συνθήκη. Είναι τότε δυνατόν να εξετα-
σθεί η κατασκευή για δύο περιπτώσεις οριακών συνθηκών που αποτελούν άνω και 
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κάτω όριο περιορισµού για τους συγκεκριµένους βαθµούς ελευθερίας. Σε άλλες 
περιπτώσεις, ένα πλέγµα κατασκευής συνδέεται µε άλλο πλέγµα ή µε στηρίξεις 
µέσω ελατηρίων (Σχήµα 18). 

Κατά κανόνα, η στήριξη µέσω ελατηρίων θα πρέπει να είναι τέτοια ώστε το 
εντατικό πεδίο που αναπτύσσεται στην κατασκευή για σταθερή µετατόπιση να εί-
ναι σταθερό. Εάν τότε οι κόµβοι βρίσκονται σε σταθερές αποστάσεις µεταξύ τους, 
οι ακαµψίες των ελατηρίων θα πρέπει να είναι αυτές που δείχνονται στο σχήµα. 
Στην περίπτωση που ένα µοντέλο τρισδιάστατης κατασκευής στηρίζεται µέσω 
ελατηρίων, απαιτείται προσοχή διότι η συµπεριφορά του στοιχείου µπορεί να µην 
είναι η αναµενόµενη. Για παράδειγµα, στα άκρα ενός ορθογωνίου ελάσµατος, ανα-
πτύσσονται δυνάµεις κάθετα στο επίπεδο του ελάσµατος µε φορά αντίθετη των 
δυνάµεων στήριξης κατά µήκος των πλευρών8. Η απαιτούµενη ακαµψία των 
ελατηρίων θα πρέπει να έχει τότε αρνητικό πρόσηµο. 

Σε ορισµένες περιπτώσεις απαιτείται η επιβολή µη-µηδενικής µετατόπισης ή 
περιστροφής. Εάν το πρόγραµµα δέχεται µόνο µηδενικές τιµές, µπορούµε να κα-
ταφύγουµε στην µέθοδο που περιγράφεται στο Σχήµα 19. Στο παράδειγµα αυτό, το 
σηµείο αυτό µετατοπίζεται κατά δP στην κατεύθυνση s. Η συνισταµένη της µετα-
τόπισης του κόµβου Α στη κατεύθυνση n είναι τότε το ζητούµενο. Προσθέτουµε 
τότε ένα ελατήριο µε πολύ µεγάλη ακαµψία kp, π.χ. 106 φορές µεγαλύτερη του µε-
γαλύτερου όρου της κύριας διαγωνίου του µητρώου ακαµψίας της κατασκευής. 
Επιβάλλεται τότε µεγάλη δύναµη, Fp=kpδp στην κατεύθυνση s. Η δύναµη Fp παρα-
λαµβάνεται τότε από το ελατήριο και τη σχετικά ελαφριά κατασκευή. Το σηµείο Α 
θα µετατοπισθεί τότε στην κατεύθυνση s λίγο λιγότερο από την µετατόπιση δp. 
Απαιτείται προσοχή κατά τη χρήση τεχνικών όπως αυτή (µέθοδος ποινής) διότι 
µπορεί να προκύψουν αριθµητικά σφάλµατα. 
 
4.6.1 Άκαµπτοι σύνδεσµοι και εξισώσεις περιορισµού 
 

 
 

                                                           
8 βλέπε κλασσική θεωρία κάµψης των ορθογωνίων ελασµάτων π.χ. Καρύδη Π.Α. Η Μεταλλική 
Κατασκευή του Πλοίου. Θέµατα Τοπικής Αντοχής, Αθήνα 2000 ή Timoshenko S.P., Woinowsky 
Krieger Theory of Plates and Shells. McGraw-Hill Book Co, New York. 
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Σχήµα 20 Σύνδεση κόµβων µε άκαµπτους συνδέσµους 
 

 
 

Σχήµα 21 Σύνδεση επίπεδου τετράπλευρου στοιχείου µε  
στοιχείο-δοκό 

 
Σε ορισµένες περιπτώσεις συνδέονται µεταξύ τους στοιχεία διαφορετικών ειδών 
που διαθέτουν διαφορετικούς βαθµούς ελευθερίας. Προκύπτει τότε ασυµβατότητα 
η οποία θα προκαλέσει αναστολή της λύσης του προβλήµατος.  

Σε άλλες περιπτώσεις απαιτείται να διατηρείται απόλυτα σταθερή η απόσταση 
µεταξύ συγκεκριµένων κόµβων του πλέγµατος, όπως για παράδειγµα στις συνδέ-
σεις κόµβων στοιχείου-δοκού και στοιχείου-ελάσµατος. Στη δεύτερη περίπτωση οι 
κόµβοι του στοιχείου-δοκού υποχρεώνονται να ακολουθήσουν τη συµπεριφορά 
των κόµβων του στοιχείου-ελάσµατος. Η διαδικασία γίνεται αυτόµατα από το πρό-
γραµµα µε επίκληση του χρήστη. Στο Σχήµα 20 δείχνεται η σχετική διάταξη. 

Στο Σχήµα 20 δεχόµαστε ότι το στοιχείο µεταξύ των κόµβων 1 και 2 παραλαµ-
βάνει καµπτικές αλλά και αξονικές φορτίσεις. Οι κόµβοι 1 και 2 συνδέονται µε 
τους κόµβους 3 και 4 µε άκαµπτους συνδέσµους 9.  

Τα διαστήµατα ai και bi, ορίζουν τις αποστάσεις στις διευθύνσεις x και y αντί-
στοιχα µεταξύ των κόµβων. 

Οι σχέσεις των βαθµών ελευθερίας των κόµβων είναι τότε, σε µητρωική µορφή: 
 

                                                           
9 άκαµπτος σύνδεσµος = rigid link 
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όπου τα κενά αντιπροσωπεύουν µηδενικές τιµές. Στην δεύτερη περίπτωση του 
Σχήµατος 20, a1=a2=0, b1=b2=b. Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου-δοκού που 
αφορά τους κόµβους 1 και 2 είναι το k’. Το µητρώο αυτό µετασχηµατίζεται τότε 
σε µητρώο k που αφορά τους κόµβους 3 και 4 επιτελούµε το µετασχηµατισµό k = 
TTk’T. Σε συνέχεια, το µητρώο συντίθεται στο γενικό µητρώο ακαµψίας της κατα-
σκευής, Κ . ∆εν εµφανίζονται τότε οι βαθµοί ελευθερίας 1 και 2 στο διάνυσµα των 
γενικευµένων µετατοπίσεων U, παρά µόνο κατά την µετεπεξεργασία για να απο-
κτηθούν οι τάσεις στο στοιχείο-δοκό (τοπική ανάλυση). 

Ας επανέλθουµε στην πρώτη περίπτωση που αναφέραµε παραπάνω, δηλαδή 
την ασυµβατότητα µεταξύ γειτονικών στοιχείων. Στο Σχήµα 21 δείχνεται σύνδεση 
στοιχείου δοκού µε ένα τετράπλευρο επίπεδο στοιχείο. Το στοιχείο-δοκός διαθέτει 
βαθµό ελευθερίας περιστροφής ενώ το επίπεδο στοιχείο όχι. Επιδιώκουµε τότε να 
εισάγουµε συµβατότητα περιστροφών, (δηλαδή µεταφορά ροπής) στον κόµβο 1 
έτσι ώστε να µην λειτουργεί πλέον µόνο ως απλή άρθρωση. Ένας τρόπος είναι να 
επιβάλλουµε στον κόµβο 1 και στην πλευρά 1-2 να υποστούν την ίδια περιστροφή, 
δηλαδή, 

 
( ) buuz /121 −=θ  (5) 

 
Η εξίσωση περιορισµού10 είναι τότε: 
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όπου το διάνυσµα των µετατοπίσεων 

 
[ ]....3222111 uvuvu zz θθ=D  (7) 

 
περιλαµβάνει όλους τους ενεργούς βαθµούς ελευθερίας στο γενικό επίπεδο. Θα 
µπορούσαµε να επιβάλλουµε ισότητα περιστροφής του κόµβου 1 και της πλευράς 

                                                           
10 εξίσωση περιορισµού = constraint equation 
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1-3, οπότε συντάσσεται διαφορετική εξίσωση περιορισµού. Βλέπουµε λοιπόν ότι 
υπάρχουν διάφοροι τρόποι επιβολής αυτών των περιορισµών. 

Η γενική µορφή εξίσωσης περιορισµού είναι: 
 
 0QCD =−  (8) 
 
όπου C είναι µητρώο διαστάσεων m.n, (m είναι ο αριθµός των εξισώσεων περιορι-
σµού και n είναι ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας στο διάνυσµα των µετατοπί-
σεων). 

Παρακάτω θα περιγραφούν δύο τρόποι επιβολής εξίσωσης περιορισµού. 
 
4.6.2 Η µέθοδος των πολλαπλασιαστών Lagrange 
 
Μία από τις πιο διαδεδοµένες µεθόδους επιβολής περιορισµών στα σύνορα πεπε-
ρασµένων στοιχείων είναι µε τη χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange, η οποία έχει 
απόλυτη ακρίβεια. Μια δεύτερη, προσεγγιστική µέθοδος που χρησιµοποιείται είναι 
η µέθοδος των ποινών 11. 

Εισάγουµε ως πρόσθετες µεταβλητές τους πολλαπλασιαστές Lagrange: 
 
 λ =[λ1  λ2  . . . λm]T (9) 
 

Κάθε εξίσωση περιορισµού γράφεται τότε σε οµογενή µορφή και πολλαπλα-
σιάζεται µε τον αντίστοιχο πολλαπλασιαστή λi, δίνοντας λT{CD-Q}=0. Το συναρ-
τησιακό της εξίσωσης ισορροπίας είναι τότε: 
 

 { }QCDFUKUU TT −+−=Π Tλ
2
1

  (10) 

 
όπου ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στην εσωτερική ενέργεια παραµόρφωσης, ο δεύ-
τερος στο έργο των εξωτερικών δυνάµεων και ο τρίτος στο έργο λόγω επιβαλλό-
µενων περιορισµών στα σύνορα στοιχείων. Θεωρούµε τις σχέσεις: 
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και αποκτάται η παρακάτω µητρωική εξίσωση: 
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11 µέθοδος των ποινών = penalty method 
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Με αυτό τον τρόπο οι αρχικές εξισώσεις ισορροπίας µετατρέπονται σε µορφή 
στην οποία περιλαµβάνονται και οι αναγκαίοι περιορισµοί. Η κάτω διαχώριση εί-
ναι ταυτόσηµη µε την εξίσωση περιορισµού και περιλαµβάνει τις m συνθήκες πε-
ριορισµού. Εάν m=0, καταλήγουµε στο γνωστό αποτέλεσµα KU=F. Το ανωτέρω 
σύστηµα µητρωικών εξισώσεων επιλύεται ως προς U και λ. Πρόβληµα λόγω της 
παρουσίας του µηδενικού υποµητρώου 0 δεν προκύπτει διότι κατά τη διαδικασία 
απαλοιφής εισάγονται µη-µηδενικοί όροι στην κύρια διαγώνιο. 
 
Παράδειγµα 1 
 
Επιβάλλουµε τον περιορισµό u1=u2 στην κατασκευή του παρακάτω σχήµατος.  
 

 
 

Σχήµα 22 Ράβδος αποτελούµενη από δύο στοιχεία 
 
Η µητρωική εξίσωση ισορροπίας της κατασκευής, µετά την επιβολή οριακών συν-
θηκών αλλά όχι και των περιορισµών γράφεται: 
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Η εξίσωση περιορισµού είναι τότε: 
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Το σύστηµα εξισώσεων ισορροπίας γράφεται τότε: 
 

 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

0
0

011
12

1

2

1 P
u
u

kk
kk

λ
 (15) 

 
Επιλύνοντας βρίσκουµε u1=u2=P/k, λ=P. Το µέγεθος του πολλαπλασιαστή λ είναι 
µέτρο της δύναµης που απαιτείται για την επιβολή των περιορισµών. 
 
 
 



 
Η χρήση της ΜΠΣ κατά τη µελέτη των κατασκευών 253 
 
 

5. Αξιολόγηση των αποτελεσµάτων 
 
Ένα από τα κύρια χαρακτηριστικά της ΜΠΣ είναι ο όγκος των αποτελεσµάτων 
που αποκτώνται, καθώς επίσης και οι διάφοροι τρόποι παρουσίασής τους. Για να 
είναι αποτελεσµατική η χρήση ενός προγράµµατος ΠΣ θα πρέπει να ακολουθείται 
µια συστηµατική διαδικασία ελέγχου των αποτελεσµάτων και να µην περιορίζεται 
κανείς σε µια σύντοµη επισκόπηση επιλεγµένων πληροφοριών που έχουν άµεσο 
ενδιαφέρον. Ορισµένες µελέτες απαιτούν περισσότερη προσπάθεια απ΄ ότι άλλες, 
λόγω των ιδιοτήτων των χρησιµοποιούµενων στοιχείων, της πολυπλοκότητας του 
πλέγµατος, της απόκρισης της κατασκευής κλπ. 
 
5.1 Γραφικά και αριθµητικά αποτελέσµατα 
 
Το κύριο αποτέλεσµα της µελέτης µιας κατασκευής µε πρόγραµµα ΠΣ είναι οι µε-
τατοπίσεις στους κόµβους του πλέγµατος που έχει χρησιµοποιηθεί, καθώς προκύ-
πτουν άµεσα από την επίλυση της µητρωικής εξίσωσης ισορροπίας της κατα-
σκευής. Με πίσω-αντικατάσταση, υπολογίζονται οι εσωτερικές δυνάµεις στους 
κόµβους και σε συνέχεια οι εσωτερικές τάσεις και οι αντίστοιχες παραµορφώσεις. 
Ανάλογα µε το είδος της µελέτης, µπορεί να απαιτηθούν τάσεις, ιδιοσυχνότητες, 
ιδιοµορφές κ.ά. Κατά κανόνα, οι τάσεις που δίνονται αντιστοιχούν στο κέντρο βά-
ρους κάθε στοιχείου. Σε πολλά προγράµµατα δίνονται και οι µέσες τάσεις στους 
κόµβους. 

Τα αποτελέσµατα δίνονται σε αριθµητική και γραφική µορφή. Τα γραφικά απο-
τελέσµατα είναι πολύ πιο εύκολα αναγνώσιµα, δεν εµπεριέχουν όµως τον ίδιο 
βαθµό ακρίβειας µε τα αντίστοιχα αριθµητικά. Οι γραφικές παραστάσεις δίνουν 
την ευκαιρία στο χρήστη να επιτύχει µια γρήγορη επισκόπηση η οποία θα πρέπει 
να συνοδεύεται από συστηµατικό έλεγχο των αριθµητικών αποτελεσµάτων. 

Το πρώτο αποτέλεσµα λοιπόν που θα πρέπει να ελεγχθεί είναι η γραφική παρά-
σταση των µετατοπίσεων των κόµβων της κατασκευής. Σε ορισµένες περιπτώσεις 
βοηθάει η υπέρθεση του διαγράµµατος της παραµορφωµένης κατασκευής στην 
αρχική κατασκευή. Η µορφή της κατασκευής υπό την επίδραση φορτίων σε συ-
νάρτηση µε τις επικρατούσες οριακές συνθήκες θα δώσει µια πρώτη εικόνα των 
αποτελεσµάτων. 

Στο επόµενο στάδιο, ελέγχεται το διάγραµµα των ισοτασικών καµπυλών.  Τα 
προγράµµατα διαθέτουν τη δυνατότητα παρουσίασης διαγραµµάτων των ορθών 
τάσεων, των διατµητικών τάσεων και των ισοδύναµων τάσεων (τάσεων von 
Mises), που υπολογίζονται από το κριτήριο στροφικής ενέργειας. Από τις δυνατό-
τητες αυτές εξυπηρετεί σε πρώτη φάση ο έλεγχος των ορθών τάσεων στην κύρια 
κατεύθυνση φόρτισης της κατασκευής καθώς επίσης και των τάσεων von Mises. Η 
χρήση χρωµατικού κώδικα διευκολύνει την ερµηνεία των κύριων εντατικών πε-
δίων αλλά και την αναγνώριση των κρίσιµων περιοχών της κατασκευής. Τα χαρα-
κτηριστικά ενός ακριβούς εντατικού πεδίου είναι: 
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• Οι ισοτασικές καµπύλες θα πρέπει να είναι κάθετες στα επίπεδα συµµετρίας 

(φορτίου και γεωµετρίας) 
• Σε ένα ελεύθερο άκρο, η µια από τις κύριες τάσεις θα πρέπει να είναι µηδε-

νική. 
• Σε σύνορο που φέρει πίεση p, η µια από τις κύριες τάσεις θα πρέπει να είναι 

ίση µε -p. 
• Οι κατευθύνσεις των κύριων τάσεων θα πρέπει να είναι κάθετες ή εφαπτόµε-

νες µε α) ελεύθερα σύνορα, β) σύνορα που φέρουν µόνο κάθετη πίεση και γ) 
επίπεδα συµµετρίας. 

• Σε αξονο-συµµετρικά προβλήµατα, οι τάσεις κατά µήκος της περιφέρειας και 
της ακτίνας θα πρέπει, στον άξονα συµµετρίας εκ περιστροφής, να είναι ίσες. 

• Εάν παρατηρούνται ανεξήγητες (σηµαντικές) µεταβολές στο εντατικό πεδίο σε 
κάποια περιοχή της κατασκευής, αυτό µπορεί να οφείλεται σε σφάλµα κατά 
την ανάπτυξη του µοντέλου 

 
Μετά τον έλεγχο των γραφικών παραστάσεων, ακολουθεί έλεγχος των αριθµη-

τικών αποτελεσµάτων, που είναι και το κύριο µέτρο ακρίβειας της συγκεκριµένης 
εφαρµογής. Η αριθµητική ακρίβεια, όπως και η αριθµητική ευστάθεια της λύσης, 
δεν εκφράζονται απόλυτα αλλά στο βαθµό που επιτυγχάνονται. Ο επιτυχής έλεγχος 
των αριθµητικών αποτελεσµάτων που περιλαµβάνουν πολλές σελίδες στηλών µε 
αριθµούς υποστηρίζεται µε τον εντοπισµό των κρίσιµων περιοχών από πλευράς 
µετατοπίσεων και τάσεων µε τη βοήθεια των γραφικών παραστάσεων, αλλά και µε 
την σωστή κατανόηση της συµπεριφοράς της κατασκευής. Για παράδειγµα, µπορεί 
µια περίπλοκη, τρισδιάστατη κατασκευή να φέρει σύνθετη φόρτιση. Σε µια τέτοια 
περίπτωση θα πρέπει να ελέγχονται τα εντατικά πεδία σε διάφορα κρίσιµα επίπεδα 
ώστε να εντοπισθούν οι πραγµατικές κρίσιµες τιµές. Σε πολλά προγράµµατα υπάρ-
χει η δυνατότητα απόκρυψης των µη-ορατών επιφανειών. Θα πρέπει λοιπόν να 
εµφανίζονται σταδιακά τα διάφορα στοιχεία της κατασκευής, παράλληλα µε τα 
κύρια επίπεδα προσανατολισµού της για να αποκτηθεί µια πλήρης εικόνα της από-
κρισης της κατασκευής. Ενδεχοµένως, ο χρήστης µπορεί να συντάξει και να κάνει 
χρήση ενός απλού κώδικα εντοπισµού κρίσιµων τιµών τάσεων που περιέχονται 
στα αρχεία αποθήκευσής τους, έτσι ώστε να γίνεται συστηµατικός έλεγχος. 

Ένας σχετικά εύκολος έλεγχος συνίσταται στον υπολογισµό των αντιδράσεων 
στήριξης της κατασκευής. Θα πρέπει το άθροισµα των αντιδράσεων να έχει το ίδιο 
µέγεθος αλλά αντίθετη φορά µε την αντίστοιχη εξωτερική δύναµη που ασκείται 
στην κατασκευή. Εάν οι αντιδράσεις δεν ισορροπούν την εξωτερική φόρτιση, θα 
πρέπει να ελεγχθούν τα αρχικά δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν. Συγκεκριµένα, 
θα πρέπει να ελεγχθούν τα πρόσηµα και οι τιµές των εξωτερικών φορτίσεων. 

Πιο δύσκολος είναι ο έλεγχος των µετατοπίσεων, καθώς αυτό είναι και το κύριο 
ζητούµενο της µελέτης. Αυτό που είναι εφικτό είναι να υπολογισθούν επιλεγµένες 
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τιµές κάνοντας χρήση απλής θεωρίας της µηχανικής και διαθέσιµων αποτελεσµά-
των 12. 

Στις περισσότερες µελέτες, οι τάσεις είναι το πιο σηµαντικό κοµµάτι της ανά-
λυσης αλλά και το πιο επιρρεπές σε σφάλµατα. Σε πολλές περιπτώσεις, απαιτείται 
χρήση µετεπεξεγαστή για την απόκτηση τάσεων (µέσων τιµών ή φορτίων) σε συ-
γκεκριµένες περιοχές κάποιας κατασκευής. Για παράδειγµα, στην περίπτωση ενός 
ενισχυµένου ελάσµατος υπό θλίψη, για να βρεθεί η µέση τάση που αναπτύσσεται 
στην εγκάρσια επιφάνεια που θλίβεται, θα πρέπει να γίνει ολοκλήρωση των τιµών 
που δίνονται σε κόµβους ή σηµεία αριθµητικής ολοκλήρωσης (σηµεία Gauss).  

Όπως και στην περίπτωση των µετατοπίσεων, απαιτείται να γίνονται ορισµένοι 
απλοί υπολογισµοί κάνοντας χρήση σχέσεων της µηχανικής για να εξασφαλισθεί 
ότι οι τιµές είναι της ίδιας τάξης µεγέθους. Μια εξοικείωση µε τις παραδοχές της 
θεωρίας που χρησιµοποιείται βοηθάει πολύ στην σύγκριση των αποτελεσµάτων µε 
αυτά του προγράµµατος. Για παράδειγµα, εάν γίνει χρήση γραµµικής θεωρίας για 
την πρόβλεψη µετατόπισης στο πεδίο των µεγάλων µετατοπίσεων, αναµένουµε ότι 
οι αποκλίσεις θα αυξάνονται ανάλογα µε το µέγεθος των µετατοπίσεων. Αν δη-
λαδή το βέλος κάµψης ελάσµατος είναι της τάξης µεγέθους του πάχους του στοι-
χείου, τότε η γραµµική θεωρία υπερεκτιµά το βέλος κάµψης κατά 100%. 

Οι οριακές συνθήκες επηρεάζουν φυσικά τις τάσεις στα σύνορα της κατα-
σκευής. Έτσι λοιπόν, εάν π.χ. παρατηρήσουµε µηδενική καµπτική τάση σε σύνορο 
στο οποίο υποτίθεται ότι έχει περιορισθεί η περιστροφή περί τον άξονα του συνό-
ρου, θα πρέπει να ελεγχθούν οι οριακές συνθήκες. Θα πρέπει να λαµβάνονται 
υπόψη οι παρατηρήσεις που έγιναν όσον αφορά µεγάλες µεταβολές στα εντατικά 
πεδία. Σε περίπτωση που οι ισοτασικές καµπύλες έχουν πυκνή διάταξη, απαιτείται 
πιο πυκνό πλέγµα στην συγκεκριµένη περιοχή της κατασκευής. Αυτό υλοποιείται 
σε επόµενο στάδιο της µελέτης κατά το οποίο εξετάζεται νέα διάταξη του πλέγµα-
τος. 
 
5.2 Ακρίβεια και µελέτες σύγκλισης 
 
Στο Κεφάλαιο 12 περιγράφονται εκτενώς οι διάφοροι λόγοι για τους οποίους µπο-
ρούν να προκύψουν αποκλίσεις από την ορθή λύση µιας αριθµητικής διαδικασίας. 
Ο χρήστης ενός προγράµµατος ΠΣ θα πρέπει να είναι γνώστης των πιθανών σφαλ-
µάτων που µπορούν να προκύψουν. Μια σωστή αντιµετώπιση θα πρέπει να είναι 
ότι αποκλίσεις από τη «σωστή» λύση οπωσδήποτε θα προκύψουν και ότι το ζη-
τούµενο είναι να ενσωµατωθούν στη διαδικασία χρήσης του αλγορίθµου τρόποι 
εντοπισµού και διόρθωσής τους. Με προσεκτικό προγραµµατισµό της δουλειάς 
είναι δυνατό να περιορισθούν σε αποδεκτά επίπεδα. 

Οι κυριότερες πηγές σφαλµάτων, εκτός αυτών που αφορούν στην εισαγωγή των 
δεδοµένων είναι η κακή κατάσταση της µητρωικής εξίσωσης ισορροπίας και η 
ανεπάρκεια του πλέγµατος. 

 
                                                           
12 π.χ. από το κείµενο Formulas for Stress and Strain των Roark και Young, McGraw-Hill Book Co, 
New York 1975. 
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 (α) Κατασκευή (β) Πρώτος τρόπος στήριξης 

 

   
 
 (γ) ∆εύτερος τρόπος στήριξης (δ) Τρίτος τρόπος στήριξης 
 

Σχήµα 23 ∆ιάφοροι τρόποι στήριξης κόµβου µε κύλιση 
 
Κακή  κατάσταση των εξισώσεων ισορροπίας µπορεί να προκύψει όταν µικρές 
µεταβολές στο µητρώο ακαµψίας έχουν ως αποτέλεσµα µεγάλες µεταβολές στο 
διάνυσµα των (ζητούµενων) µετατοπίσεων στους κόµβους του πλέγµατος. Κατά 
κανόνα αυτό προκύπτει όταν ένα στοιχείο µε µικρή ακαµψία συνδέεται µε ένα 
στοιχείο που έχει µεγάλη ακαµψία, ιδίως όταν το στοιχείο µε µεγάλη ακαµψία 
στηρίζεται στο στοιχείο µε µικρή ακαµψία. Το φυσικό ανάλογο αυτού είναι ότι, αν 
η διαφορά ακαµψίας αυξανόταν απεριόριστα, το στοιχείο µε χαµηλή ακαµψία δεν 
θα προσέφερε πλέον ουδεµία στήριξη στο πιο άκαµπτο στοιχείο και δεν θα µπο-
ρούσαµε να αποκτήσουµε λύση λόγω ανεπαρκούς στήριξης (κίνηση άκαµπτου 
σώµατος). Ένα σοβαρό πρόβληµα σε αυτές τις λύσεις δεν είναι η πιθανή αριθµη-
τική αστάθεια της λύσης αλλά η απόκτηση λύσης που εµπεριέχει σηµαντικό 
σφάλµα. 

Παρακάτω θα περιγράψουµε τρόπους αποφυγής αυτών των καταστάσεων. Στο 
Σχήµα 23, ο κόµβος Α στηρίζεται σε σύνορο στο οποίο επιτρέπεται κύλιση µόνο 
στην κατεύθυνση Οy’. Μια τέτοια συνθήκη στήριξης εισάγεται χωρίς δυσκολία µε 
εξισώσεις περιορισµού, όπως περιγράφηκε προηγουµένως, ή µε πολλαπλασιαστές 
Lagrange. 
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Η κατασκευή που εικονίζεται στο Σχήµα 23α µπορεί να στηριχθεί µε οποιονδή-
ποτε από τους τρεις τρόπους που ακολουθούν το πρώτο σκαρίφηµα. Στην πρώτη 
περίπτωση (Σχήµα 23β), έχει προστεθεί ένα άκαµπτο ελατήριο κατά µήκος του 
άξονα Οx’, επιτρέποντας τη µετατόπιση στην κατεύθυνση Οy’, ενώ περιορίζεται 
ταυτόχρονα σχεδόν στο µηδέν η µετατόπιση στην κατεύθυνση Οx’. 

Με αυτό τον τρόπο δηµιουργείται συνθήκη ποινής που µπορεί να οδηγήσει σε 
κακή κατάσταση αν η ακαµψία k του ελατηρίου είναι πολύ µεγάλη. Στο Σχήµα 23γ 
ο κόµβος Α στηρίζεται µε ισοδύναµο τρόπο, σε αυτήν όµως την περίπτωση δεν 
προκύπτει πρόβληµα ακόµα και αν κάποια από τις ακαµψίες k1 και k2 είναι µεγά-
λες. Ο λόγος είναι ότι στη δεύτερη περίπτωση εισάγονται µεγάλοι όροι µόνο στην 
κύρια διαγώνιο και όχι εκτός αυτής. Τέλος µπορούµε να επιτύχουµε το ίδιο αποτέ-
λεσµα µε κεκλιµένο ελατήριο, (Σχήµα 23δ), αφού προηγουµένως γίνει περιστροφή 
του συστήµατος αναφοράς του κόµβου Α. 

Όταν εµφανίζονται στοιχεία µε πολύ µεγάλη ακαµψία στο εσωτερικό µιας κα-
τασκευής και όχι στο σύνορό της, υπάρχει πάντοτε το πρόβληµα κακής κατάστα-
σης. Γι’ αυτό το λόγο άλλωστε χρησιµοποιούνται οι άκαµπτοι σύνδεσµοι, που πε-
ριγράφηκαν προηγουµένως. 

Κατά την ανάλυση λεπτότοιχων κατασκευών προκύπτει γενικά πρόβληµα κα-
κής κατάστασης διότι η καµπτική και η µεµβρανική ακαµψία των στοιχείων δια-
φέρουν σηµαντικά. Σηµειώνεται δε ότι, όσο µεγαλώνει το µέγεθος του µητρώου 
ακαµψίας της κατασκευής, τόσο περισσότερες πιθανότητες υπάρχουν να προκύψει 
κακή κατάσταση. Για το λόγο αυτό, η χρήση πιο πυκνού πλέγµατος µπορεί να έχει 
ως αποτέλεσµα τη µείωση της ακρίβειας των αποτελεσµάτων. 

Σε ορισµένα προγράµµατα χρησιµοποιείται ο έλεγχος απόσβεσης κατά τη δια-
γώνιο13 για να µετασχηµατισθεί κατάλληλα το µητρώο ακαµψίας.  Πάντως, ο 
καλύτερος τρόπος αποφυγής προβληµάτων είναι η µετατροπή πολύ άκαµπτων 
στοιχείων µιας κατασκευής σε απόλυτα άκαµπτα, κάνοντας χρήση εξισώσεων πε-
ριορισµού. 

Το µητρώο ακαµψίας µπορεί γενικά να καταστεί µοναδιαίο για τους παρακάτω 
λόγους: 

 
• Οι ιδιότητες του υλικού και της γεωµετρίας δεν έχουν ορισθεί (είναι µηδενι-

κές) 
• Ένας ή περισσότεροι κόµβοι δεν είναι συνδεδεµένοι σε κάποιο στοιχείο. 
• ∆εν έχουν ορισθεί στηρίξεις, ή οι στηρίξεις δεν επαρκούν για την αποφυγή της 

κίνησης της κατασκευής ως άκαµπτο σώµα. 
• ∆ηµιουργείται µηχανισµός γιατί τµήµα της κατασκευής δεν έχει κατάλληλη 

στήριξη. 
• ∆ηµιουργείται µηχανισµός γιατί έχουν απελευθερωθεί14 περισσότεροι από 

τους επιτρεπόµενους βαθµοί ελευθερίας σε κάποιο κόµβο της κατασκευής. 
                                                           
13 έλεγχος απόσβεσης κατά τη διαγώνιο = diagonal decay test 
14 η απελευθέρωση βαθµών ελευθερίας (release) γίνεται όταν συνδέονται δύο οµοειδή στοιχεία στα 
οποία ταυτίζονται ορισµένοι βαθµοί ελευθερίας. Μπορούµε τότε να απελευθερώσουµε ορισµένους 
από αυτούς για να κινηθεί το ένα στοιχείο ανεξάρτητα από το γειτονικό του, εφόσον αυτό απαιτείται. 
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• Προκύπτουν µεγάλες διαφορές ακαµψίας. 
• Τµήµα της κατασκευής έχει υποστεί λυγισµό (εφόσον µπορεί να ληφθεί υπόψη 

ο λυγισµός στη λύση) 
• Κατά τη µη-γραµµική ανάλυση, η ακαµψία των στηρίξεων ή συνδέσεων έχει 

µειωθεί στο µηδέν, έτσι ώστε είναι ανεπαρκής πλέον η στήριξη της κατα-
σκευής. 

 
Εάν προκύψει ένα από τα παραπάνω, αναστέλλεται η λειτουργία του προγράµ-

µατος. Στην περίπτωση που προχωρεί η λύση, τα αποτελέσµατα είναι πολύ διαφο-
ρετικά από τα αναµενόµενα. Στην περίπτωση όµως που υπάρχουν σφάλµατα αλλά 
που τα αποτελέσµατα είναι πιστευτά, η κατάσταση είναι πιο επικίνδυνη. Τέτοια 
σφάλµατα οφείλονται στους παρακάτω λόγους: 
 
• Χρησιµοποιούνται ακατάλληλα πεπερασµένα στοιχεία 
• Έχουν γίνει λάθη στη θέση και στο είδος των στηρίξεων. (Μπορεί να έχουν 

χρησιµοποιηθεί περισσότερες από τις αναγκαίες στηρίξεις). 
• Έχουν γίνει λάθη κατά τον ορισµό των εξωτερικών φορτίσεων (θέσεις, µέγε-

θος, είδος, κατεύθυνση, φορά). Όταν ασκούνται φορτίσεις σε συµµετρική κα-
τασκευή θα πρέπει να υποδιπλασιάζονται στους κόµβους των αξόνων συµµε-
τρίας. 

• Υπάρχει λάθος στα άλλα δεδοµένα (ασυµβατότητα µονάδων κλπ). 
• Έχει ορισθεί ένα στοιχείο δύο φορές (ο διπλός ορισµός δεν εντοπίζεται εύκολα 

διότι τα δύο στοιχεία συµπίπτουν). 
• ∆εν έχει φυσικό νόηµα κάποια σύνδεση. 
 
 
6. Τεχνικές βελτίωσης της ακρίβειας 
 
6.1 Συγκεντρώσεις τάσεων 
 
Στις περιοχές που προκύπτει συγκέντρωση τάσεων, το ζητούµενο είναι να υπολο-
γισθεί η µέγιστη τάση. Ένας τρόπος για να γίνει αυτό είναι η σταδιακή πύκνωση 
του πλέγµατος. Εναλλακτικά, µπορεί να γίνει χρήση συντελεστή συγκέντρωσης 
τάσης (ΣΣΤ). Αυτό επιτυγχάνεται ως εξής: υπολογίζεται η ονοµαστική τάση µε το 
πρόγραµµα ΠΣ και τότε, εφόσον υπάρχει ο κατάλληλος ΣΣΤ για τη συγκεκριµένη 
γεωµετρία και πεδίο τάσεων, η µέγιστη τάση βρίσκεται πολλαπλασιάζοντας την 
ονοµαστική τάση µε το ΣΣΤ. 

Όταν δε διαθέτουµε τιµές για το ΣΣΤ, ακολουθούµε την παρακάτω µέθοδο: η 
ασυνέχεια αναπαριστάται µε αραιό πλέγµα και υπολογίζεται η µέγιστη τάση. Για 
να ληφθεί υπόψη η αραιότητα του πλέγµατος, διαιρείται η µέγιστη τάση µε ένα 
συντελεστή διόρθωσης. Ο συντελεστής διόρθωσης προσδιορίζεται µε βάση το ίδιο 
τοπικό πλέγµα που χρησιµοποιείται για να επιλυθεί ένα δευτερεύον πρόβληµα του 
οποίου η λύση είναι γνωστή. Ο συντελεστής είναι τότε ίσος µε το πηλίκο της ακρι-
βούς τάσης προς την τάση που υπολογίσθηκε στο δευτερεύον πρόβληµα. Η επιτυ 
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 (α) Επίπεδος τετράγωνος χώρος (β) ∆ευτερεύον πρόβληµα µε  
  µε οπή  παρόµοια διάταξη κατασκευής  
    µε γνωστή λύση 

 
Σχήµα 24 Υπολογισµός µέγιστης τάσης σε συγκέντρωση τάσεων 

 
χία της µεθόδου έγκειται στη διαθεσιµότητα δευτερεύοντος προβλήµατος που να 
προσεγγίζει το προς επίλυση πρόβληµα, και στην ικανότητα του µελετητή να το 
αναγνωρίσει. 

Θεωρούµε, για παράδειγµα, την τάση στο σηµείο Ε της κατασκευής του Σχήµα-
τος 24. Στη συγκεκριµένη εφαρµογή το πλέγµα είναι πολύ αραιό. Το ίδιο πλέγµα 
εισάγεται σε λωρίδα υπό εφελκυσµό (δευτερεύον πρόβληµα) και βρίσκεται ο ΣΣΤ 
από πίνακες. Στο σηµείο Ε, για την συγκεκριµένη εξωτερική φόρτιση, στη δεύτερη 
λύση η τάση είναι 130 MPa, (ΣΣΤ) και 92,8 MPa (πρόγραµµα ΠΣ). Άρα ο συντε-
λεστής διόρθωσης ισούται µε 130/92,8 = 1,40. Η τελική τιµή είναι τότε 221(1,40) 
= 310 MPa. Η ακριβής τάση που υπολογίζεται µε πολύ πυκνό πλέγµα ισούται µε 
337 MPa. Εάν θέλαµε να αποκτήσουµε την τιµή των 310 MPa θα έπρεπε να αντι-
καταστήσουµε το πολύ αραιό πλέγµα (2 επί 2) µε πλέγµα 8 επί 8. 
 
6.2 Χρήση υποµοντέλου 
 

  
 

(α) Τµήµα αραιού πλέγµατος (β) Υποµοντέλο 
Σχήµα 25 Χρήση υποµοντέλου 
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 (α) Αρχικό πλέγµα (β) Σταθερή εξέλιξη (πύκνωση) κατά  
   διάστηµα  

    
 
 (γ) Σταθερή εξέλιξη κατά (δ) Εξέλιξη κατά διάστηµα  
  βαθµό πολυωνύµου  και κατά βαθµό πολυωνύµου 
 

Σχήµα 26 ∆ιάφοροι τρόποι πύκνωσης πλέγµατος 
 
Η χρήση υποµοντέλων15 γίνεται για να επιτυγχάνεται η επιλεκτική, τοπική πύ-
κνωση του πλέγµατος σε συγκεκριµένες περιοχές της κατασκευής. 

Θεωρούµε για παράδειγµα την κατασκευή του Σχήµατος 25α. Το πλέγµα που 
δείχνεται είναι πολύ αραιό για να δώσει ακριβή αποτελέσµατα στο σύνορο της 
οπής, αλλά επαρκές για περιοχές σε κάποια απόσταση από αυτή. Στο Σχήµα 25β 
δείχνεται η διάταξη ενός υποµοντέλου της κατασκευής. Στους κόµβους του υπο 
µοντέλου αυτού, κατά µήκος των BC, CD και DA ασκούνται προκαθορισµένες µε-
τατοπίσεις 16 οι οποίες λαµβάνονται από το αραιό πλέγµα. Σε ορισµένες περιπτώ-
σεις, απαιτείται παρεµβολή για να αποκτηθούν µετατοπίσεις σε κόµβους του υπο-
µοντέλου οι οποίες δεν δίνονται από το αραιό πλέγµα. Στο υποµοντέλο επιβάλλο-
νται µετατοπίσεις µόνο στους συνοριακούς κόµβους του.Η διαφορά υποµοντέλου 
και υποκατασκευής έγκειται στο ότι στην περίπτωση του υποµοντέλου δεν απαι-
τείται να υπάρχει ταύτιση κόµβων στο σύνορο των δύο πλεγµάτων. Επίσης, κατά 
την επίλυση του υποµοντέλου δεν γίνεται επίλυση του συνολικού συστήµατος 
(αραιό πλέγµα και υποµοντέλο). Έτσι, χρησιµοποιούνται οι ίδιες τιµές για τις κοµ-
                                                           
15 υποµοντέλο = submodel 
16 προκαθορισµένη µετατόπιση = prescribed displacement 
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βικές µετατοπίσεις σε κάθε στάδιο εξέλιξης του υποµοντέλου. Μπορούµε να ελέγ-
ξουµε την ακρίβεια του υποµοντέλου συγκρίνοντας τις τάσεις στο σύνορο του 
υποµοντέλου. Εάν οι µεταβολές στις τιµές των συνοριακών τάσεων είναι αµελη-
τέες τότε το υποµοντέλο λειτουργεί σωστά. Γενικά απαιτείται προσοχή και εµπει-
ρία κατά τη χρήση αυτής της τεχνικής. 
 
6.3 Σύγκλιση µε σταδιακή πύκνωση του πλέγµατος 
 
Η σταδιακή πύκνωση του πλέγµατος πρέπει να καταλήξει στην ακριβή λύση του 
προβλήµατος. Η σύγκλιση προσεγγίζει σταδιακά το συγκεκριµένο µαθηµατικό 
µοντέλο, δηλαδή, εάν χρησιµοποιούµε στοιχεία-δοκούς, στη θεωρία δοκών. Κατά 
κανόνα, το αριθµητικό µοντέλο της κατασκευή συµπεριφέρεται ως πιο άκαµπτο 
από την πραγµατική κατασκευή, δηλαδή οι προβλεπόµενες µετατοπίσεις είναι µι-
κρότερες από αυτές της αντίστοιχης θεωρίας. Εάν, κατά τη σταδιακή πύκνωση του 
πλέγµατος χρησιµοποιούνται όλοι οι υπάρχοντες κόµβοι κάθε φορά, η σύγκλιση 
είναι µονοτονική. 
 
 
7. Καταγραφή και παρουσίαση αποτελεσµάτων 
 
Η συστηµατική καταγραφή της όλης διαδικασίας µελέτης, συµπεριλαµβανοµένων 
των αποτελεσµάτων και των συµπερασµάτων αποτελεί αναπόσπαστο κοµµάτι της 
χρήσης της µεθόδου. Σε ένα κατάλληλα οργανωµένο εργασιακό περιβάλλον, η 
καταγραφή και παρουσίαση της µελέτης θα έχει κωδικοποιηθεί σε ένα µεγάλο 
βαθµό. Στην περίπτωση όµως που τέτοιες µελέτες γίνονται περιστασιακά υπάρχει 
ανάγκη να δοθεί ένα περίγραµµα των ζητούµενων. Έχουµε λοιπόν: 
 
1. Περιγραφή των σκοπών της µελέτης. Καταγραφή των πιθανών µορφών αστο-

χίας ή κριτήρια µε βάση τα οποία θα αξιολογηθεί το αποτέλεσµα. 
2. Περιγραφή της υπό µελέτη κατασκευής, συµπεριλαµβανοµένων των κύριων 

διαστάσεων, του υλικού, των συνθηκών φόρτισης καθώς επίσης και της λει-
τουργίας της κατασκευής (ένα σκαρίφηµα υποβοηθάει). 

3. Σύντοµη περιγραφή του προγράµµατος ΠΣ και του υπολογιστικού συστήµατος 
που χρησιµοποιήθηκε. 

4. Γραφική απεικόνιση του αριθµητικού µοντέλου της κατασκευής, περιγραφή 
των συνθηκών στήριξης, των εξωτερικών φορτίσεων και των παραδοχών σχε-
τικά µε τη συµπεριφορά της κατασκευής. 

5. Γραφικές παραστάσεις των µετατοπίσεων, ιδιοµορφών, θερµικών και εντατι-
κών πεδίων. Κριτική περιγραφή και ερµηνεία των αποτελεσµάτων της µελέ-
της. 

6. Πίνακας των κρίσιµων τιµών των µετατοπίσεων και τάσεων στην κατασκευή. 
7. Πρόχειροι υπολογισµοί που συνοδεύουν την αριθµητική λύση, και κατάλληλες 

βιβλιογραφικές αναφορές. 
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8. Συµπεράσµατα και προτάσεις. Να περιλαµβάνουν µια περίληψη των αποτελε-

σµάτων σε σύγκριση µε τα κριτήρια αποδοχής ή λειτουργίας της κατασκευής. 
Προτάσεις για µετατροπές εφόσον βέβαια κρίνονται απαραίτητες. 

 
Η διαδικασία σύνταξης της έκθεσης αναφοράς της µελέτης διασφαλίζει όχι 

µόνο την καταγραφή της αλλά δίνει και την ευκαιρία στο µελετητή να εντοπίσει 
τυχόν ελλείψεις που θα πρέπει να αντιµετωπισθούν. 

Στην περίπτωση µελέτης ναυπηγικών κατασκευών, συστήνεται η χρήση της µε-
θοδολογίας που περιγράφεται στο κείµενο Guidelines for Evaluation of Finite 
Elements and Results [11]. 
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