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Το θεωρητικό υπόβαθρο της ΜΠΣ. Η µέθοδος 
Rayleigh-Ritz. 
 
 
 
1. Εισαγωγή 
 
Το πρώτο στάδιο της ανάλυσης ενός µηχανικού συστήµατος συνίσταται στη µαθη-
µατική προσοµοίωσή του. Σε δεύτερη φάση διατυπώνονται και επιλύονται οι εξι-
σώσεις ισορροπίας του ισοδύναµου συστήµατος και τέλος ακολουθεί η ερµηνεία 
των αποτελεσµάτων της ανάλυσης. Τα µηχανικά συστήµατα διακρίνονται σε δια-
κριτά και σε συνεχή, η δε απόκριση των διακριτών συστηµάτων περιγράφεται από 
την επίλυση ενός πεπερασµένου αριθµού µεταβλητών. Τα σηµαντικότερα είδη 
διακριτών συστηµάτων είναι 
 
α) Σταθερής κατάστασης, τα οποία είναι ανεξάρτητα του χρόνου (για παρά-

δειγµα ελαστικό ελατήριο µε σταθερή φόρτιση, σύστηµα σταθερής µετά-
δοσης θερµότητας, υδραυλικό δίκτυο, δίκτυο συνεχούς ρεύµατος, ελατή-
ριο µε µη-γραµµική απόκριση) 

β) Μετάδοσης ή δυναµικά. Η απόκριση των συστηµάτων αυτών εξαρτάται 
από τον χρόνο. Στην περίπτωση αυτή η ανάλυση συνίσταται στον προσ-
διορισµό των τιµών των µεταβλητών για κάθε χρόνο t (για παράδειγµα 
έλασµα υπό κρουστικό φορτίο, µετάδοση θερµότητας σε κλειστό σύ-
στηµα µε διάφορους τρόπους, κλπ). 

γ) Ιδιοτιµών. Στα προβλήµατα ιδιοτιµών περιλαµβάνονται περιπτώσεις που 
υπάγονται και στις δύο παραπάνω κατηγορίες και χαρακτηρίζονται από 
την µετάβαση του συστήµατος από µία αρχική κατάσταση ισορροπίας σε 
µία δεύτερη ή τρίτη, κάθε µία από τις οποίες επίσης αποτελεί µέρος της 
γενικής λύσης του προβλήµατος. Τα προβλήµατα ιδιοτιµών χαρακτηρί-
ζονται γενικά από την ύπαρξη πολλών λύσεων, συνήθως όµως για πρα-
κτικούς λόγους µας ενδιαφέρει µόνο µία από αυτές (για παράδειγµα λυ-
γισµός δοκών, ελασµάτων, συχνότητες ιδιοταλάντωσης ηλεκτρικού πε-
δίου). 
 
Η απόκριση των συνεχών συστηµάτων εκφράζεται µε διαφορικές εξισώσεις οι 

οποίες επιλύονται µόνο σε ορισµένες απλές περιπτώσεις οριακών συνθηκών. Για 
τον λόγο αυτό χρησιµοποιούνται αριθµητικές µέθοδοι µε τις οποίες αποκτώνται 
(προσεγγιστικές) λύσεις µε την αναγωγή των συνεχών προβληµάτων σε διακριτά. 
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Η επιτυχία της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων (ΜΠΣ) έγκειται στο ότι η 
συστηµατική προσοµοίωση επιτρέπει την εφαρµογή των συµβατικών µεθόδων 
ανάλυσης σε πολύ σύνθετα προβλήµατα.  

Τα διακριτά συστήµατα χαρακτηρίζονται από πεπερασµένο αριθµό βαθµών 
ελευθερίας, η δε διαδικασία ανάλυσης ακολουθεί τα παρακάτω βήµατα 
 

1. Προσοµοίωση συστήµατος µε ένα σύνολο στοιχείων 
2. Εξασφάλιση συνθηκών ισορροπίας στο εσωτερικό κάθε στοιχείου, για 

κάθε κατηγορία στοιχείων 
3. Συγκρότηση του συνόλου των στοιχείων µε βάση τις απαιτήσεις της 

ισορροπίας µεταξύ των στοιχείων, για τη διατύπωση του συστήµατος των 
εξισώσεων ισορροπίας 

4. Επίλυση του συστήµατος εξισώσεων ισορροπίας λαµβάνοντας υπόψη τις 
συνθήκες της ισορροπίας στο εσωτερικό των στοιχείων. 

 
Η παραπάνω διαδικασία ισχύει για όλα τα είδη των διακριτών συστηµάτων. 

Στην περίπτωση των συνεχών συστηµάτων τα στάδια επίλυσης είναι τα ίδια µε τα 
παραπάνω, τώρα όµως γίνεται αναφορά σε ένα ή περισσότερα στοιχεία για να 
αποκτηθούν οι συνθήκες ισορροπίας στο εσωτερικό κάθε στοιχείου, του συµβιβα-
στού και των απαιτήσεων της ισορροπίας µεταξύ των στοιχείων. Οι διαφορικές 
εξισώσεις πρέπει να ισχύουν σε όλο το χώρο και να πληρούν τις οριακές συνθήκες. 
Στα δυναµικά προβλήµατα πρέπει επίσης να ικανοποιούνται και οι αρχικές συνθή-
κες.  

Η διατύπωση των διαφορικών εξισώσεων γίνεται µε δύο τρόπους: 
 

1. Εφαρµόζοντας τις συνθήκες στατικής (ή δυναµικής) ισορροπίας, και 
θεωρώντας τις δυνάµεις (ροπές) που ασκούνται στην κατασκευή ή 

2. Με χρήση του λογισµού των µεταβολών 
 

Η πρώτη µέθοδος οδηγεί σε διαφορικές εξισώσεις οι οποίες επιλύονται µε ανά-
λογες διαδικασίες. Η γενική µορφή της δευτεροβάθµιας µερικής διαφορικής εξί-
σωσης στο επίπεδο (x, y) είναι: 
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όπου u είναι άγνωστη, εξαρτηµένη, καταστατική µεταβλητή. Η εξίσωση καλείται 
ελλειπτική, παραβολική ή υπερβολική, αναλόγως των τιµών των συντελεστών Α, Β 
και C, δηλαδή: 
 
 <0 ⇒ ελλειπτική 
 ACB 4-2  =0 ⇒ παραβολική 
 >0 ⇒ υπερβολική 
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Παραδείγµατα αποτελούν οι εξισώσεις Laplace, µετάδοσης θερµότητας και µε-
τάδοσης κυµάτων (ηχητικών, τασικών) αντίστοιχα. 
 
 
2. Η µέθοδος του λογισµού των µεταβολών 
 
Η αρχή της στάσιµης δυναµικής ενέργειας ισχύει για συντηρητικά συστήµατα και 
ορίζει ότι: 
 
από τις επιτρεπόµενες διατάξεις ενός συντηρητικού συστήµατος, υφίσταται 
στάσιµο της δυναµικής ενέργειας για εκείνες που ικανοποιούν τις εξισώσεις 
ισορροπίας, εφόσον οι µεταβολές των µετατοπίσεων είναι επιτρεπτές 

 
Ένα σύστηµα καλείται συντηρητικό εάν η εσωτερική (παραµορφωσιακή) ενέρ-

γεια και το δυναµικό των εξωτερικών φορτίων είναι ανεξάρτητα της τελικής µετα-
τόπισής του. Θα πρέπει δηλαδή και τα δύο µεγέθη να είναι συντηρητικά για να 
εξασφαλισθεί ότι το σύστηµα είναι συντηρητικό. Παράδειγµα συντηρητικού συ-
στήµατος είναι ελαστικό ελατήριο πακτωµένο στο ένα άκρο και το οποίο φέρει 
φορτίο F στο άλλο. Εάν µετά την επιβολή του φορτίου παραµένουν µόνιµες παρα-
µορφώσεις το σύστηµα είναι µη-συντηρητικό. 

Κατά τη θεωρία των µεταβολών υπολογίζεται το συναρτησιακό Π του συστήµα-
τος και προσδιορίζεται το στάσιµο όπου δΠ=0. Στη γραµµική ελαστική ανάλυση 
παραµορφώσιµων σωµάτων υπό την επίδραση γενικευµένων εξωτερικών φορτίων 
το συναρτησιακό Π εκφράζει τη συνολική δυναµική ενέργεια του συστήµατος και 
δίνεται από τη σχέση: 
 
 Π = U - W (2) 

 
Στην παραπάνω σχέση U είναι η ενέργεια παραµόρφωσης και W είναι το δυνα-

µικό των εξωτερικών φορτίων. Εάν εφαρµοσθεί η αρχή της στάσιµης δυναµικής 
ενέργειας σε σύστηµα µε µεγάλο αριθµό βαθµών ελευθερίας ισχύει: 
 

 02
2

1
1

=
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= n
n

dU
U
Π...dU

U
ΠdU

U
ΠΠδ  (3) 

 
όπου U1, U2,…Un είναι καταστατικές µεταβλητές (µετατοπίσεις, περιστροφές) 
αντίστοιχων βαθµών ελευθερίας. Το σώµα ισορροπεί όταν δΠ=0 για κάθε επιτρε-
πόµενη µεταβολή της διάταξης. Αυτό είναι εφικτό µόνον όταν οι συντελεστές των 
dUi µηδενίζονται για κάθε περίπτωση ξεχωριστά. Άρα, για i=1, 2, 3, ...n, 
 

 0=
∂
∂

iU
Π

 0
U

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂Π

 (4) 

 



 
198 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές.  
 
 

Η συνθήκη η οποία απαιτείται για την εύρεση των συναρτήσεων µπορεί να 
γραφεί και ως: 
 
 δΠ=0 (5) 
 
όπου το δ συµβολίζει τυχαία δυνατή µεταβολή της καταστατικής µεταβλητής (που 
ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες). Οι δεύτερες παράγωγοι του συναρτησιακού Π 
ως προς τις καταστατικές µεταβλητές αντιστοιχούν σε ακρότατα. Η µέθοδος του 
λογισµού των µεταβολών αποτελεί ισχυρό όπλο για την επίλυση πολλών προβλη-
µάτων επειδή οι οριακές συνθήκες που αντιστοιχούν σε δυνάµεις και (ή) ροπές 
περιλαµβάνονται στη διατύπωση της λύσης. Οι οριακές συνθήκες διακρίνονται σε: 
 

• Aναγκαίες (ή ουσιώδεις)  δηλ. µετατοπίσεις και περιστροφές 
• Φυσικές (ή δυνάµεων) δηλ. δυνάµεις και ροπές 

 
Η διαδικασία επίλυσης προβληµάτων µε τη χρήση του λογισµού των µεταβο-

λών ακολουθεί την εξής διαδικασία: 
 

1. ∆ιατυπώνεται το συναρτησιακό Π 
 
 2. Προσδιορίζονται οι γεωµετρικές οριακές συνθήκες  
 
 3. Εφαρµόζεται η συνθήκη δΠ=0 (ή ∂Π/∂Ui=0), για να ληφθούν  
  οι διαφορικές εξισώσεις και οι φυσικές οριακές συνθήκες του προ- 
  βλήµατος 

 
Στα παραδείγµατα που ακολουθούν διατυπώνονται τα συναρτησιακά και οι 

αντίστοιχες εξισώσεις ισορροπίας σε µητρωική µορφή.  
 
Παράδειγµα 1  
 
Να αποκτηθεί η εξίσωση ισορροπίας της κατασκευής του σχήµατος µε τη µέθοδο 
των µεταβολών. 
 

k1 k2 k3

D1 D2 D3

P1 P2 P3 
 

Σχήµα 1 Κατασκευή µε τρεις βαθµούς ελευθερίας 
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Λύση 
 
Για την εικονιζόµενη κατασκευή, το συναρτησιακό γράφεται: 
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Από τη σχέση (4) και το συναρτησιακό Π έχουµε: 
 
 ( ) 0PDDkDk =--- 112211  (6α) 
 
 ( ) ( ) 0PDDkDDk =---- 2233122  (6β) 
 
 ( ) 0PDDk =-- 3233  (6γ) 
 
Οι εξισώσεις ισορροπίας γράφονται σε µητρωική µορφή: 
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Παράδειγµα 2  
 
Να διατυπωθεί η εξίσωση ισορροπίας της κατασκευής του σχήµατος µε τη µέθοδο 
των µεταβολών. 
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Σχήµα 2 ∆ιδιάστατη κατασκευή κεκλιµένη προς το σύστηµα αναφοράς Oxy 
 
Λύση 

 jjjjiiii vqupvqupkeΠ −−−−= 2

2
1

 (8) 
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όταν k = ΕΑ/L και ( ) ( ) βsinvvβcosuue ijij −+−=  
 
Θέτοντας 0=∂∂=∂∂=∂∂=∂∂ jiji vΠ/vΠ/uΠ/uΠ/ λαµβάνονται οι εξισώσεις 
ισορροπίας οι οποίες διατυπώνονται σε µητρωική µορφή: 
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  (9) 
Παράδειγµα 3  
 
Να διατυπωθούν οι εξισώσεις ισορροπίας της κατασκευής του σχήµατος. 
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Σχήµα 3 Κατασκευή τριών βαθµών ελευθερίας 
Λύση 
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Για αποδεκτές µετατοπίσεις των κόµβων ισχύει: 
  
 0311 =∂∂=∂∂=∂∂ vΠ/vΠ/uΠ/  
 
Οι εξισώσεις ισορροπίας γράφονται: 
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2.1 Η αρχή του στάσιµου της δυναµικής ενέργειας και η αρχή των δυνατών  
 έργων 
 
Εύκολα µπορούµε να δείξουµε για ένα γραµµικό ελαστικό συνεχές µέσο ότι η 
αρχή των δυνατών έργων οδηγεί σε ταυτόσηµη διατύπωση των εξισώσεων ισορ-
ροπίας µε αυτή της αρχής του στάσιµου της δυναµικής ενέργειας, η χρήση της 
οποίας περιγράφηκε προηγουµένως. 

Το συναρτησιακό Π γραµµικού ελαστικού µέσου δίνεται από τη σχέση: 
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και σ = Εε. Θέτουµε 0/ =∂∂ iUΠ  (ή δΠ=0) και εφόσον το Ε είναι συµµετρικό 
µητρώο έχουµε: 
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Για να υπολογισθεί το Π στην (12) οι µετατοπίσεις πρέπει να πληρούν τις γεω-

µετρικές (αναγκαίες) οριακές συνθήκες. Άρα στην (13) θεωρούνται µεταβολές των 
µετατοπίσεων οι οποίες ικανοποιούν τις αναγκαίες οριακές συνθήκες όπως και οι 
αντίστοιχες µεταβολές των παραµορφώσεων. Συνεπώς η θεώρηση του στάσιµου 
του συναρτησιακού Π είναι αντίστοιχη µε την εφαρµογή της αρχής των δυνατών 
έργων και µπορούµε να θέσουµε: 
 
 iiSS UUUUUUεε ==== δδδδ ,,,  (14) 
 
και εποµένως η σχέση (13) ταυτίζεται µε την αρχή των δυνατών έργων (Kεφάλαιο 
1). Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονισθεί ότι οι δυνατές παραµορφώσεις που περι-
λαµβάνονται στη σχέση (13) αντιστοιχούν στις επιβαλλόµενες σωµατειακές και 
επιφανειακές δυνατές µετατοπίσεις, και ότι αυτές µπορούν να είναι οποιοδήποτε 
σύνολο συµβιβαστών µετατοπίσεων που ικανοποιουvν τις γεωµετρικές οριακές 
συνθήκες. Η σχέση (13) εκφράζει την γενική συνθήκη ισορροπίας και για διάφορες 
δυνατές µετατοπίσεις λαµβάνονται διαφορετικές εξισώσεις ισορροπίας. Η σχέση 
αυτή περιλαµβάνει όµως και τις συνθήκες του γεωµετρικού συµβιβαστού και τις 
καταστατικές εξισώσεις του υλικού, εφόσον εφαρµοσθεί κατάλληλα η αρχή των 
δυνατών έργων. Οι µετατοπίσεις δηλαδή πρέπει να είναι συνεχείς και συµβιβαστές 
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και πρέπει επίσης να ικανοποιούν όλες τις οριακές συνθήκες, οι δε τάσεις πρέπει 
να δίνονται από τις αντίστοιχες καταστατικές εξισώσεις για δεδοµένες παραµορ-
φώσεις. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η αρχή των δυνατών έργων περικλείει όλες τις 
(αναγκαίες) συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται για την επίλυση των προβλη-
µάτων µηχανικής. 
 
Παράδειγµα 4 
 
Να διατυπωθούν οι εξισώσεις ισορροπίας της κατασκευής του Σχήµατος 4 µε τη 
µέθοδο του λογισµού των µεταβολών. 
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Σχήµα 4 Πρόβολος µε αξονικό φορτίο 
 
Λύση 
 
Θεωρούµε τον πρόβολο του σχήµατος ο οποίος φέρει αξονικό φορτίο P στο ένα 
άκρο. Το δυναµικό των φορτίων αναφέρεται στη δράση του φορτίου P και απο-
κτάται θεωρώντας ένα στοιχείο της δοκού. Σε απόσταση x από το άκρο η κλίση 
τοµής της δοκού είναι ∂w/∂x. Άρα η µετατόπιση σε σχέση µε τοµή σε απόσταση δx 
θα είναι (∂w/∂x)δx. Η συνιστώσα του φορτίου P κάθετα στη επιφάνεια τοµής της 
δοκού είναι P∂w/∂x. Άρα το δυναµικό των εξωτερικών φορτίων σε στοιχείο µή-
κους δx είναι (1/2)P(∂w/∂x)(∂w/∂x)δx. Ολοκληρώνοντας σε όλο το µήκος της δο-
κού έχουµε: 
 

 ( )∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
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x
wPW

0

2

2/  (15) 

 
Η παραµορφωσιακή ενέργεια λαµβάνεται θεωρώντας την καµπτική συµπερι-

φορά της δοκού. Η εσωτερική παραµορφωσιακή ενέργεια dU για στοιχείο της δο-
κού ισούται µε (1/2)Μφ όπου: 
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 ( )22 / xwEIM ∂∂−=  (16) 
 
και  ( )22 / xw ∂∂−=φ  
 
Αντικαθιστώντας και ολοκληρώνοντας σε όλο το µήκος της δοκού έχουµε: 
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Προσθέτουµε την παραµορφωσιακή ενέργεια που οφείλεται στη δράση του 

ελατηρίου (1/2)kwL
2 και αντικαθιστούµε στη σχέση (2): 
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 (18) 

 
Οι γεωµετρικές οριακές συνθήκες είναι: 
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Εφαρµόζεται η συνθήκη δΠ=0. Για τον πρώτο και δεύτερο όρο του συναρτη-

σιακού έχουµε αντίστοιχα: 
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Αντικαθιστώντας, 
 

 ∫ ∫ =+′′−′′′′
L L

LL wkwdxwwPdxwwEI
0 0

0δδδ  (21) 

 
όπου w’=dw/dx κ.ο.κ. Επειδή δw’’=δ(δw’)/dx και η ακαµψία ΕΙ είναι σταθερή, 
ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες τον πρώτο όρο έχουµε: 
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 [ ]∫ ∫ =′′′′−′′′=′′′′
L L

L dxwwEIwwEIdxwwEI
0 0

0 δδδ  

 [ ] [ ] [ ] [ ] +′′′+′′′−′′′−′′′= ==== 00 xLxxLx wEIwwEIwwEIwwEI δδδ  

 [ ] 0=′′′+ xwEI [ ] 0=′′+ xwEI ∫ ′′′′+
L

xdxwEI
0

δ  (22) 

 
Για το δεύτερο όρο έχουµε: 
 

 [ ] [ ]∫ ∫ ′′−′′−′′=′′′ ==

L L

xLx wdxwwwwwdxww
0 0

0 δδδδ  (23) 

 
Καταλήγουµε στην παρακάτω µορφή: 

 

 ( ) [ ] [ ]∫ ′′′−′′′+′′+′′′′
L

L wwEIwwEIwdxwPwEI
0

0δδδ  

 ( )[ ] ( ){ } 00 =+′+′′′+′+′′′− == LLxLx wkwwwPwEIwwPwEI δδδ  (24) 
 

Επειδή οι µεταβολές δw και δw΄ πρέπει να ικανοποιούν τις γεωµετρικές οριακές 
συνθήκες, έχουµε δw|x=0=0 και δw’|x=0=0. Ο τρίτος και ο πέµπτος όρος της παρα-
πάνω σχέσης είναι συνεπώς ίσοι µε το µηδέν. Θεωρούµε τώρα τους υπόλοιπους 
όρους. Υποθέτουµε ότι δw είναι διάφορο του µηδενός σε όλα τα σηµεία της δοκού 
(εκτός του σηµείου x=0). Τότε, για να ισχύει η σχέση (24) θα πρέπει: 
 
 0=′′+′′′′ wPwEI  (25α) 
 0=′′ =LxwEI  (25β) 

 [ ] 0=−′+′′′ =LxkwwPwEI  (25γ) 
 

Η διαφορική εξίσωση του προβλήµατος είναι η σχέση (25α) ενώ οι (25β) και 
(25γ) εκφράζουν τις φυσικές οριακές συνθήκες του προβλήµατος. Οι τελευταίες 
αντιστοιχούν στην ισορροπία ροπών και τεµνουσών δυνάµεων στο άκρο x=L της 
δοκού. 
 
2.2 Ιδιότητες του µητρώου ακαµψίας της κατασκευής 
 
Από τα παραδείγµατα που προηγήθηκαν συµπεραίνονται τα παρακάτω: 
 
1. Συστήµατα µε γραµµική σχέση φορτίου-µετατόπισης έχουν συµµετρικό µητρώο 
ακαµψίας, Κij=Κji. Αυτό προκύπτει από το ότι κάθε ζεύγος όρων του µητρώου 
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ακαµψίας που είναι συµµετρικά διατεταγµένο ως προς την κύρια διαγώνιο προέρ-
χεται από τον ίδιο όρο του συναρτησιακού Π. Οι όροι αυτοί έχουν µορφή (στα-
θερά)(UiUj). Άρα, 
 
 jiijjiij ΠΠ KUUUUK =∂∂∂=∂∂∂= // 22  
 
2. Εάν Ui είναι κοµβικές µετατοπίσεις (ή περιστροφές) οι σχέσεις: 
 
 0U =∂∂ iΠ /  
 
συνιστούν εξισώσεις ισορροπίας κόµβων στην κατεύθυνση Ui. 
 
3. Η στατική αοριστία δεν επηρεάζει την διαδικασία ούτε περιπλέκει την επίλυση 
του προβλήµατος. 
 
4. Εάν η παραµορφωσιακή ενέργεια U είναι µηδέν τότε είτε U=0 είτε έχοµε συ-
µπεριφορά άκαµπτου σώµατος. Εάν αποκλεισθεί το δεύτερο, τότε: 
 ( ) 02/1 >KUU T  
 
 για U διάφορο του µηδενός. Άρα το Κ είναι θετικά ορισµένο µητρώο. 
 
5. Οι αναγκαίες συνθήκες περιλαµβάνονται στο συναρτησιακό ενώ οι φυσικές 
συνθήκες απορρέουν από την τελική λύση του προβλήµατος. 
 
Εκτός της αρχής της ελάχιστης δυναµικής ενέργειας της οποίας έγινε χρήση στα 
προηγούµενα παραδείγµατα, η διατύπωση του συναρτησιακού για προβλήµατα 
µηχανικής µπορεί να γίνει µε βάση τις παρακάτω µεταβολικής αρχές: 
 
• Την αρχή της ελάχιστης συµπληρωµατικής ενέργειας, 
• Την αρχή των Ηellinger-Reissner και  
• Την αρχή των Ηu-Washizu 
 

Σε ορισµένες περιπτώσεις είναι δυνατόν να ισχύουν περισσότερες από µία µε-
ταβολικές αρχές. 

Ένα από τα σηµαντικότερα πλεονεκτήµατα της µεθόδου των µεταβολών σε σύ-
γκριση µε τη διαφορική διατύπωση είναι ότι για προσεγγιστικές λύσεις, µπορεί να 
γίνει χρήση µεγαλύτερου αριθµού δοκιµαστικών συναρτήσεων (µετατοπίσεων). 
Αυτό συµβαίνει διότι δεν απαιτείται οι συναρτήσεις αυτές να πληρούν το σύνολο 
των οριακών συνθηκών. 
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3. Η µέθοδος Rayleigh-Ritz 
 
Περί το 1870 ο Rayleigh έκανε χρήση προσεγγιστικού πεδίου ενός βαθµού ελευ-
θερίας για να προσδιορίσει τις µετατοπίσεις ταλαντευόµενου σώµατος, ενώ το 
1909 ο Ritz ανέπτυξε ένα ακριβέστερο προσεγγιστικό πεδίο κάνοντας χρήση πε-
ρισσοτέρων συναρτήσεων, έτσι ώστε να ικανοποιoύνται και οι αναγκαίες οριακές 
συνθήκες. Παρακάτω θα περιγραφεί η εφαρµογή της µεθόδου για σώµα υπό στα-
τική φόρτιση. 

Θεωρούµε ελαστικό σώµα επί του οποίου ασκούνται φορτία και αναπτύσσονται 
πεδία τάσεων και µετατοπίσεων. Η µετατόπιση κάθε ενός σηµείου του σώµατος 
περιγράφεται από τις συνισταµένες της u, v και w στις κατευθύνσεις του συστήµα-
τος αναφοράς, Ox, Oy και Oz. Μία λύση Rayleigh-Ritz βασίζεται σε προσεγγίσεις 
των πεδίων των µετατοπίσεων µε απειροστές σειρές, κάθε δε όρος της σειράς είναι 
συνάρτηση των συντεταγµένων του σηµείου και έχει άγνωστο µέγεθος ai. Τα ai 
θεωρούνται γενικευµένες συντεταγµένες. Έχουµε: 
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Οι συναρτήσεις fi πρέπει να είναι επιτρεπτές, πρέπει δηλαδή να πληρούν τις 

συνθήκες γεωµετρικού συµβιβαστού και τις αναγκαίες οριακές συνθήκες. Κατά 
κανόνα οι συναρτήσεις αυτές εκφράζονται µε πολυωνυµική µορφή και για τη δια-
τύπωση µίας συγκεκριµένης λύσης χρησιµοποιείται ένας πεπερασµένος αριθµός 
όρων κάθε σειράς. Οι βαθµοί ελευθερίας του προβλήµατος αντιστοιχούν στα µε-
γέθη ai, τα οποία υπολογίζονται αντικαθιστώντας τις σχέσεις (12) στις σχέσεις γε-
ωµετρικού συµβιβαστού: 
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απ’ όπου υπολογίζονται οι παραµορφώσεις ε. Ακολούθως χρησιµοποιείται το συ-
ναρτησιακό Π, το οποίο εξαρτάται πλέον από τις τιµές των συντελεστών ai. 

Κάνοντας χρήση της αρχής της ελάχιστης δυναµικής ενέργειας η ισορροπία του 
σώµατος ορίζεται από το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων: 
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 0=
∂
∂

ia
Π

 για i = 1, 2, . . . n (29) 

 
Επιλύνοντας τις εξισώσεις (29) για συγκεκριµένες τιµές των ai αποκτώνται τα 

πεδία των µετατοπίσεων u, v, και w. Η παραγώγιση των πεδίων u, v, και w οδηγεί 
σε σχέσεις για τις παραµορφώσεις, και από αυτές αποκτώνται τα πεδία των τάσεων 
σε κάθε σηµείο του σώµατος. Για προβλήµατα µηχανικής οι σχέσεις (29) κατά κα-
νόνα διατυπώνονται ως µητρωικές εξισώσεις. 

Οι λύσεις που αποκτώνται µε τη µέθοδο Rayleigh-Ritz είναι προσεγγιστικές 
διότι οι συναρτήσεις κατά κανόνα δεν είναι ικανές να αναπαραστήσουν µε από-
λυτη ακρίβεια τις πραγµατικές µετατοπίσεις. Η διαδικασία επίλυσης συνίσταται α) 
στην επιλογή της κατηγορίας των δοκιµαστικών συναρτήσεων µε επιτρεπτές λύ-
σεις για το συγκεκριµένο πρόβληµα και β) την εφαρµογή κριτηρίου για την επι-
λογή της βέλτιστης µορφής των δοκιµαστικών συναρτήσεων. Για προβλήµατα µη-
χανικής θέτουµε δΠ=0. 

Το συναρτησιακό Π εκφράζει την ενεργειακή ισορροπία ελαστικού σώµατος 
υπό την επίδραση κατανεµηµένων και συγκεντρωµένων φορτίων: 
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Το πρώτο ολοκλήρωµα στην παραπάνω σχέση αντιστοιχεί στην παραµορφω-

σιακή ενέργεια ανά µονάδα όγκου του σώµατος, και περιλαµβάνει την παραµορ-
φωσιακή ενέργεια που οφείλεται στις εξωτερικές φορτίσεις και αυτήν που οφείλε-
ται στα αρχικά παραµορφωσιακά και εντατικά πεδία. Το δεύτερο ολοκλήρωµα 
αντιστοιχεί στο έργο αδρανειακών φορτίων (κίνηση άκαµπτου σώµατος) ενώ το 
τρίτο ολοκλήρωµα αντιστοιχεί στο έργο επιφανειακών φορτίων. Ο τελευταίος όρος 
αντιστοιχεί στο έργο των συγκεντρωµένων φορτίων, F. 

Συνήθως επιλέγονται πολυωνυµικές µορφές για τα προσεγγιστικά πεδία ενώ 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν και ηµιτονικές ή συνηµιτονικές συναρτήσεις. Για να 
προσδιορισθεί ο καλύτερος συνδυασµός δοκιµαστικών συναρτήσεων πρέπει να 
γίνουν προκαταρκτικοί υπολογισµοί διότι δεν υπάρχουν γενικοί κανόνες. Εάν για 
κάποιο συγκεκριµένο πρόβληµα αποκτάται µία σειρά λύσεων, για κάθε µία από τις 
οποίες προστίθεται ένας όρος στο προσεγγιστικό πεδίο, αναµένουµε σύγκλιση των 
αποτελεσµάτων στη ακριβή λύση (Π, µετατοπίσεις, τάσεις). Αποτελεί αναγκαία 
συνθήκη για την σύγκλιση των αποτελεσµάτων η σειρά των όρων να είναι πλήρης. 
Η πληρότητα εξασφαλίζεται εάν οι ακριβείς µετατοπίσεις και οι παράγωγοί τους 
που περιλαµβάνονται στο συναρτησιακό Π προσεγγίζονται κατά βούληση προσθέ-
τοντας νέους όρους στη δοκιµαστική συνάρτηση. Οι πολυωνυµικές σειρές είναι 
πλήρεις εάν η τάξη τους είναι επαρκώς υψηλή και δεν λείπουν όροι. Για να εξα-
σφαλίζεται πληρότητα πρέπει να περιλαµβάνονται και οι όροι χαµηλότερης τάξης, 
διότι διαφορετικά δεν θα επιτευχθεί προσέγγιση στο σωστό πεδίο τιµών όσο µεγά-
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λος και να είναι ο αριθµός των χρησιµοποιούµενων όρων. Πρέπει επίσης να µην 
παραλείπονται όροι. 

Η λύση που προκύπτει είτε είναι απόλυτα ακριβής είτε προσδίδει στην κατα-
σκευή πλεονάζουσα ακαµψία. Αυτό συµβαίνει διότι το µαθηµατικό πρότυπο επι-
τρέπει την παραµόρφωση της κατασκευής µε ένα περιορισµένο αριθµό µορφών, 
που εξαρτώνται από την υπέρθεση του πεπερασµένου αριθµού των επιλεγµένων 
συναρτήσεων fi που περιλαµβάνονται στο υποτιθέµενο πεδίο. Αυτό που συµβαίνει 
είναι ότι το δοκιµαστικό πεδίο υποχρεώνει την κατασκευή να παραµορφωθεί σύµ-
φωνα µε τις µορφές που περιέχει. Το έργο των εξωτερικών δυνάµεων που αυξάνει 
σταδιακά από το µηδέν στο F δίνεται από τη σχέση W=UTF/2 εάν η συµπεριφορά 
είναι γραµµική ελαστική. Το προσεγγιστικό πεδίο U είναι τέτοιο ώστε το έργο W 
να είναι λιγότερο της προσδοκώµενης (θεωρητικής) τιµής. Αυτό δεν σηµαίνει ότι 
γίνεται υποεκτίµηση για κάθε Ui, στην περίπτωση όµως που το εξωτερικό φορτίο 
είναι συγκεντρωµένο, η προκύπτουσα µετατόπιση συνιστά κάτω όριο της σωστής 
τιµής. 

Από τη σχέση U=W συµπεραίνουµε ότι στην προσεγγιστική λύση γίνεται υπο-
εκτίµηση της παραµορφωσιακής ενέργειας (όταν επιβάλλονται φορτία). Στην πε-
ρίπτωση όµως που επιβάλλονται µετατοπίσεις, γίνεται υπερεκτίµηση της παρα-
µορφωσιακής ενέργειας διότι πρόσθετο φορτίο απαιτείται για την επίτευξη των 
προδιαγραφόµενων µετατοπίσεων. Όταν προδιαγράφονται µετατοπίσεις και δυνά-
µεις η παραµορφωσιακή ενέργεια µπορεί να υπερεκτιµάται ή να υποεκτιµάται. 
Επειδή οι τάσεις υπολογίζονται από τις µετατοπίσεις, για την άκαµπτη κατασκευή 
οι τάσεις κατά κανόνα θα υποεκτιµώνται. Εάν όµως εξετάσουµε τα αποτελέσµατα 
του επόµενου παραδείγµατος βλέπουµε ότι σε άλλα σηµεία της κατασκευής οι τά-
σεις είναι µικρότερες των πραγµατικών ενώ σε άλλα είναι µεγαλύτερα. Συµπεραί-
νουµε λοιπόν ότι γενικός κανόνας δεν υπάρχει για την επίδραση του προσεγγιστι-
κού πεδίου στις τάσεις. 
 
Παράδειγµα 5 
 
Να υπολογισθούν οι τάσεις και µετατοπίσεις της δοκού του σχήµατος µε τη µέ-
θοδο Rayleigh-Ritz.  
 

L

q=cx

x,u

 
 

Σχήµα 5 ∆οκός µε µεταβαλλόµενο αξονικό φορτίο 
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Λύση 
 
Το συναρτησιακό Π για το πρόβληµα αυτό (µονοδιάστατη εντατική κατάσταση) 
γράφεται: 
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Εφόσον xux ∂∂= /ε και P = 0, το συναρτησιακό Π γίνεται: 
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Οι σχέσεις των πεδίων u, v, w γράφονται µε την παρακάτω πολυωνυµική 

µορφή: 
 

 ∑
=

++++==
n

i

n
nii xaxaxaxafau

1

3
3

2
21 ...  (33) 

 
Η περίπτωση u=a0 δεν είναι επιτρεπτή λύση επειδή παραβιάζεται η αναγκαία γεω-
µετρική συνθήκη (για x=0, u=0). Άρα a0=0 και εάν θέσουµε u=a1x, από τις σχέσεις 
(3) έχουµε: 
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συνεπώς, 
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Εάν θέσουµε u = a1x + a2x2, αντικαταστήσουµε στο συναρτησιακό Π και θέσουµε: 
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έχουµε: 
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άρα, ( )23712/ xLxAEcLu −=    (38α) 
 
και ( )xLAcLxuEx 6712// −=∂∂=σ  (38β) 
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Σχήµα 6 Ακρίβεια λύσεων κατά Rayleigh-Ritz 
 

Γενικά η µέθοδος Rayleigh-Ritz αποδίδει την ακριβή λύση όταν τα προσεγγι-
στικά πεδία αναπαριστούν το ακριβές πεδίο µε κατάλληλη επιλογή των βαθµών 
ελευθερίας ai. Αυτό συµβαίνει σπανίως. 
 
 
4. Συναρτησιακά, εξισώσεις Εuler και πεπερασµένα στοιχεία 
 
Αναφέρθηκε προηγουµένως ότι σε προβλήµατα µηχανικής για την διατύπωση του 
συναρτησιακού µπορεί να γίνει χρήση περισσοτέρων της µίας µεταβολικής αρχής 
(αρχή της ελάχιστης δυναµικής ενέργειας, αρχή της ελάχιστης συµπληρωµατικής 
ενέργειας, αρχή του Reissner κ.ά.). 
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Για το συναρτησιακό Π δύο εξαρτηµένων µεταβλητών u=u(x, y), v=v(x, y) µε 
ανεξάρτητες µεταβλητές x και y (καρτεσιανές συντεταγµένες) που εκφράζεται γε-
νικά µε τη µορφή: 
 
 ( )∫∫= dxdyvvvuuvuyxFΠ yyyxyx ,,,,, ,...,,,,,,,  (39) 

 
υποθέτουµε ότι η F δεν περιλαµβάνει παραγώγους µε βαθµό µεγαλύτερο του δεύ-
τερου. Τότε, αποδεικνύεται ότι υπάρχει ένας ίσος αριθµός εξισώσεων µε τον 
αριθµό των εξαρτηµένων µεταβλητών πεδίου.  Οι εξισώσεις αυτές καλούνται εξι-
σώσεις Euler και συνιστούν τις διαφορικές εξισώσεις του φυσικού προβλήµατος. 
Οι εξισώσεις Euler αποκτώνται µε τη µέθοδο των µεταβολών1 και για το γενικευ-
µένο συναρτησιακό Π της σχέσης (39) έχουν την παρακάτω µορφή: 
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Η σχέση (39) καλείται ασθενής µορφή2 ενώ οι σχέσεις (40α-β) καλούνται 

ισχυρή ή κύρια µορφή διατύπωσης του φυσικού προβλήµατος. 
Βλέπουµε λοιπόν ότι είναι δυνατό να διατυπωθεί η λύση ενός φυσικού προβλή-

µατος ακολουθώντας τη µέθοδο Rayleigh-Ritz έτσι ώστε το συναρτησιακό Π που 
περιγράφει το πρόβληµα να συνδυασθεί µε τις δοκιµαστικές συναρτήσεις που πε-
ριγράφουν τη συµπεριφορά κάθε στοιχείου (πεδία µετατοπίσεων). Συνδυάζοντας 
κατάλληλα τα παραπάνω αποκτώνται οι ιδιότητες των στοιχείων  για το συγκεκρι-
µένο πρόβληµα και οι εξισώσεις που περιγράφουν τη συµπεριφορά του σώµατος. 
Για να αποκτηθούν τέλος αριθµητικά αποτελέσµατα πρέπει να επιλεγούν: 
 
• Η µορφή του στοιχείου (επίπεδο, στερεό, τριγωνικό, τετράπλευρο κλπ) 
• Ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας σε κάθε κόµβο 
• Η κατανοµή των κόµβων σε κάθε στοιχείο 
• Η συνάρτηση µορφής του στοιχείου 
 
Παράδειγµα 6 
 
Να αποκτηθούν οι διαφορικές εξισώσεις του προβλήµατος της προηγούµενης 
άσκησης κάνοντας χρήση των αντίστοιχων εξισώσεων Euler. 

                                                           
1 Μια πλήρης απόδειξη παρατίθεται στο βιβλίο του F. Bleich Buckling Strength of Metal Structures, 
McGraw Hill Book Inc, New York, 1952. 
2 ασθενής µορφή = weak form 
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Λύση 
 
Το πρόβληµα αυτό περιλαµβάνει µία ανεξάρτητη µεταβλητή, µία εξαρτηµένη και 
καµία δεύτερη παράγωγο. Η µία εξίσωση Εuler είναι: 
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όπου: 
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Συνεπώς, 
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Παράδειγµα 7 
 
Να διατυπωθεί η εξίσωση του θερµικού πεδίου η ολοκληρωτική συνάρτηση του 
οποίου έχει την παρακάτω µορφή: 
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όπου  Τ = θερµοκρασία 
  k = θερµική αγωγιµότητα 
  Q = εσωτερική θερµική ροή 
  ρ = πυκνότητα και  
  c = ειδική θερµότητα 
 
Το πάχος θεωρείται µοναδιαίο. 
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Λύση 
 
Όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, έχουµε µία εξαρτηµένη µεταβλητή, Τ, και 
µία εξίσωση Εuler, ως εξής: 
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όπου F είναι η ολοκληρωτική συνάρτηση που περιλαµβάνεται στο συναρτησιακό: 
 
 ∫∫=Π Fdxdy  (45) 

 
Από τις σχέσεις (44) και (45) έχουµε: 
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Η παραπάνω διαφορική εξίσωση περιγράφει το ζητούµενο θερµικό πεδίο. 
 
 
5. Πολυωνυµικά πεδία µε συνέχεια κατά τµήµατα 
 
Θα επιδιώξουµε τώρα να δείξουµε πως µπορούµε να διατυπώσουµε το πεδίο των 
µετατοπίσεων µε µετατοπίσεις u αντί των συντελεστών ai. Η χρήση των u σε συ-
νάρτηση µε πολυωνυµικά πεδία µε τµηµατική συνέχεια καταλήγει σε µία διατύ-
πωση της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων που µπορεί εύκολα να κωδικο-
ποιηθεί σε υπολογιστή. 
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  (α) ∆οκός µε αξονικό φορτίο (β) Γενεσιουργό στοιχείο 
 

Σχήµα 7 Πεδία µετατοπίσεων σε δοκό υποδιαιρεµένη σε τρία στοιχεία 
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Αρχικά κάνουµε χρήση των ai και µετά τις αντικαθιστούµε µε συναρτήσεις των 
βαθµών ελευθερίας u στους κόµβους της κατασκευής. Θεωρούµε τη δοκό του 
Σχήµατος 7. 

Το επιβαλλόµενο φορτίο ασκείται κατά µήκος του άξονα της δοκού. Οι επαγό-
µενες µετατοπίσεις u στο διάστηµα x=0 έως x=L δίνονται προσεγγιστικά ως τρία 
γραµµικά πεδία: 
 
 xaau 21 +=  20 xx ≤≤  (47α) 
 xaau 43 +=  32 xxx ≤≤  (47β) 
  xaau 65 +=  43 xxx ≤≤  (47γ) 
 
όπου οι ai είναι βαθµοί ελευθερίας που πρέπει να προσδιορισθούν. Για να είναι 
επιτρεπτό το παραπάνω πεδίο θα πρέπει u=0 για x=0, επίσης δε πρέπει η µετατό-
πιση u που προκύπτει από τις σχέσεις (47α) και (47β) να είναι η ίδια στο σηµείο x2  
η δε µετατόπιση που προκύπτει από τις σχέσεις (47β) και (47γ) να είναι η ίδια µε 
αυτή στο σηµείο x3. Από τις τρεις αυτές συνθήκες προκύπτει ότι a1=0, a3=(a2-a4)x2, 
και a5=(a2-a4)x2+(a4-a6)x3. Άρα,  
 
 xau 2=  20 xx ≤≤  (48α) 
 ( )2422 xxaxau −+=  32 xxx ≤≤  (48β) 
  ( ) ( )3643422 xxaxxaxau −+−+=  43 xxx ≤≤  (48γ) 
 
Η παραπάνω διαδικασία έχει µειονεκτήµατα. Κατά πρώτο, οι συντελεστές ai δεν 
έχουν φυσική έννοια και κατά δεύτερο η µετάβαση από τις σχέσεις (48α) στις σχέ-
σεις (48β) και ο προσδιορισµός των συντελεστών ai από τις σχέσεις ∂Π/∂ai=0  δεν 
κωδικοποιείται εύκολα στον υπολογιστή. Τα µειονεκτήµατα αυτά αποφεύγονται 
εάν εκφρασθούν τα προσεγγιστικά πεδία συναρτήσει των βαθµών ελευθερίας 
στους κόµβους. Η διαδικασία περιγράφεται παρακάτω. 
 
Μητρώο συνάρτησης µορφής 
 
Θεωρούµε το γενεσιουργό στοιχείο του Σχήµατος 7β. Η µετατόπιση u θεωρείται 
ότι µεταβάλλεται γραµµικά µε τη συντεταγµένη s. Το πεδίο των µετατοπίσεων 
πρέπει να αποδίδει τις τιµές u=ui και u=uj στα δύο άκρα. Μπορούµε τότε να συ-
ντάξουµε την παρακάτω σχέση: 
 

 ji u
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Το µητρώο Ν καλείται µητρώο συνάρτησης µορφής3 ενώ οι όροι του καλούνται 

συναρτήσεις µορφής ή παρεµβολής4 και περιγράφουν πως µεταβάλλονται οι 
µετατοπίσεις u όταν ο αντίστοιχος βαθµός ελευθερίας είναι ίσος µε τη µονάδα ενώ 
οι άλλοι είναι ίσοι µε το µηδέν, συναρτήσει της ανεξάρτητης µεταβλητής x. Στις 
πιο απλές περιπτώσεις µπορούµε συνήθως να συντάξουµε απ' ευθείας τις συναρ-
τήσεις µορφής. 

Ας θεωρήσουµε ξανά το γενεσιουργό στοιχείο του σχήµατος. Επιλέγουµε το 
γραµµικό πεδίο: 

 
 saau 21 +=  
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Το πεδίο αυτό πρέπει να λάβει τιµές u=ui για s=0 και u=uj για s=L. 
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ή u = A (52) 
 
Επιλύνοντας ως προς a και αντικαθιστώντας στην ε καταλήγουµε στην παρακάτω 
µορφή: 
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Το µητρώο συνάρτησης µορφής Ν είναι τότε: 
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Σε όλα τα στοιχεία οι µετατοπίσεις µεταβάλλονται γραµµικά δεν έχουν όµως τις 
ίδιες τιµές διότι οι συντεταγµένες των άκρων και τα µήκη L διαφέρουν για κάθε 
στοιχείο. 

                                                           
3 µητρώο συνάρτησης µορφής = shape function matrix 
4 συνάρτηση µορφής (παρεµβολής) = shape (interpolation) function 
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6. Η ΜΠΣ βασιζόµενη στη µέθοδο Rayleigh-Ritz 
 
Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων µπορεί να θεωρηθεί ως µια εφαρµογή της 
µεθόδου Rayleigh-Ritz, όταν το προσεγγιστικό πεδίο παρεµβάλλεται τµηµατικά 
µεταξύ βαθµών ελευθερίας που αποτελούν κοµβικές τιµές του πεδίου. Ο τρόπος 
διατύπωσης της λύσης θα δειχθεί µε βάση το προηγούµενο παράδειγµα. Όπως και 
προηγουµένως, συντάσσουµε το συναρτησιακό Π (=U-W), θεωρούµε δΠ=0 και σε 
συνέχεια επιλύνουµε τις εξισώσεις ΚU=F ως προς τις µετατοπίσεις U. Στα προ-
γράµµατα Η/Υ η παραπάνω µητρωική εξίσωση συντάσσεται απευθείας, χωρίς να 
γίνει χρήση του συναρτησιακού. 
 
Μητρώο ακαµψίας στοιχείου 
 
Θεωρούµε ένα στοιχείο-δοκό µήκους L που κείται στον άξονα Ox. Η παραµόρ-
φωση ισούται µε εx=∂u/∂x=∂u/∂s. Τότε, από τη σχέση (49), 
 
 εx = Bu  
 

όπου ⎥⎦
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⎢⎣
⎡−==

L
1  1

Lds
d NB  (55) 

 
Το B είναι το µητρώο γεωµετρικού συµβιβαστού.5  Από το πρώτο ολοκλήρωµα της 
σχέσης (30), όπου L=LT και dx=ds η ενέργεια παραµόρφωσης ενός στοιχείου είναι: 
 

 ∫ ∫==
L L

x
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xx dsAEAdsEU
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Γράφουµε το γινόµενο εx

2 ως εxεx
Τ για διευκόλυνση της παραγώγισης µητρώων που 

ακολουθεί. Από τις σχέσεις (55) και (56)6, 
 
 ( ) kuuTU 2/1=  

όπου ∫=
L

dsA
0

BEBk T  (57) 

 
Εάν ΕΑ = σταθερά, το µητρώο ακαµψίας 2x2 είναι ταυτόσηµο µε αυτό του 

στοιχείου-δοκού. 
 
 
                                                           
5 µητρώο γεωµετρικού συµβιβαστού (ή συµβιβαστού των παραµορφώσεων)= geometrical  
  compatibility matrix 
6 και τη µητρωική σχέση Νu=uTNT 
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Σχήµα 8 Προσεγγιστική και ακριβής λύση στο πρόβληµα της δοκού 
Φορτία 
 
Το δυναµικό των εξωτερικών φορτίων είναι (σχέση (30)): 
 

 ∫ ∫−=−=
L L

T
x dsAdsW

0 0

quuF  (58) 

 
Από τις σχέσεις (49) και (58) 
 

 e
TW fu−=  όπου ∫=

L
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qNf  (59) 

 
Το µητρώο fe καλείται µητρώο συµβατών δυνάµεων7 και περιγράφει τον τρόπο µε 
τον οποίο τα κατανεµηµένα φορτία ασκούνται στους κόµβους έτσι ώστε να είναι 
συµβατά µε το πεδίο των µετατοπίσεων. 

Προς το παρόν µπορούµε να δούµε πως διατυπώνεται το µητρώο fe αναφερόµε-
νοι στο προηγούµενο παράδειγµα. Θεωρούµε λοιπόν ότι q=cx (γραµµική µεταβολή 
του εξωτερικού φορτίου). Στα στοιχεία 1, 2 και 3 q=cx, q=c(x2+s) και q=c(x3+s). 
Εάν τα στοιχεία έχουν όλα µήκος LT/3, 
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7 µητρώο συµβατών δυνάµεων = compatible force matrix 
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Εξισώσεις ισορροπίας της κατασκευής 
 
Το ολικό δυναµικό της κατασκευής είναι το άθροισµα των συναρτησιακών των 
τριών στοιχείων, 
 
 321321 WWWUUUWUΠ −−−++=−=  (61) 
 

∆ιευρύνονται τα µητρώα κάθε στοιχείου στο επίπεδο της κατασκευής έτσι ώστε 
το µητρώο των µετατοπίσεων u αντικαθίσταται από το µητρώο U, που περιλαµβά-
νει όλους τους βαθµούς ελευθερίας της κατασκευής.  
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F
cLcLcLU T  (62) 

 
όπου F1 είναι η αντίδραση στο σηµείο στήριξης x=0. Οι τέσσερις συνθήκες 
∂Π/∂Ui=0 αποδίδουν τέσσερις µητρωικές εξισώσεις ΚU=F. Οι σχέσεις αυτές απο-
κτώνται µε τους κανόνες παραγώγισης της µητρωικής άλγεβρας. Οι τέσσερις αυτές 
σχέσεις γράφονται ως εξής: 
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Η αναγκαία οριακή συνθήκη U1=0 επιβάλλεται αφαιρώντας την πρώτη σειρά 

και την πρώτη στήλη, όπως έχει περιγραφεί στο Κεφάλαιο 2. Επιλύνοντας τις υπό-
λοιπες εξισώσεις αποκτώνται λύσεις για τους υπόλοιπους βαθµούς ελευθερίας U2, 
U3 και U4. Το διάνυσµα των λύσεων είναι: 
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Οι µετατοπίσεις αυτές αντιστοιχούν στα σηµεία x=0, L, 2L, 3L και δείχνονται 

στο Σχήµα 8. Συγκρίνοντας µε την ακριβή λύση βλέπουµε ότι οι µετατοπίσεις 
στους κόµβους συµπίπτουν µε την ακριβή λύση. Στα περισσότερα προβλήµατα  
όµως αυτό δεν συµβαίνει. Μεταξύ των κόµβων  η προσεγγιστική λύση δεν συµπί-
πτει µε την ακριβή λύση, διότι η µεν πρώτη βασίζεται σε γραµµική παρεµβολή ενώ 
η δεύτερη είναι τρίτου βαθµού. Για παράδειγµα, στο σηµείο x=3L/2 έχουµε 
U=6cL3/EA και U=6,1875cL3/EA για την προσεγγιστική και την ακριβή λύση αντί-
στοιχα. 

Η κατανοµή των τάσεων αποκτάται κάνοντας χρήση της σχέσης (55). Έχουµε: 
 

 [ ]uEBuEεσ 1     1−===
L
E

xx  (65) 

 
Η παραπάνω σχέση εφαρµοζόµενη στα τρία στοιχεία αποδίδει τα πεδία των τά-

σεων που περιλαµβάνονται στο Σχήµα 8. Παρατηρούµε τις απότοµες αλλαγές και 
την σχετικά µεγαλύτερη έλλειψη ακρίβειας σε σχέση µε τις µετατοπίσεις. Οι από-
τοµες αυτές αλλαγές παρατηρούνται πάντοτε όταν το προσεγγιστικό πεδίο των 
µετατοπίσεων είναι γραµµικό. 
 
 
7. ∆ιατύπωση της ΜΠΣ από συναρτησιακό 
 
Στο προηγούµενο παράδειγµα αποκτήθηκε λύση µε πεπερασµένα στοιχεία βασιζό-
µενη σε ένα στοιχείο-δοκό µε δύο κόµβους που αποκτήθηκε από το συναρτησιακό 
Π της δυναµικής ενέργειας. Παρακάτω θα εξετάσουµε ένα πρόβληµα θερµικού 
πεδίου χωρίς να απαιτηθεί το στοιχείο να έχει συγκεκριµένο σχήµα ή αριθµό κόµ-
βων. 

Έστω Τ η θερµοκρασία στο εσωτερικό επίπεδου στοιχείου η οποία παρεµβάλ-
λεται µεταξύ n τιµών θερµοκρασίας σε κόµβους Τe. 
 
 e   TNT =   (66) 
       [1xn][nx1] 
 
όπου κάθε µία από τις συναρτήσεις µορφής Ν είναι συνάρτηση των x και y. Εάν τα 
στοιχεία έχουν κόµβους στα άκρα, τότε n=3 για τρίγωνο, n=4 για παραλληλό-
γραµµο κ.ο.κ. Το συναρτησιακό επίπεδης µετάδοσης θερµότητας δίνεται στο πα-
ράδειγµα. 
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Εάν Τ=ΤΤ,  
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Τότε, 
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Όπως και προηγουµένως, χρησιµοποιείται το ανάστροφο του µητρώου Τ για να 

γίνει ευχερέστερα η παραγώγιση των µητρωικών σχέσεων. Παραγωγίζοντας τη 
σχέση (66) έχουµε: 
 
 exx TNT ,, =  (68α) 
 
 eyy TNT ,, =  (68β) 
 
 eTNT =  (68γ) 
 
όπου για παράδειγµα,  
 
 [ ]xn,x2,,1,  ...    NNNN xx =  

 
Παρατηρούµε ότι οι θερµοκρασίες στους κόµβους είναι συναρτήσεις του χρό-

νου ενώ οι Νi δεν είναι. Άρα Τ και t/∂∂T  παρεµβάλλονται από τις αντίστοιχες 
τιµές στους κόµβους Τe και t/e ∂∂T µε το ίδιο µητρώο παρεµβολής Ν. 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (68α-γ) στη σχέση (67) έχουµε: 
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όπου: 
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 ∫∫= dxdyxcc T  ρNN  (70β) 

 ∫∫= dxdy QNr T
Q  (70γ) 

 
Οι εξισώσεις πεπερασµένων στοιχείων αποκτώνται θέτοντας: 
 
 0/ =∂∂ eΠ T  
 
απ΄ όπου προκύπτει ότι: 
 
 Qee Tc rTkT =∂∂+ /  (71) 
 

Η συνάθροιση όλων των στοιχείων οδηγεί στην παρακάτω εξίσωση που περι-
λαµβάνει τις θερµοκρασίες σε όλους τους κόµβους του πλέγµατος: 
 

 [ ] [ ] ∑∑∑ =
∂
∂

+ Qt
c rTTk  (72) 

 
Το µητρώο k µπορούµε να το διατυπώσουµε και µε τη µορφή που το συναντή-

σαµε σε προβλήµατα της µηχανικής γενικεύοντας µε αυτό τον τρόπο τη µεθοδολο-
γία του παραπάνω προβλήµατος. 

Από τα παραπάνω αντλούµε το σηµαντικό συµπέρασµα ότι η διατύπωση ενός 
προβλήµατος µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων µπορεί να γίνει µε δύο 
µόνο παραδοχές: το συναρτησιακό και τη συνάρτηση µορφής, που χρησιµοποιείται 
για την περιγραφή των ιδιοτήτων των στοιχείων. Από τα παραπάνω αποκτώνται οι 
υπόλοιπες ιδιότητες του στοιχείου και οι εξισώσεις ισορροπίας της κατασκευής. 

Για να εφαρµοσθεί η µέθοδος αυτή πρέπει να επιλεγούν επίσης: 
 
• Η µορφή του στοιχείου 
• Ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας 
• H κατανοµή των βαθµών ελευθερίας στο στοιχείο 
 

Οι παραπάνω επιλογές επηρεάζουν σε σηµαντικό βαθµό την αποτελεσµατικό-
τητα και την ακρίβεια των υπολογισµών. 
 
 
8. Παρεµβολή 
 
Παρεµβολή8 γίνεται όταν θέλουµε να προσεγγίσουµε την τιµή µίας συνάρτησης 
µεταξύ γνωστών τιµών κάνοντας χρήση των τιµών αυτών αλλά µε συνάρτηση διά 

                                                           
8 παρεµβολή = interpolation 
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 α) συνεχής C0 β) συνεχής C1 

 
Σχήµα 9 Συναρτήσεις παρεµβολής φ(ξ) 

 
φορη της αρχικής. Μπορούµε να θεωρήσουµε την παρεµβολή ως το βασικό κίνη-
τρο της ΜΠΣ, εφόσον µπορούµε να προσεγγίσουµε ένα επαρκώς µικρό τµήµα ενός 
πολύπλοκου πεδίου µε ένα απλούστερο πεδίο παρεµβολής. Η γραµµική παρεµβολή 
επαρκεί εφόσον χρησιµοποιείται επαρκής αριθµός στοιχείων. Στοιχεία µε δευτερο-
τάξια ή τριτοτάξια συνάρτηση παρεµβολής έχουν µεγαλύτερη ακρίβεια και συνε-
πώς απαιτείται µικρότερος αριθµός στοιχείων για να εξασφαλισθεί η ίδια ακρίβεια. 
Στο όριο γίνεται χρήση ενός στοιχείου µε πολλούς βαθµούς ελευθερίας, λύση που 
ταυτίζεται µε αυτή της κλασσικής µεθόδου Rayleigh-Ritz. 

Στο ερώτηµα: λίγα πολύπλοκα, ή πολλά απλά στοιχεία; δεν µπορεί να δοθεί µια 
εύκολη απάντηση. Ο µελετητής πρέπει να γνωρίζει τις ιδιότητες των διαφόρων 
στοιχείων και να επιλέγει για το κάθε πρόβληµα το στοιχείο που ταιριάζει καλύ-
τερα στην απόκριση του µοντέλου. Για παράδειγµα, στην περίπτωση µη-γραµµι-
κών αναλύσεων µπορούµε να επιλέξουµε σχετικά απλά στοιχεία διότι έτσι περιο-
ρίζεται το κόστος της µελέτης, που περιλαµβάνει πολλούς (επαναληπτικούς) υπο-
λογισµούς. 

Τα στοιχεία διαιρούνται ανάλογα µε το βαθµό συνέχειας του προσεγγιστικού 
πεδίου. Εισάγεται ο ακόλουθος συµβολισµός: 
 
Ένα στοιχείο έχει συνέχεια Cm εάν οι παράγωγοι τάξεως m και µικρότερης είναι 
συνεχείς. 
   
Ένα πεδίο φ = φ(x) έχει συνέχεια C0 εάν η φ είναι συνεχής, η φ,x όµως δεν είναι. 
Παραδείγµατα συνέχειας C0 και C1 δίνονται στο Σχήµα 9. Κατά κανόνα πρέπει οι 
παράγωγοι της συνάρτησης φ τάξης m να χρησιµοποιούνται ως βαθµοί ελευθερίας 
στους κόµβους για να έχει συνέχεια Cm το ζητούµενο προσεγγιστικό πεδίο. 
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9. Συναρτήσεις µορφής στοιχείων συνέχειας C0 
 
Για αυτή την κατηγορία στοιχείων το προσεγγιστικό πεδίο της µεταβλητής φ είναι 
συνεχές, παρουσιάζονται όµως ασυνέχειες στις ποσότητες φ', φ'', κλπ κατά µήκος 
των συνόρων.  

Ένα πεδίο φ παρεµβάλλεται στο εσωτερικό ενός στοιχείου από n κοµβικές τιµές 
φe=[φ1 φ2 ... φn]T όπως ορίζει η σχέση: 

 

 φ =  Ν φe      δηλ.      ∑
=

=
n

i 1
iiφNφ  (73) 

 
όπου οι Νi είναι συναρτήσεις των συντεταγµένων. Η συνάρτηση µορφής Νi ορίζει 
την κατανοµή της φ στο εσωτερικό  του στοιχείου όταν ο i-οστός βαθµός ελευθε-
ρίας φi είναι ίσος µε τη µονάδα και οι τιµές όλων των υπόλοιπων συναρτήσεων φ 
είναι ίσες µε το µηδέν. Παρακάτω θα εξετάσουµε τα χαρακτηριστικά ορισµένων 
απλών στοιχείων. 

Σε µονοδιάστατα στοιχεία η απλούστερη περίπτωση είναι της γραµµικής πα-
ρεµβολής, όπως δείχνουν τα Σχήµατα 10α, 10β. 

Η παρεµβαλλόµενη συνάρτηση φ(x) λαµβάνει τιµές φ1 για x=x1 και φ2 για x=x2. 
Τα δύο αυτά σηµεία ορίζουν γραµµικό πολυώνυµο φ=a1+a2x. Ακολουθώντας τη 
διαδικασία που περιγράφηκε προηγουµένως, αποκτάται η συνάρτηση µορφής.  
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(α) Γραµµική παρεµβολή (β) ∆ευτεροτάξια παρεµβολή 
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Η δευτεροτάξια παρεµβολή εικονίζεται στο Σχήµα 10β. Στην περίπτωση αυτή 

απαιτούνται τρία σηµεία τα οποία ορίζουν την παραβολή φ=a1+a2x+a3x2 που θα 
πρέπει να λαµβάνει τις τιµές φ=φ1 φ=φ2 και φ=φ3 στα σηµεία x=x1, x=x2 και x=x3 
αντίστοιχα. Οι τιµές των xi δεν απαιτείται να είναι σε ισαπόσταση µεταξύ τους. Οι 
τιµές των συντελεστών ai µπορούν να υπολογισθούν όπως και στην περίπτωση των 
γραµµικών συναρτήσεων. 

Επειδή όµως η άλγεβρα είναι κοπιώδης µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον 
τύπο παρεµβολής Lagrange, που θα περιγραφεί αµέσως παρακάτω. Το αποτέλεσµα 
είναι: 
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Από τα παραπάνω συµπεραίνονται τα εξής: 
 
1. Όλες οι συναρτήσεις µορφής Νi,  όπως επίσης και η συνάρτηση φ είναι πολυώ-

νυµα της ίδιας τάξεως 
2. Για κάθε συνάρτηση µορφής Νi, Νi=1 όταν x=xi και Νi=0 όταν x=xj, όπου i≠j. 
3. Το άθροισµα των συναρτήσεων µορφής συνέχειας C0 ισούται µε τη µονάδα. 

Αυτό δεν είναι προφανές αλλά µπορεί να δειχθεί ως εξής. Εάν φi=1 σε όλα τα 
n σηµεία τότε φ=1 σε όλα τα σηµεία της παρεµβαλλόµενης συνάρτησης φ. 

 
Η σχέση (73) γίνεται τότε: 
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Για στοιχεία µε συνέχεια C1 στα οποία γίνεται χρήση και των παραγώγων ως βαθ-
µοί ελευθερίας στους κόµβους, ισχύει η σχέση (76) εάν οι Νi αντιστοιχούν σε βαθ-
µούς ελευθερίας µετατοπίσεων και µόνο. 
 
Παρεµβολή κατά Lagrange 
 
Η συνάρτηση φ=φ(x) τάξης n-1 που ορίζεται από n τιµές φi σε αντίστοιχες xi έχει 
τη µορφή: 
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όπου οι συναρτήσεις µορφής Νi έχουν κατά Lagrange τις ακόλουθες µορφές: 
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Σηµειώνεται ότι οι συναρτήσεις µορφής Νi έχουν τις χαρακτηριστικές 1 και 2 

όπως προαναφέρθηκαν. Οι τιµές των Νi των σχέσεων (74) και (75) αποτελούν ειδι-
κές περιπτώσεις των σχέσεων (78), όπου n=2 και 3 αντίστοιχα. 
 
∆ύο διαστάσεις 
 
Θεωρούµε το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο του Σχήµατος 11 στο οποίο παρεµ-
βάλλεται η φ=φ(x, y) µεταξύ των τεσσάρων ακραίων τιµών. Η φ έχει την µορφή:  
 
 φ =a1+a2x+a3y+a4xy (79) 
 

Στο παραπάνω σχήµα µπορούµε να παρεµβάλλουµε γραµµικά µεταξύ των φ1 
και φ4 και των τιµών φ2 και φ3. Εποµένως, στις σχέσεις (78) το y αντικαθιστά το x 
και n=2.  

Καλούµε τις ακραίες τιµές φ14 και φ23, και έχουµε: 
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Η γραµµική παρεµβολή στη κατεύθυνση x µεταξύ των τιµών φ14 και φ23 δίνει: 
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(α) Τετράκοµβο διγραµµικό στοιχείο  (β) ∆ιαφορές µεταξύ πραγµατικής 

καµπύλης και προσέγγισης κατά Lagrange 
 

Σχήµα 11 ∆ιδιάστατο στοιχείο κατά Lagrange 
 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις 80α και 80β στη σχέση 81 καταλήγουµε στην 
φ=Σ[Νiφi], όπου: 
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Εύκολα διαπιστώνεται ότι σε κάθε περίπτωση Νi=1 στον κόµβο i και µηδέν 

στους υπόλοιπους, ενώ Ν1+Ν2+Ν3+Ν4=1. 
Το στοιχείο που έχει περιγραφεί παραπάνω καλείται δι-γραµµικό9 επειδή οι συ-

ναρτήσεις µορφής είναι γινόµενα δύο γραµµικών πολυωνύµων. Επίσης, το στοι-
χείο µε 9 κόµβους (στα άκρα και τα µέσα πλευρών, και στο κέντρο) καλείται δι-
τετράγωνο, ενώ το στοιχείο µε 16 κόµβους από τους οποίους οι 4 είναι εσωτερικοί 
καλείται δι-κυβικό, κ.ο.κ. Οι συναρτήσεις µορφής όλων αυτών των στοιχείων είναι 
γινόµενα µονοδιάστατων συναρτήσεων παρεµβολής Lagrange και καλούνται στοι-
χεία Lagrange. 
 
 
                                                           
9 δι-γραµµικό = bilinear 
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10. Συναρτήσεις µορφής στοιχείων µε συνέχεια C1 
 
Στα στοιχεία αυτά υφίσταται συνέχεια της µεταβλητής φ και των πρώτων παραγώ-
γων της, όχι όµως και των παραγώγων ανώτερης τάξης. Παράδειγµα αποτελεί η 
θεωρία λεπτών ελασµάτων σε κάµψη, στην οποία η µεταβλητή είναι η µετατόπιση 
κάθετα στην επιφάνεια του ελάσµατος και η οποία είναι συνάρτηση των ανεξάρτη-
των µεταβλητών x και y, των συντεταγµένων της παραµορφωµένης επιφάνειας. Σε 
στοιχεία-ελάσµατα παρέχεται συνέχεια C1 όχι όµως δευτέρου βαθµού. 

Σε µονοδιάστατα στοιχεία η διαδικασία παρεµβολής καµπύλης σε τιµές µετα-
βλητής και παραγώγων της καλείται παρεµβολή Ηermite. Η απλούστερη παρεµ-
βολή Ηermite γίνεται µεταξύ δύο σηµείων για τα οποία είναι γνωστά η τιµή της 
µεταβλητής και της πρώτης παραγώγου της. 

Υποθέτουµε ότι η κλίση φ,x είναι µικρή, έτσι ώστε θ=φ,x. Τέσσερα δεδοµένα 
ορίζουν µία καµπύλη τρίτου βαθµού φ=a1+a2x +α3x2+a4x3  ή φ=Xa όπου: 
 
 [ ]32   1     xx    x=X  (83) 
 
 [ ]T    a    a   aa 4321=a  (84) 
 

Οι συντελεστές ai εκφράζονται συναρτήσει συντεταγµένων και κλίσεων στα 
σηµεία x=0 και x=L µε τις ακόλουθες αντικαταστάσεις: 
 
 φ=φ1 και  φ,x=θ1  για x=0 
 
 φ=φ2 και  φ,x=θ2 για x=L 
 
Από τη σχέση (83) έχουµε: 
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  (85) 

 
ή, u =Aa (85)’ 
 
Άρα,  a=Α-1u και η σχέση (83) γίνεται: 
 
 φ = Nu 
 
όπου Ν=ΧΑ-1 (86) 
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Το µητρώο της συνάρτησης µορφής Ν έχει διαστάσεις 1x4 όπου οι όροι Νi δί-
νονται παραπάνω. Όπως αναµένεται, τρεις από τους τέσσερις όρους και τρεις από 
τις κλίσεις είναι ίσοι µε το µηδέν για x=0 ενώ η τέταρτη είναι ίση µε τη µονάδα. Το 
ίδιο ισχύει στο άκρο x=L. Αυτές οι συναρτήσεις µορφής µπορούν να χρησιµοποιη-
θούν για τη διατύπωση του µητρώου ακαµψίας στοιχείου-δοκού. 
 
∆ύο διαστάσεις 
 
Η ίδια µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη διατύπωση ιδιοτήτων στοιχείων 
για την ανάλυση απλών ορθογωνίων ελασµάτων υπό κάµψη. Ένας µεγάλος αριθ-
µός τρόπων παρεµβολής µπορεί να χρησιµοποιηθεί, ενώ ορισµένοι από αυτούς 
περιγράφονται στο παρακάτω σχήµα. 
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