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Ισοπαραµετρικά πεπερασµένα στοιχεία 
 
 
1. Εισαγωγή 
 
Στο προηγούµενο κεφάλαιο εξετάσαµε πεπερασµένα στοιχεία για τα οποία οι συ-
ναρτήσεις παρεµβολής (που περιλαµβάνονται στο µητρώο παρεµβολής των µετα-
τοπίσεων H) εκφράζονται µε βάση τις γενικευµένες συντεταγµένες ai. Επιπλέον, 
είδαµε ότι η µέθοδος υπολογισµού των αi από τις κοµβικές µετατοπίσεις û  απαιτεί 
την αντιστροφή του µητρώου συνεκτικότητας A. Είναι προφανές ότι για µία κατα-
σκευή η οποία αποτελείται από ένα µεγάλο αριθµό στοιχείων, ο υπολογιστικός 
χρόνος που απαιτείται για την αντιστροφή όλων των αντιστοίχων µητρώων είναι 
σηµαντικός και ότι αυτό καθιστά την διαδικασία αυτή λιγότερο ελκυστική. Ας ση-
µειωθεί επίσης ότι για πιο σύνθετα στοιχεία είναι δυνατό, για ορισµένους συνδυα-
σµούς των συντεταγµένων των κόµβων των στοιχείων, να µην είναι δυνατή η 
αντιστροφή του µητρώου συνεκτικότητας Α. Οι δυσκολίες αυτές οδήγησαν στη 
αναζήτηση µεθόδων ώστε να ορισθεί απευθείας η συσχέτιση των µετατοπίσεων 
u(x, y) µε τις αντίστοιχες κοµβικές µετατοπίσεις, χωρίς να υπολογίζεται το µητρώο 
A-1. Οι µέθοδοι αυτές αναφέρονται ως σύγχρονοι τρόποι διατύπωσης πεπερασµέ-
νων στοιχείων και βασίζονται στην χρήση τοπικών συντεταγµένων οι οποίες κα-
λούνται φυσικές συντεταγµένες. Οι φυσικές συντεταγµένες επιλέγονται µε βάση 
την γεωµετρία ενός στοιχείου και συνήθως παίρνουν τιµές µεταξύ 0 και 1 ή µεταξύ 
–1 και +1. Η εύρεση των ζητουµένων συναρτήσεων παρεµβολής διευκολύνεται 
σηµαντικά κάνοντας χρήση των φυσικών συντεταγµένων. 
 
 
2. Οι φυσικές συντεταγµένες και η χρήση τους 
 
2.1 Μια διάσταση 
 
Η εισαγωγή φυσικών συντεταγµένων κατά τη διατύπωση των µητρώων ακαµψίας 
των πεπερασµένων στοιχείων είναι µία απλή υπόθεση που διευκολύνει τη διατύ-
πωση των χαρακτηριστικών µητρώων των στοιχείων.  

Ας δούµε όµως πως χρησιµοποιούνται οι φυσικές συντεταγµένες στην περί-
πτωση του στοιχείου-ράβδου (Σχήµα 1). Οι φυσικές συντεταγµένες ξ1 και ξ2 ορίζο-
νται από τις παρακάτω σχέσεις: 
 

 
L
L1

1 =ξ  
L
L2

2 =ξ  (1α-β)  
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Σχήµα 1 Φυσικές συντεταγµένες ξ1 και ξ2 κατά µήκος ευθύγραµµου τµήµατος 
 

Εφόσον LLL =+ 21 , οι συντεταγµένες ξ1 και ξ2 είναι εξαρτηµένες και ικανο-
ποιούν την σχέση: 
 
 121 =+ξξ   (2) 
 

Οι συντεταγµένες ξ1 και ξ2 έχουν µέγεθος 1 ή 0 στα σηµεία 1 και 2, οι δε σχέ-
σεις (1α), (1β) είναι ανεξάρτητες του συστήµατος αναφοράς. Η απόσταση x ενός 
τυχαίου σηµείου P εκφράζεται συναρτήσει των ξ1 και ξ2 µε τη σχέση: 
 
 2211 x x x ξξ +=  (3) 
 

Για παράδειγµα, το σηµείο διχοτόµησης της ευθείας 1-2 ορίζεται από τις τιµές 
ξ1=1/2, ξ2=1/2, όπου x=(x1+x2)/2. Οι σχέσεις (2) και (3) και οι αντίστροφές τους, 
που εκφράζουν τις ξ1 και ξ2 συναρτήσει της x, γράφονται ως: 
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Οι παραπάνω σχέσεις εκφράζουν γραµµική απεικόνιση των δύο συστηµάτων ανα-
φοράς. Παρεµβολή κατά µήκος της ευθείας 1-2 µπορεί τώρα να γίνει µε τις φυσι-
κές συντεταγµένες.  
 

L/2 L/2

1 1 1 13 2

N =ξ (2ξ -1)1 1 1 N =ξ (2ξ -1)2 2 2 Ν =4ξ ξ3 1 2  
 

Σχήµα 2 ∆ευτεροτάξιες συναρτήσεις µορφής µε φυσικές συντεταγµένες  
ξ1 και ξ2 σε µήκος L, όπου ο κόµβος 3 διχοτοµεί το διάστηµα 1-2 
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Η γραµµική παρεµβολή συνάρτησης µε τιµές φ1, φ2 στους κόµβους, επιτυγχάνε-
ται µε χρήση της σχέσης: 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

 
 

φ
φ

φ N  όπου  Ν = [ξ1 ξ2] (5) 

 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση Ν1=ξ1 και Ν2=ξ2. Εάν θέλουµε να κάνουµε δευτερο-
βάθµια παρεµβολή µεταξύ τιµών φ1 στο ξ1=1, φ2 στο ξ2=1 και φ3 στο ξ1=ξ2=1/2, θα 
έχουµε: 
 
 ( ) ( ) 321222111 41212 φξξφξξφξξφ +−+−=  (6) 
 
Η σχέση (6) µπορεί να αποκτηθεί µε δύο τρόπους: (α) από την γενικής µορφής 
δευτεροτάξια συνάρτηση φ=α1ξ1

2+α2ξ2
2+α3ξ1ξ2, όπου υπολογίζουµε τους συντελε-

στές αi από τις ισχύουσες συνθήκες στους κόµβους, όπως φ=φ1 για ξ1=1, σε συν-
δυασµό µε την σχέση (2), και (β) από τις ισχύουσες συνθήκες στους κόµβους και 
συγκρίνοντας τις αντίστοιχες καµπύλες που περιλαµβάνονται στα Σχήµατα 1 και 2, 
απ’ όπου προκύπτει ότι: 
 
 2311 NN −= ξ  
 
και 2322 NN −= ξ  

 
Το µητρώο ακαµψίας διατυπώνεται συναρτήσει των φυσικών συντεταγµένων 

ως εξής: θεωρούµε ότι η ευθεία 1-2 συνιστά στοιχείο-ράβδο δύο κόµβων µε στα-
θερό εµβαδόν διατοµής Α και µέτρο ελαστικότητας Ε. Από τη σχέση (5) µε φ=u η 
µετατόπιση κατά µήκος του άξονα είναι u=ξ1u1+ξ2u2. Συνεπώς, η αξονική παρα-
µόρφωση είναι: 
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όπου οι όροι ±1/L αποκτώνται από τη σχέση (4β). ∆ηλαδή, 
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Το µητρώο ακαµψίας των 1u  και 2u  είναι: 
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Αντικαθιστώντας αποκτάται αµέσως η γνωστή σχέση για το µητρώο ακαµψίας 

k µίας ράβδου. 
 
2.2 ∆ύο διαστάσεις 
 
Είδαµε ότι στην περίπτωση της ευθείας γραµµής, οι φυσικές συντεταγµένες ορίζο-
νται ως λόγοι µηκών. Αντίστοιχα µπορούµε να ορίσουµε στην περίπτωση διδιά-
στατων σχηµάτων τις φυσικές συντεταγµένες ως λόγους εµβαδών. Στο Σχήµα 3 
περιγράφονται τα χαρακτηριστικά του τριγώνου. Το (τυχαίο) σηµείο P υποδιαιρεί 
το εµβαδόν Α σε τρεις χώρους, τους Α1, Α2 και Α3. Οι συντεταγµένες ορίζονται 
τώρα ως λόγοι εµβαδών: 
 

 
A
A1

1 =ξ  
A
A2

2 =ξ  
A
A3

3 =ξ  (10) 

 
όπου A είναι το εµβαδόν του τριγώνου 1-2-3. Εφόσον Α=Α1+Α2+Α3 οι ξi δεν είναι 
ανεξάρτητες αλλά ικανοποιoύν την εξίσωση: 

 
 
 1321 =++ ξξξ  (11) 
 

Το κέντρο βάρους του τριγώνου βρίσκεται στο σηµείο ξ1=ξ2=ξ3=1/3. Η παρα-
πάνω σχέση (εξίσωση περιορισµού) και η γραµµική σχέση µεταξύ των καρτεσια 
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Σχήµα 3 Φυσικές συντεταγµένες τριγώνου 
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νών συντεταγµένων και των συντεταγµένων των εµβαδών εκφράζονται από τις 
παρακάτω σχέσεις: 
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 (12α-β) 

 
όπου, εάν jiij xxx −=  και jiij yyy −= , 
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Εύκολα επιβεβαιώνεται µε αντικατάσταση για επιλεγµένα σηµεία της περιφέρειας 
του τριγώνου (ακµές) ότι η σχέση (12α) ισχύει. Το διπλάσιο του εµβαδού του τρι-
γώνου δίνεται από τη σχέση: 
 21313121 det2 yxyxA −== A  (14) 
 
όπου x21-x2-x1 κλπ. Η παραπάνω σχέση προκύπτει από αλγεβρικές πράξεις επί της 
ορίζουσας. Η σχέση (12α) δίνει τις συντεταγµένες κάθε σηµείου στο ορθογώνιο 
σύστηµα αναφοράς για δεδοµένες συντεταγµένες εµβαδών, οι οποίες βέβαια πρέ-
πει να ικανοποιούν την εξίσωση περιορισµού (11). Η διατύπωση των µητρώων του 
στοιχείου βασίζεται στη δυνατότητα παραγώγισης µίας συνάρτησης φ  ως προς τις 
καρτεσιανές συντεταγµένες. Ο κανόνας αλληλουχίας, για συνάρτηση φ=φ(ξ1, ξ2, 
ξ3), δίνει: 
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Από την σχέση (12β) προκύπτει, 
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όπου y23=y2-y1 κ.ο.κ. Οι σχέσεις (16α-στ) ισχύουν για τρίγωνα µε ευθύγραµµες 
πλευρές και κανονικά διατεταγµένους πλευρικούς κόµβους (εφόσον υπάρχουν). 
 
2.3 Πεδία παρεµβολής 
 
Για να αναπτύξουµε πεπερασµένα στοιχεία αναζητούµε συναρτήσεις παρεµβολής 
(µορφής) όπως Νi=Ni(ξ1, ξ2, ξ3) στη σχέση φ=Σ(Νiφi) όπου οι φi είναι κοµβικοί 
βαθµοί ελευθερίας. Η χρήση πολυωνύµων που περιέχουν απροσδιόριστες σταθερές 
αi είναι ένας τρόπος διατύπωσης των Ni. Εάν φ = φ(ξ1, ξ2, ξ3) = φ(x, y), όπου η φ  
δίνεται από τη σχέση: 
 

 ∑
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n

i

srq
ia

1
321    ξξξφ  (17) 

 
όπου q, r και s είναι µη-αρνητικοί ακέραιοι που ικανοποιούν τη σχέση q+r+s=p 
για n δυνατούς συνδυασµούς. Συνεπώς η φ  είναι πλήρες πολυώνυµο βαθµού p στο 
ορθογώνιο σύστηµα αναφοράς. Για παράδειγµα, για το τρίγωνο δευτέρου βαθµού 
του Σχήµατος 5, n=6, p=2 και 
 
 136325214

2
33

2
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2
11 ξ ξaξ ξaξ ξa ξa ξa ξa +++++=φ  (18) 

 
Η σχέση αυτή για την περίπτωση ενός τριγώνου µε ευθύγραµµες πλευρές αντι-
στοιχεί µε την σχέση: 
 
 2

65
2

4321 ybxybxbybxbb +++++=φ  (19) 
 
όπου οι όροι bi είναι σταθερές που συνδέονται µε τις σταθερές αi της εξίσωσης 
(18). Οι συναρτήσεις µορφής λαµβάνονται από τη σχέση (17) εκφράζοντας τους 
συντελεστές ai συναρτήσει των κοµβικών βαθµών ελευθερίας φi. Ας θεωρήσουµε 
πάλι το τρίγωνο δευτέρου βαθµού. Ο πλευρικός κόµβος 4 κείται στο σηµείο 
ξ1=ξ2=1/2 και ξ3=0, ο πλευρικός κόµβος 5 κείται στο σηµείο ξ1=ξ2=1/2 και ξ1= 0 
και ο πλευρικός κόµβος 6 κείται στο σηµείο ξ3=ξ1=1/2 και ξ2= 0. Μπορούµε λοιπόν 
να επιλύσουµε για κάθε πλευρά του τριγώνου ως προς τους αντίστοιχους συντελε-
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στές ai και να αποκτήσουµε τις συναρτήσεις µορφής, οι οποίες και θα είναι οι συ-
ντελεστές των φ1. Συνεπώς για το τρίγωνο δευτέρου βαθµού βρίσκουµε ότι: 
 
 ( )12 111 −= ξξN  ( )12 222 −= ξξN  ( )12 333 −= ξξΝ  
 214 4 ξξN =  325 4 ξξN =  136 4 ξξN =  
 
Θα επανεξετάσουµε το τρίγωνο σταθερών παραµορφώσεων που περιγράφηκε στο 
Κεφάλαιο 3. Στην περίπτωση αυτή τα πεδία µετατοπίσεων u(x, y), v(x, y) παρεµ-
βάλλονται µεταξύ των τιµών των µετατοπίσεων στους κόµβους, ui, vi. Έχουµε λοι-
πόν [ ]332211ˆ vuvuvuT =u  και 
 

 uH ˆ=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
v
u

  

 

όπου ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

321

321

000
000
ξξξ

ξξξ
H  (20) 

 
Οι παραµορφώσεις uBε ˆ=  υπολογίζονται από την σχέση HB ∂=  (Κεφάλαιο 3). 
Προκύπτει λοιπόν ότι: 
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Το γραµµικό τρίγωνο 
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Σχήµα 4 Τρίγωνα και αντίστοιχοι συντελεστές πολυωνύµων παρεµβολής 
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(α) Γραµµικό  (β) ∆ευτεροβάθµιο  (γ) Τριτοβάθµιο 
 

Σχήµα 5 Τριγωνικά στοιχεία 
 
Για δεδοµένο µητρώο ελαστικότητας Ε αποκτάται το µητρώο ακαµψίας k: 
 
 ∫

V

T Vd B EB=k  (22) 

 
Εάν το µητρώο Ε και το πάχος t είναι σταθερά, k = tΑΒTΕΒ. Αξίζει να σηµειώ-

σουµε ότι επειδή λείπουν όροι x και y το στοιχείο αυτό δεν έχει αξιόλογη επίδοση 
σε προβλήµατα οµοεπίπεδης κάµψης. Αυτό αντιµετωπίζεται στην πράξη είτε µε τη 
χρήση µεγάλου αριθµού στοιχείων (Κεφάλαιο 3) είτε µε τη χρήση στοιχείου που 
να έχει τους απαιτούµενους βαθµούς ελευθερίας. 
 
 
3. Τα ισοπαραµετρικά στοιχεία. Γενικά. 
 
Θα µιλήσουµε τώρα για µία σηµαντική κατηγορία στοιχείων που τα ιδιαίτερα χα-
ρακτηριστικά τους επιτρέπουν την ακριβέστερη περιγραφή της γεωµετρίας πολλών 
κατασκευών. Τα στοιχεία αυτά βασίζονται στην ισοπαραµετρική διατύπωση που 
δίνει τη δυνατότητα απόκτησης στοιχείων µε καµπυλόγραµµες πλευρές. Για να 
εκτιµηθεί η ανάγκη τέτοιων χαρακτηριστικών παρατίθεται το Σχήµα 6 που δείχνει 
το µοντέλο πτερυγίου στροβίλου. Τα ισοπαραµετρικά στοιχεία βρίσκουν εφαρµογή 
σε προβλήµατα επιπέδων κατασκευών, στερεών κατασκευών, ελασµάτων και κε-
λυφών. Υπάρχουν επίσης στοιχεία για προβλήµατα θραυστοµηχανικής και στοι-
χεία για µη-µηχανικά προβλήµατα. 

Η διατύπωση των ισοπαραµετρικών στοιχείων προϋποθέτει τη χρήση φυσικού 
συστήµατος αναφοράς, οι δε µετατοπίσεις εκφράζονται συναρτήσει των φυσικών 
συντεταγµένων. Επειδή όµως πρέπει να παραγωγισθούν ως προς το γ.σ.α. απαιτεί-
ται να γίνει πρώτα µετασχηµατισµός σε αυτό.  
Αυτό επιτυγχάνεται µε το µητρώο µετασχηµατισµού J, το οποίο καλείται Ιακω-
βιανό. Ένα άλλο χαρακτηριστικό των ισοπαραµετρικών στοι χείων είναι το ότι σε 
µη-ορθογώνια στοιχεία οι ολοκληρώσεις πρέπει να γίνουν αριθµητικά. Αυτό γίνε- 
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Σχήµα 6 Προσοµοίωση πτερυγίου στροβίλου µε τρισδιάστατα στοιχεία 
 
ται διότι είτε η αναλυτική ολοκλήρωση οδηγεί σε πολύ σύνθετες αλγεβρικές σχέ-
σεις, είτε διότι δεν είναι δυνατή. 

Ο όρος ισοπαραµετρικό αναφέρεται στην χρήση της ίδιας συνάρτησης µορφής 
για την απόκτηση των πεδίων µετατοπίσεων αλλά και των συντεταγµένων των ση-
µείων στο εσωτερικό κάθε στοιχείου. Έτσι, στην περίπτωση των ισοπαραµετρικών 
στοιχείων ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
 
 uHu ˆ=  cHx ′=  HH ′≡  (23) 
 
όπου xT=[x  y  z] και c είναι το µητρώο των συντεταγµένων των κόµβων. Εάν οι 
συναρτήσεις µορφής που περιλαµβάνονται στο µητρώο H είναι υψηλότερης τάξης 
των αντιστοίχων συναρτήσεων στο µητρώο H’ τότε το στοιχείο καλείται υποπαρα-
µετρικό ενώ εάν συµβαίνει το αντίστροφο τότε καλείται υπερπαραµετρικό. 
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3.1 Μητρώο ακαµψίας ισοπαραµετρικού στοιχείου-ράβδου 
 
Το Σχήµα 7 απεικονίζει το στοιχείο-ράβδος για το οποίο υποθέτουµε, προς απλο-
ποίηση των µαθηµατικών σχέσεων, ότι ο άξονας της ράβδου συµπίπτει µε τον 
άξονα Ox στο γενικό σύστηµα αναφοράς. 

Στο γενικό σύστηµα αναφοράς, η συντεταγµένη x εκφράζεται συναρτήσει των 
συντεταγµένων στο φυσικό σύστηµα αναφοράς µε τη µεταβλητή ξ, όπου -1≤ ξ ≤ 
+1. Ο µετασχηµατισµός αυτός δίνεται από τη σχέση: 

 
Y

Ζ

ξ=-1 ξ=0 ξ=+1

U2U1

x,u

X1 X2

 
 

Σχήµα 7 Στοιχείο-ράβδος σε γενικό και φυσικό σύστηµα συντεταγµένων 
 

 ( ) ( ) 21 1
2
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2
1 xξxξx ++−=  (24α) 
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ii xNx  (24β) 

 
όπου Ν1=1/2(1-ξ) και Ν2=1/2(1+ξ) είναι οι συναρτήσεις παρεµβολής. Οι (24) ορί-
ζουν µία και µοναδική σχέση µεταξύ των συντεταγµένων x και της µεταβλητής ξ 
της ράβδου. Στο γενικό σύστηµα αναφοράς οι µετατοπίσεις εκφράζονται όπως και 
οι συντεταγµένες, δηλαδή, 
 

 ∑
=

=
2

1i
iiUNu  (25) 

 
όπου στην περίπτωση αυτή οι µετατοπίσεις µεταβάλλονται γραµµικά. Η χρήση της 
ίδιας συνάρτησης για την παρεµβολή των τεταγµένων και των µετατοπίσεων των 
στοιχείων που ορίζονται στο φυσικό σύστηµα αναφοράς, συνιστά το θεµελιώδες 
γνώρισµα της ισοπαραµετρικής διατύπωσης των πεπερασµένων στοιχείων. Για να 
υπολογίσουµε το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου πρέπει πρώτα να προσδιορι-
σθούν οι παραµορφώσεις ε=du/dx. Η σχέση γίνεται: 
 

 
x
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ξ
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d
d

d
d

=ε  (26) 
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όπου, από τη σχέση (25) έχουµε: 
 

 
2d

d 12 UU
ξ
u −
=  (27) 

 
και κάνοντας χρήση της (24β) έχουµε: 
 

 
22d

d 12 Lxx
ξ
x

=
−

=  (28) 

 
όπου L είναι το µήκος της δοκού. Συνεπώς καταλήγουµε στη γνωστή σχέση: 
 

 
L

UU 12 −=ε  (29) 

 
Το µητρώο συµβιβαστού των παραµορφώσεων B που αντιστοιχεί στη σχέση 

uBε ˆ=  είναι συνεπώς: 
 

 [ ]1   11
−=

L
B  (30) 

 
Το µητρώο αυτό κατά κανόνα είναι συνάρτηση των φυσικών συντεταγµένων και 
γι’ αυτό υπολογίζουµε το µητρώο ακαµψίας (σχέση (22)) ολοκληρώνοντας στο 
φυσικό σύστηµα αναφοράς. Στο παράδειγµα αυτό θα έχουµε: 
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όπου Α είναι το εµβαδόν της διατοµής, Ε είναι το µέτρο ελαστικότητας και J είναι 
η Ιακωβιανή σχέση dx=Jdξ, όπου dx είναι το στοιχειώδες µήκος στο γενικό σύ-
στηµα αναφοράς και dξ είναι το αντίστοιχο µήκος στο φυσικό σύστηµα αναφοράς. 
Από τη σχέση (28) έχουµε J=L/2 και αντικαθιστώντας στη ανωτέρω σχέση κατα-



 
174 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 
λήγουµε στη γνωστή σχέση για το µητρώο ακαµψίας µίας ράβδου σταθερής διατο-
µής: 
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Γενικά για το στοιχείο ράβδος χρησιµοποιείται η παρακάτω σχέση για την πα-

ρεµβολή της συντεταγµένης x: 
 

 ( ) i

q

i
i xξNx ∑

=

=
1

 (32) 

όπου x είναι η συντεταγµένη ενός τυχαίου σηµείου στο εσωτερικό του στοιχείου, 
xi είναι οι αντίστοιχες συντεταγµένες των q κόµβων του, και ξ είναι η µεταβλητή 
στο φυσικό σύστηµα αναφοράς. Στην παραπάνω σχέση οι συντεταγµένες των ση-
µείων του στοιχείου εκφράζονται στο τοπικό σύστηµα αναφοράς και το διάνυσµα 
των κοµβικών συντεταγµένων στο γενικό σύστηµα αναφοράς, XT=[X1 X2 . . . Xq], 
βρίσκεται από την συνήθη σχέση x=TX όπου T είναι το αντίστοιχο µητρώο µετα-
σχηµατισµού. 

Ο µετασχηµατισµός µεταξύ του τοπικού και φυσικού συστήµατος αξόνων δίνε-
ται τώρα από την σχέση (32). Η χαρακτηριστική ιδιότητα των συναρτήσεων πα-
ρεµβολής Νi(ξ) είναι ότι στο φυσικό σύστηµα αναφοράς έχουν τιµή ίση µε την µο-
νάδα στον αντίστοιχο κόµβο i και είναι ίσες µε το µηδέν στους υπόλοιπους κόµ-
βους. Εποµένως ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα του ισοπαραµετρικού στοιχείου-ρά-
βδου είναι ότι εύκολα ορίζουµε ένα µεταβλητό αριθµό κόµβων οι οποίοι δεν είναι 
απαραίτητο να είναι οµοιόµορφα διατεταγµένοι. Η διαδικασία για να προσδιορι-
σθούν οι αντίστοιχες συναρτήσεις παρεµβολής εξηγείται στο παρακάτω παρά-
δειγµα. 
 
Παράδειγµα 1 
 
Να διατυπωθούν οι συναρτήσεις παρεµβολής του στοιχείου-ράβδου του Σχήµα-
τος 8 για 3 και 4 κόµβους. 
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Σχήµα 8 Στοιχείο-ράβδος και συναρτήσεις παρεµβολής µίας διάστασης 
 
Λύση 
 
Παρατηρούµε ότι για το στοιχείο µε 3 κόµβους η συνάρτηση παρεµβολής πρέπει 
να περιέχει όρους µε υψηλότερη δύναµη τη δεύτερη. Η παρεµβολή θα έχει συνε-
πώς παραβολική µορφή. Η παραβολή που ικανοποιεί τις απαιτούµενες συνθήκες 
(δηλαδή ίση µε το µηδέν στα σηµεία ξ=±1 και ίση µε τη µονάδα για ξ=0) είναι η 
(1-ξ2). Οι υπόλοιπες συναρτήσεις παρεµβολής (Ν1 και Ν3) αποκτώνται µε υπέρ-
θεση µιας γραµµικής συνάρτησης και µίας παραβολής. Ας θεωρήσουµε τη συνάρ-
τηση παρεµβολής Ν3. Η συνθήκη µηδενισµού της συνάρτησης στα σηµεία ξ=-1 και 
ξ=+1 ικανοποιείται χρησιµοποιώντας τη σχέση (1/2)(1+ξ).  

Για να εξασφαλισθεί ο µηδενισµός της h3 και στο σηµείο ξ=0 χρησιµοποιείται η 
σχέση h3 = (1/2)(1+ξ)-(1/2)(1-ξ2). Με παρόµοιο τρόπο αποκτάται και η συνάρτηση 
παρεµβολής h1. 

Η διαδικασία που χρησιµοποιήθηκε στην περίπτωση του στοιχείου µε τρεις 
κόµβους µπορεί να εφαρµοσθεί και για στοιχεία µε περισσότερους κόµβους. Στο 
παρακάτω σχήµα περιγράφεται στοιχείο-ράβδος µε τέσσερις κόµβους οι οποίοι και 
πάλι δεν είναι οµοιόµορφα διατεταγµένοι κατά µήκος της ράβδου. Οι αντίστοιχες 
συναρτήσεις παρεµβολής δίνονται στον Πίνακα 1. Αρχικά προσδιορίζονται οι συ-
ναρτήσεις για ένα στοιχείο µε δύο κόµβους. Για την χρήση ενός τρίτου κόµβου 
ορίζουµε µία τρίτη συνάρτηση παρεµβολής και προστίθενται διορθωτικοί όροι στις 
δύο υπάρχουσες συναρτήσεις. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται για τον τέ-
ταρτο κόµβο. 

 
Πίνακας 1 Συναρτήσεις παρεµβολής µονοδιάστατου στοιχείου 

 
  3 κόµβοι 4 κόµβοι 

N1 (1-ξ)/2 -(1-ξ2)/2 (-9ξ3+ξ2+9ξ-1)/16 
N2 (1+ξ)/2 -(1-ξ2)/2 (9ξ3+ξ2-9ξ-1)/16 
N3 (1-ξ2)   (27ξ3+7ξ-27ξ-7)/16 
N4 (-27ξ3-9ξ2+27ξ+9)/16   
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Σχήµα 9 Στοιχείο-ράβδος µε µεταβλητό αριθµό κόµβων 
 
3.2 Ορθογωνικά στοιχεία 
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Σχήµα 10 ∆ιδιάστατο καµπυλόγραµµο ισοπαραµετρικό στοιχείο 
 
Η διατύπωση των ισοπαραµετρικών µητρώων δύο και τριών διαστάσεων γίνεται 
κατά τον ίδιο τρόπο. Για στοιχείο δύο διαστάσεων οι παρεµβολές των συντεταγµέ-
νων γίνονται µε τις παρακάτω σχέσεις: 
 

 ∑
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 (33α-β) 

 
όπου x και y είναι οι συντεταγµένες τυχαίου σηµείου του στοιχείου και xi, yi (i=1, . 
. . q) είναι οι συντεταγµένες των q κόµβων του στοιχείου. Οι συναρτήσεις παρεµ-
βολής Νi ορίζονται στο φυσικό σύστηµα αναφοράς µε µεταβλητές ξ, η που λαµβά-
νουν τιµές από -1 έως +1. 

Η ανωτέρω διαδικασία που χρησιµοποιήθηκε για τον προσδιορισµό των συναρ-
τήσεων παρεµβολής στην µία διάσταση µπορεί να εφαρµοσθεί γενικότερα για δύο 
και τρεις διαστάσεις. Η γενική µορφή του τετράπλευρου ισοπαραµετρικού στοι-
χείου δίνεται στο Σχήµα 10. Ένα από τα βασικά πλεονεκτήµατα των ισοπαραµε-
τρικών σε σύγκριση µε τα συµβατικά στοιχεία είναι ότι µπορούν να έχουν καµπυ-
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λόγραµµες πλευρές και µεταβλητό αριθµό κόµβων. Μέγιστη ακρίβεια αποκτάται 
όταν τα στοιχεία µε µεταβλητό αριθµό κόµβων πλησιάζουν το ορθογώνιο σχήµα 
(διδιάστατα στοιχεία) και οι µη γωνιακοί κόµβοι βρίσκονται στις αντίστοιχες θέ-
σεις τους στο φ.σ.α. (δηλαδή οι πλευρικοί κόµβοι βρίσκονται στο κέντρο των αντι-
στοίχων πλευρών). Ένα άλλο πλεονέκτηµα των στοιχείων αυτών είναι η σχετική 
ευκολία µε την οποία αποκτώνται οι συναρτήσεις µετατοπίσεων των στοιχείων. 

Για τα ισοπαραµετρικά στοιχεία λοιπόν η παρεµβολή των µετατοπίσεων των 
στοιχείων γίνεται κατά τον ίδιο τρόπο µε τις παρεµβολές των συντεταγµένων των 
κόµβων (σχέσεις (33α), (33β)), δηλαδή, µε µεταβλητό αριθµό κόµβων (4 έως 9): 

 
Πίνακας 2  Συναρτήσεις παρεµβολής για διδιάστατα στοιχεία µε  

µεταβλητό αριθµό κόµβων 
 

(Οι παρακάτω όροι προστίθενται εάν το στοιχείο περιλαµβάνει τον κόµβο i) 
 

  i=5 i=6 i=7 i=8 i=9 
=1N (1+ξ)(1+η)/4 -N5/2   -N8/2 -N9/4 
=2N (1-ξ)(1+η)/4 -N5/2 -N6/2   -N9/4 
=3N (1-ξ)(1-η)/4  -N6/2 -N7/2  -N9/4 
=4N (1+ξ)(1-η)/4   -N7/2 -N8/2 -N9/4 
=5N (1-ξ2)(1+η)/4     -N9/2 
=6N (1-η2)(1-ξ)/4     -N9/2 
=7N (1-ξ2)(1-η)/4     -N9/2 
=8N (1-η2)(1+ξ)/4     -N9/2 
=9N (1-ξ2)(1-

η2)/4 
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 (34) 

 
 
όπου u και v είναι οι µετατοπίσεις οποιουδήποτε σηµείου στο σύστηµα αναφοράς 
του στοιχείου και ui, vi, (i=1, . . .q) είναι οι αντίστοιχες µετατοπίσεις στους κόµ-
βους. 
 
3.3 Υπολογισµός µητρώου ακαµψίας ισοπαραµετρικού στοιχείου 
 
Για να επιτευχθεί ο υπολογισµός του µητρώου ακαµψίας, k, πρέπει να υπολογισθεί 
πρώτα το µητρώο του συµβιβαστού των παραµορφώσεων B. Οι παραµορφώσεις 
λαµβάνονται συναρτήσει των παραγώγων των µετατοπίσεων στο τοπικό σύστηµα 
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αναφοράς (για παράδειγµα, εx=∂u/∂x). Επειδή όµως οι µετατοπίσεις ορίζονται στο 
φυσικό σύστηµα αναφοράς, (σχέση (34)), πρέπει να αποκτήσουµε τη σχέση µεταξύ 
των παραγώγων ως προς x και y µε τις παραγώγους ως προς ξ και η. Η διαδικασία 
για τον υπολογισµό του k είναι παρόµοια στις µία, δύο ή τρεις διαστάσεις. Συνε-
πώς χρησιµοποιούµε στη συνέχεια τις τρεις διαστάσεις ώστε να δοθεί η πιο γενική 
διατύπωση της διαδικασίας αυτής. 

Οι σχέσεις (33) έχουν την γενική µορφή x=x(ξ, η, θ) όπου το διάνυσµα xT=[x y 
z] και εποµένως στο τοπικό σύστηµα αναφοράς οι παράγωγοι ∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z κλπ 
υπολογίζονται κάνοντας χρήση του κανόνα αλληλουχίας: 
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 (35) 

 
Ανάλογες σχέσεις ισχύουν για τις παραγώγους ως προς y και z. Βλέπουµε ότι για 
να υπολογισθούν οι ζητούµενες παράγωγοι πρέπει να γνωρίζουµε τις τιµές των 

xθ/x, η/x, ξ/ ∂∂∂∂∂∂ κλπ οι οποίες υπολογίζονται από τις αντίστοιχες σχέσεις ξ = 
ξ(x, y, z) όπου ξ T = (ξ η θ). Επειδή σε πολλές περιπτώσεις οι παραστάσεις αυτές 
δεν µπορούν να εκφρασθούν αναλυτικά, είναι προτιµότερο να διατυπωθεί το πρό-
βληµα στην παρακάτω µορφή: 
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ή 
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J
ξ ∂

∂
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όπου J είναι το Ιακωβιανό µητρώο, το οποίο συνδέει τις παραγώγους στο φυσικό 
σύστηµα αναφοράς µε τις παραγώγους στο τοπικό σύστηµα αναφοράς. Το Ιακω-
βιανό µητρώο υπολογίζεται εύκολα από τις σχέσεις (33). Επιλύνοντας ως προς 

x∂∂ /  έχουµε: 
  

 
ξ

J
x ∂

∂
=

∂
∂ −1  (37) 

 
Η παράγωγος x∂∂ / ορίζεται εφόσον υπάρχει το αντίστροφο του J (εφόσον δη-
λαδή υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ των συντεταγµένων του στοι-
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χείου στο φυσικό και στο τοπικό σύστηµα αναφοράς). Κάνοντας χρήση των σχέ-
σεων (34) και (37) βρίσκουµε τις µερικές παραγώγους ∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂u/∂z, ∂v/∂x, 
∂v/∂y, ∂v/∂z, ∂w/∂x, ∂w/∂y, ∂w/∂z. Ακόλουθα συγκροτείται το µητρώο του συµβι-
βαστού των παραµορφώσεων, Β, όπου: 
 
 u Bε ˆ=  (38) 
 
και û είναι το διάνυσµα των µετατοπίσεων στους κόµβους, δηλαδή: 
 
 Tû =[u1  v1  w1 . . . uq  vq  wq] 
 
Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου είναι τότε: 
 
 ∫=

V

T VdEBBk  (39) 

 
Τα στοιχεία του µητρώου Β είναι συναρτήσεις των µεταβλητών ξ, η, θ στο φυ-

σικό σύστηµα αναφοράς. Συνεπώς η ολοκλήρωση στον όγκο γίνεται στο φυσικό 
σύστηµα αναφοράς και το διαφορικό dV πρέπει επίσης να γραφεί στο φυσικό σύ-
στηµα αναφοράς. Στη γενική περίπτωση ισχύει: 
 
 θηξ ddddetd J=V  (40) 
 
όπου detJ είναι η ορίζουσα του Ιακωβιανού µητρώου. Για να υπολογισθεί το µη-
τρώο ακαµψίας k πρέπει να γίνει η ολοκλήρωση ως προς το όγκο V του στοιχείου. 
Στα ισοπαραµετρικά στοιχεία χρησιµοποιούνται κυρίως συναρτήσεις παρεµβολής 
υψηλής τάξης και συνεπώς το k αποκτάται ευκολότερα µε αριθµητική ολοκλή-
ρωση. Παροµοίως γίνεται χρήση αριθµητικής ολοκλήρωσης για τον υπολογισµό 
του µητρώου µάζας και των διανυσµάτων των φορτίων που ασκούνται σε κάθε 
στοιχείο. Η σχέση (39) εποµένως γράφεται ως εξής: 
 
 ∫

V

θηξ ddd Fk =  (41) 

 
όπου F=BTEBdetJ και η ολοκλήρωση γίνεται στο φυσικό σύστηµα αναφοράς του 
στοιχείου. Το µητρώο ακαµψίας k υπολογίζεται µε αριθµητική ολοκλήρωση και γι’ 
αυτό διατυπώνεται στην παρακάτω µορφή: 
 
 ∑=

kji
ijkijk

,,
Fk α  (42) 

 
όπου Fijk είναι η τιµή του µητρώου F που υπολογίζεται στο σηµείο µε συντεταγµέ-
νες ξi, ηj, θk. Οι σταθερές αijk είναι σταθµικοί παράγοντες που εξαρτώνται από τις 
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συντεταγµένες των ξi, ηj, και θk. Οι τιµές και ο απαιτούµενος αριθµός των µετα-
βλητών και των σταθµικών παραγόντων επιλέγονται µε κατάλληλο τρόπο έτσι 
ώστε να µεγιστοποιηθεί η ακρίβεια της ολοκλήρωσης. Στα ισοπαραµετρικά στοι-
χεία χρησιµοποιείται ευρέως για την αριθµητική ολοκλήρωση η µέθοδος κατά 
Gauss η οποία και περιγράφεται παρακάτω στο εδάφιο 5. 
 
Παράδειγµα 2 
 
Να υπολογισθούν α) το µητρώο παρεµβολής των µετατοπίσεων Η, β) το µητρώο 
συµβιβαστού των παραµορφώσεων Β και γ) το Ιακωβιανό J του στοιχείου-ράβδου 
του Σχήµατος 11. 
 

x1

x1

x3 x2

x,u
1 3 2
ξ=-1 ξ=1ξ=0

 
 

Σχήµα 11 Στοιχείο-ράβδος (3 κόµβοι) 
 
Λύση 
 
Οι συναρτήσεις παρεµβολής του στοιχείου αυτού περιλαµβάνονται στον Πίνακα 1. 
Έχουµε λοιπόν: 
 

 ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +− 2-1    1

2
   1

2
ξξξξξ

-=H  (43) 

 
Το µητρώο του συµβιβαστού των παραµορφώσεων, Β, λαµβάνεται από την παρα-
γώγιση του Η ως προς ξ και στη συνέχεια πολλαπλασιάζοντας το αποτέλεσµα µε 
το αντίστροφο του Ιακωβιανού µητρώου. ∆ηλαδή, 
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Το Ιακωβιανό J υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

 ( ) ( )( ) ( ) ⎟
⎠
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2 1
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άρα ξ
221
LLxx ++=  (46) 

 
Επειδή ο κόµβος 3 διχοτοµεί τη ράβδο, το x παρεµβάλλεται γραµµικά µεταξύ των 
άκρων. Η σχέση (46) δίνει ότι J=[L/2] και J-1=[2/L], det J = L/2. Τα µητρώα Κ, Μ, 
Rb, Rs και Ri υπολογίζονται παροµοίως από τις σχέσεις (43-46). 
 
Παράδειγµα 3 

y,v

y4

x4 x,u

2

4

1

3

ξ

η

0  
 

Σχήµα 12 Τετράκοµβο διδιάστατο στοιχείο 
 
Να προσδιορισθούν οι σχέσεις που απαιτούνται για τον υπολογισµό του µητρώου 
ακαµψίας του ισοπαραµετρικού τετράκοµβου στοιχείου του Σχήµατος 12 για επί-
πεδες εντατικές ή παραµορφωσιακές καταστάσεις. 
 
Λύση 
 
Οι συναρτήσεις παρεµβολής N1-N4 δίνονται στον Πίνακα 2. Συνεπώς, οι συντεταγ-
µένες x και y στο καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς είναι: 
 
 ( )( ) ( )( ) ++−+++= 21 11411141 xxx ηξηξ   
  ( )( ) ( )( ) 43 11411141 xx ηξηξ −++−−+  (47α) 
 
 ( )( ) ( )( ) ++−+++= 21 11411141 yyy ηξηξ  
  ( )( ) ( )( ) 43 11411141 yy ηξηξ −++−−+  (47β) 
 
Αντίστοιχα, οι µετατοπίσεις είναι: 
 
 ( )( ) ( )( ) ++−+++= 21 11411141 uuu ηξηξ   
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  ( )( ) ( )( ) 43 11411141 uu ηξηξ −++−−+   (48α) 
 
 ( )( ) ( )( ) ++−+++= 21 11411141 vvv ηξηξ   
  ( )( ) ( )( ) 43 11411141 vv ηξηξ −++−−+  (48β) 
 

Οι παραµορφώσεις του στοιχείου είναι εΤ=[εx εy γxy] όπου εx = ∂u/∂x, εy = ∂v/∂y 
και γxy = ∂u/∂y+∂v/∂x. Για το στοιχείο του Σχήµατος 12, η (36) γίνεται:  
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Από τις σχέσεις (49α) και (49β) προκύπτουν οι παρακάτω: 
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όπου -1≤ ξ, η ≤+1. Στο σηµείο (ξi, ηj) του στοιχείου το Ιακωβιανό µητρώο και η 
ορίζουσά του έχουν τιµές Jij και detJij. Τότε, στο σηµείο ξ=ξi, η=ηj, 
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Για να υπολογισθούν οι παραµορφώσεις του στοιχείου στο φυσικό σύστηµα ανα-
φοράς απαιτούνται οι παρακάτω σχέσεις, που προκύπτουν αντιστοίχως από τις 
σχέσεις (48α) και (48β): 
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Εποµένως, στο σηµείο (ξi, ηj), 
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και 
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όπου Tû =[u1  v1  w1 . . . uq  vq  wq]. Το µητρώο συµβιβαστού των παραµορφώσεων 
υπολογίζεται τώρα από τις σχέσεις (53α) και (53β) και έχουµε: 
 
 ûijij Bε =  (54) 
 
όπου οι δείκτες i και j ορίζουν ότι το µητρώο Β υπολογίζονται στα σηµεία (ξi, ηj). 
Για παράδειγµα, εάν οι εξισώσεις παρεµβολής των συντεταγµένων ενός σηµείου 
του στοιχείου (33α), (33β) είναι x=ξ, y=η, όπως συµβαίνει στην περίπτωση ενός 
τετράγωνου στοιχείου µε πλευρά µήκους 2 µονάδων, τότε το Ιακωβιανό είναι το 
µοναδιαίο µητρώο και συνεπώς: 
 



 
184 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+

=

jijijij

iiii

jjj

-1   +1-  -1-  -1-    +1-   -1     +1   1
+1-      0      +1-       0         -1           0       +1       0   

0       -1          0        -1-         0      +1-      0     1

4
1

ηξηξηξηξ
ξξξξ

ηηηη

i

j

ijB  

 
Το µητρώο Fij της σχέσης (41) ισούται µε: 
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T
ij det JEBBF ijij =  (56) 
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για επίπεδες εντατικές ή παραµορφωσιακές καταστάσεις αντίστοιχα. Ολοκληρώ-
νουµε στο πεδίο (ξ, η) και υποθέτουµε ότι η συνάρτηση F δεν µεταβάλλεται κατά 
το πάχος t του στοιχείου. Για δεδοµένες τιµές των συντελεστών αij το µητρώο 
ακαµψίας είναι: 
 
 ∑

ji
ijijijt

,

Fαk =  (ι) 

 
όπου tij είναι το πάχος στο σηµείο (ξi, ηj) του στοιχείου. 
 
 
4. Μητρώα στοιχείων στο γενικό σύστηµα αναφοράς 
 
Στο εδάφιο 3 υπολογίσθηκαν τα διάφορα µητρώα ως πρoς το τ.σ.α. κάνοντας 
χρήση των τοπικών βαθµών ελευθερίας του ισοπαραµετρικού στοιχείου (π.χ. πα-
ραδείγµατα 2 και 3). Όπως είδαµε και στο εδάφιο 5 του Κεφαλαίου 3 πρέπει στην 
συνέχεια να γίνει ο µετασχηµατισµός στο γ.σ.α. και τους γενικούς βαθµούς ελευ-
θερίας. Για τα ισοπαραµετρικά στοιχεία µπορεί να γίνουν απευθείας οι υπολογι-
σµοί των µητρώων στο γενικό σύστηµα αναφοράς της κατασκευής χωρίς να προη-
γηθεί ο µετασχηµατισµός στο τ.σ.α. Αυτό είναι εφικτό εάν ο αριθµός των µετα-
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βλητών στο φυσικό σύστηµα αναφοράς είναι ίσος µε τον αριθµό των µεταβλητών 
στο γενικό σύστηµα. Για παράδειγµα, στην περίπτωση διδιάστατων στοιχείων που 
εκτείνονται σε ένα επίπεδο το οποίο συµπίπτει µε ένα από τα επίπεδα του γ.σ.α 
(µία περίπτωση ανάλογη του του στοιχείου ράβδου που εξετάσθηκε στο εδά-
φιο 3.1) ή για τρισδιάστατα εξαεδρικά στοιχεία. Τότε το Ιακωβιανό είναι ένα τε-
τράγωνο µητρώο που ορίζεται όπως στην σχέση (36β), τα δε µητρώα των στοι-
χείων ορίζονται απευθείας στις γενικές συνιστώσες των µετατοπίσεων. 

Όταν όµως η τάξη του γενικού συστήµατος αναφοράς (για παράδειγµα τρεις 
διαστάσεις) είναι υψηλότερη αυτής του φυσικού συστήµατος αναφοράς (π.χ. δύο 
διαστάσεις), εξυπηρετεί να γίνεται πρώτα ο υπολογισµός των µητρώων στο τοπικό 
σύστηµα και να επακολουθεί ο µετασχηµατισµός τους στο γενικό σύστηµα. Παρα-
δείγµατα αυτής της περίπτωσης είναι µία ράβδος-δοκός ή ένα διδιάστατο στοιχείο 
επίπεδης εντατικής κατάστασης που καταλαµβάνουν αντιστοίχως τυχαίες θέσεις 
στον τρισδιάστατο χώρο. Εναλλακτικά, µπορούµε να συµπεριλάβουµε το µετα-
σχηµατισµό απευθείας στη διατύπωση της λύσης. Αυτό επιτυγχάνεται εισάγοντας 
στις συναρτήσεις παρεµβολής τον κατάλληλο µετασχηµατισµό ο οποίος εκφράζει 
τις τοπικές κοµβικές µετατοπίσεις συναρτήσει των αντιστοίχων συνιστωσών στο 
γ.σ.α. Αυτή η εναλλακτική λύση περιγράφεται επίσης στο παρακάτω Παρά-
δειγµα 4. 
 
Παράδειγµα 4 
 
Να υπολογισθεί το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου-ράβδου του Σχήµατος 13 στο 
γενικό σύστηµα αναφοράς. 
 
Λύση 

 
 

Σχήµα 13  Στοιχείο-ράβδος σε γενικό σύστηµα αναφοράς 
 
Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου-ράβδου δίνεται από τη σχέση: 
 
 ∫

V

VdT  = EBBk  (57) 
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όπου Β είναι το µητρώο συµβιβαστού των παραµορφώσεων και Ε είναι το µητρώο 
ελαστικότητας. Για το στοιχείο αυτό έχουµε ότι, 
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Η εξίσωση του γεωµετρικού συµβιβαστού (ε=∂u/∂x) στο φυσικό σύστηµα ανα-

φοράς γράφεται ε=(2/L)∂u/∂ξ και εποµένως το µητρώο Β που αντιστοιχεί στο διά-
νυσµα των µετατοπίσεων, UT=[U1 V1 U2 V2] είναι: 
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Έχουµε επίσης dV=AL/2 dξ. Αντικαθιστώντας στη σχέση (57) καταλήγουµε στη 

σχέση:  
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5. Αριθµητική ολοκλήρωση κατά Gauss 
 
Επειδή το Ιακωβιανό µητρώο είναι συνάρτηση του ξ, το µητρώο Β περιλαµβάνει 
όρους ξ στον αριθµητή και στον παρονοµαστή και έτσι κατά κανόνα δε µπορεί να 
γίνει υπολογισµός του ολοκληρώµατος σε κλειστή µορφή. Για το λόγο αυτό απαι-
τείται να γίνει αριθµητική ολοκλήρωση. Για στοιχείο όπως το στοιχείο-ράβδος και 
τα στοιχεία επίπεδης εντατικής κατάστασης, η πλέον κατάλληλη µέθοδος ολοκλή-
ρωσης είναι η ολοκλήρωση Gauss. 

Μία ολοκλήρωση µεταξύ τυχαίων ορίων µπορεί να µετατραπεί σε ολοκλήρωση 
µεταξύ των τιµών -1 και +1. Για f=f(x) και µε τον µετασχηµατισµό  

 
 x=(1/2)(1-ξ)x1+(1/2)(1+ξ)x2  
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1 2

 
 

(α) Ένα σηµείο ολοκλήρωσης (β) ∆ύο σηµεία ολοκλήρωσης 
 

Σχήµα 14 Ολοκλήρωση κατά Gauss για τον υπολογισµό του εµβαδού που περικλείεται 
από τη καµπύλη φ= φ(ξ ) 

 
το ολοκλήρωµα 

 ∫=
2

1

x

x

xd fI  

γίνεται ∫
+

−

=
1

1

d ξφI  (60) 

 
Η συνάρτηση f=f (x) γίνεται φ =φ(ξ ), όπου η φ περιλαµβάνει εδώ και το Ιακω-

βιανό του µετασχηµατισµού, J=dx/dξ = (1/2)(x2-x1). Η αποκτηθείσα µορφή επιτρέ-
πει την ευχερέστερη διατύπωση τύπων ολοκλήρωσης. Μία πρώτη προσέγγιση στο 
ολοκλήρωµα Ι αποκτάται πολλαπλασιάζοντας την τιµή της φ στο σηµείο x=0 µε το 
µήκος του διαστήµατος (|-1|+|+1|=2) και συνεπώς Ι≈2φ1 (Σχήµα 14α). 

Η γενίκευση της παραπάνω σχέσης οδηγεί στον παρακάτω τύπο αριθµητικής 
ολοκλήρωσης: 
 

 ∫
+

−

+++≈=
1

1
2211 ...d nnI φαφαφαξφ  (61) 

 
Στην περίπτωση του Σχήµατος 14α έχουµε Ι≈2φ1 και n=1, α1=2. Ο Gauss υπο-

λόγισε τις συντεταγµένες των σηµείων ολοκλήρωσης και τους σταθµικούς παρά-
γοντες α έτσι ώστε να αποκτηθεί η µέγιστη δυνατή ακρίβεια για κάθε αριθµό ση-
µείων ολοκλήρωσης. Τα σηµεία ολοκλήρωσης είναι συµµετρικά διατεταγµένα περί 
την αρχή του άξονα ξ και επειδή οι συντεταγµένες τους είναι ρίζες πολυωνύµων 
Legendre συχνά καλούνται σηµεία Gauss-Legendre.  

Για ολοκλήρωση σε δύο διαστάσεις, ο γενικός τύπος παίρνει την παρακάτω 
µορφή: 
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Ο Πίνακας 3 περιλαµβάνει τιµές των ξi, αi για n = 1, 2, . . . 6. Εποµένως για ένα 
ορθογωνικό στοιχείο στο οποίο γίνεται χρήση 4 σηµείων για την αριθµητική ολο-
κλήρωση (2 σηµείων στην διεύθυνση ξ και δύο σηµείων στην διεύθυνση η), σύµ-
φωνα µε τον Πίνακα 3, αiαj=1 και ισχύει η σχέση: 
 

( ) ( ) ( ) ( )212212114321 ,ηξφ,ηξφ,ηξφ,ηξφφφφφI +++=+++≈  
 

Πίνακας 3 Συντεταγµένες και σταθµικοί παράγοντες 
σηµείων αριθµητικής ολοκλήρωσης Gauss-Legendre (-1 έως +1) 

 __________________________________________________ 
 n  ξi αi 
(τάξη ολοκλήρωσης) 
 __________________________________________________ 
 
 1  0,0  2,0  
 2  ±0,57735 02691 89626 1,00000 00000 00000 
 3  ±0,77459 66692 41483 0,55555 55555 55555 
   0,00000 00000 00000 0,88888 88888 88888 
 4  ±0,86113 63115 94053 0,34785 48451 37454 
   ±0,33988 10435 84856 0,65214 51548 64546 
 5  ±0,90617 98459 38664 0,23692 68850 56189 
   ±0,53846 93101 05683 0,47862 86704 99366 
   0,00000 00000 00000 0,56888 88888 88889 
 6  ±0,93246 95142 03152 0,17132 44923 79170 
   ±0,66120 93846 66265 0,36076 15730 48139 
   ±0,23861 91860 83197 0,46791 39345 72691 
 
Παράδειγµα 5 
 
Να γίνει ολοκλήρωση του πολυωνύµου φ=α1+α2ξ+α3ξ2+α4ξ3 από -1 έως +1, όπου 
τα αi είναι σταθερές, και να συγκριθούν τα αποτελέσµατα για n=1, 2. 
 
Λύση 
 
Το ακριβές αποτέλεσµα είναι: 
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Το προσεγγιστικό ολοκλήρωµα µε ένα σηµείο ολοκλήρωσης είναι Ι1≈2α1. Με δύο 
σηµεία ολοκλήρωσης έχουµε ξ1=p, ξ2=p και p=1/√3. Άρα, 
 
 ( ) ( )=++++−+−≈ 3

4
2

321
3

4
2

3212 0,10,1 papapaapapapaaI  
  ( ) 31 3/22 aa +=  
 
Από τα παραπάνω αποτελέσµατα συµπεραίνουµε ότι πολυώνυµα τάξης 2n-1 ολο-
κληρώνονται ακριβώς µε n σηµεία ολοκλήρωσης Gauss. Ο βαθµός ακρίβειας ενός 
κανόνα ολοκλήρωσης είναι η τάξη του πολυωνύµου µε τον υψηλότερο βαθµό που 
ολοκληρώνεται ακριβώς. Συνεπώς, η ολοκλήρωση Gauss µε δύο σηµεία (σε κάθε 
διεύθυνση) έχει βαθµό ακριβείας 3. Γενικά εάν η συνάρτηση φ= φ(ξ ) δεν είναι 
πολυωνυµική η ολοκλήρωση είναι ανακριβής, προσεγγίζει όµως το ακριβές αποτέ-
λεσµα όταν αυξάνεται ο αριθµός των σηµείων ολοκλήρωσης. 
 
Παράδειγµα 6 
 
Χρησιµοποιήστε την µέθοδο ολοκλήρωσης Gauss µε δύο σηµεία για να υπολογί-
σετε το ολοκλήρωµα: 

( )∫ −
3

0

2 ξξξ d  

Λύση 
 
Εφαρµόζουµε τη σχέση (60): 
 

 ( ) ( ) ( )2211

3

0

φd2 ξαξφαξξξ +=−∫  

 
όπου α1, α2 είναι σταθµικοί παράγοντες και ξ1, ξ2 είναι οι συντεταγµένες των ση-
µείων ολοκλήρωσης. Από τον Πίνακα 3,  
 
 ξ1=(3/2)(1-1/√3) ξ2=(3/2)(1+1/√3) 
 
Για δύο σηµεία ολοκλήρωσης α1=α2=(3/2).1. Αντικαθιστώντας βρίσκουµε ότι: 
   

 ( )∫ ≈−
3

0

56053551,5d2 ξξξ  (65) 
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6.  Η επιλογή ισοπαραµετρικών στοιχείων. Ορισµός ιδιοτήτων  
 τους. 
 
Έχοντας καταστρώσει τις σχέσεις που διέπουν τα µητρώα των ισοπαραµετρικών 
στοιχείων πρέπει να εξετάσουµε και ορισµένα θέµατα που αφορούν την πρακτική 
τους χρήση. ∆ύο σηµαντικά ερωτήµατα που προκύπτουν είναι: 
 
 1. Η επιλογή στοιχείου (-ων) 
 2. Το είδος και η τάξη της απαιτούµενης αριθµητικής ολοκλήρωσης 
 

Η µέθοδος της ολοκλήρωσης κατά Gauss για την αριθµητική ολοκλήρωση των 
µητρώων των στοιχείων αποτελεί στις περισσότερες περιπτώσεις την καλύτερη 
δυνατή επιλογή για γραµµικά προβλήµατα. Εάν όµως το πρόβληµα είναι µη-γραµ-
µικό τότε συνιστώνται οι σχέσεις Νewton-Coates, οι οποίες και περιγράφονται 
εκτενώς στην βιβλιογραφία. 
Η τάξη ολοκλήρωσης είναι επίσης ένα θέµα που απασχολεί τον χρήστη των 

προγραµµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Εάν γίνει ολοκλήρωση χαµηλής τάξης 
ελαττώνεται µεν το κόστος, πιθανότατα όµως να προκύψουν σφάλµατα κατά τους 
υπολογισµούς των µητρώων του στοιχείου. Κατά κανόνα, η τάξη της ολοκλήρω-
σης εξαρτάται από το είδος του υπολογιζόµενου µητρώου και το είδος του στοι-
χείου. Εάν η τάξη είναι επαρκώς υψηλή, τότε όλα τα µητρώα υπολογίζονται µε 
απόλυτη ακρίβεια. 

Στην περίπτωση του µητρώου ακαµψίας, εάν η τάξη είναι χαµηλότερη από την 
απαιτούµενη τότε εµφανίζεται µεγαλύτερος αριθµός µηδενικών ιδιοτιµών από τους 
βαθµούς ελευθερίας των µετατοπίσεων του (άκαµπτου) σώµατος. Χρειάζεται λοι-
πόν οι βαθµοί ελευθερίας που αντιστοιχούν σε µηδενικές ιδιοτιµές να περιορίζο-
νται διότι διαφορετικά το µητρώο γίνεται µοναδιαίο. Για παράδειγµα, εάν θεωρή-
σουµε το στοιχείο-δοκός µε τρεις κόµβους και χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Gauss 
µε ένα σηµείο ολοκλήρωσης, η στήλη και η σειρά που αντιστοιχούν στο βαθµό 
ελευθερίας του ενδιάµεσου κόµβου θα είναι µηδενικά διανύσµατα, και θα οδηγή-
σουν σε µοναδιαίο µητρώο ακαµψίας. 

Η τάξη ολοκλήρωσης, η οποία θα πρέπει να είναι µεγαλύτερη από µία ελάχιστη 
υπολογίζεται µε βάση την τάξη της συνάρτησης που ολοκληρώνεται. Στην περί-
πτωση του µητρώου ακαµψίας πρέπει να υπολογισθεί η σχέση: 
 
 ∫ ∫=

V V

dVdV  F JEBB=k T det  (66) 

 
Το µητρώο F υπολογίζεται σχετικά εύκολα στην περίπτωση του διδιάστατου 

τετράκοµβου στοιχείου. Η τάξη ολοκλήρωσης για το στοιχείο αυτό εξαρτάται από 
τις τιµές των ξ και η που χρησιµοποιούνται στη σχέση (66). Για ορθογώνιο στοι-
χείο µε πλευρές 2a, 2b έχουµε τις σχέσεις παρεµβολής x=aξ, y=bη και συνεπώς το 
Ιακωβιανό J είναι: 
 



 
Ισοπαραµετρικά πεπερασµένα στοιχεία 191 
 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
    b

a   
0

0
=J  

 
Επειδή τα στοιχεία του J είναι σταθερά, τα στοιχεία του µητρώου Β είναι συ-

ναρτήσεις των ξ και η µόνο. Το Ιακωβιανό µητρώο J όµως είναι επίσης σταθερά. 
Συνεπώς το µητρώο F είναι συνάρτηση των ξ 2, ξη και η2. 
 
 ( )2,, ηξηξ 2fF =  (67) 
 

Εάν χρησιµοποιηθεί η µέθοδος Gauss µε δύο σηµεία ολοκλήρωσης στις κατευ-
θύνσεις ξ και η, όλες οι συναρτήσεις τρίτου βαθµού που περιλαµβάνουν τις ξ και η 
ολοκληρώνονται χωρίς σφάλµα. ∆ηλαδή, για τάξη ολοκλήρωσης n , η τάξη της 
πολυωνυµικής συνάρτησης των ξ και η που ολοκληρώνεται ακριβώς είναι (2n-1). 
Συνεπώς η χρήση δύο σηµείων επαρκεί. 

Στην περίπτωση µη-παραλληλόγραµµων στοιχείων το Ιακωβιανό δεν έχει στα-
θερή τιµή και απαιτείται ολοκλήρωση υψηλότερης τάξης. Θεωρητικές αναλύσεις 
καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι η διατύπωση της ΜΠΣ µε τη µέθοδο των µετα-
τοπίσεων οδηγεί σε κάτω όριο της ενέργειας παραµόρφωσης του θεωρούµενου 
συστήµατος. Με άλλα λόγια, το αριθµητικό µοντέλο της κατασκευής είναι περισσό-
τερο άκαµπτο από την πραγµατική κατασκευή. Εάν όµως η τάξη ολοκλήρωσης είναι 
χαµηλότερη από αυτήν που απαιτείται για απόλυτη ακρίβεια, τότε τα αποτελέ-
σµατα της αριθµητικής ολοκλήρωσης µπορούν να προσεγγίσουν καλύτερα τη συ-
µπεριφορά της πραγµατικής κατασκευής. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί εφόσον το 
σφάλµα που προκύπτει αντισταθµίζει την πλεονάζουσα ακαµψία του µοντέλου της 
κατασκευής. Η διαδικασία αυτή καλείται ελάττωση της τάξης ολοκλήρωσης, µπορεί 
δε να συνδυασθεί και µε επιλεκτική ολοκλήρωση, κατά την οποία οι τάξεις ολο-
κλήρωσης των διαφόρων παραµορφώσεων διαφέρουν µεταξύ τους. 

Ο Πίνακας 4 της επόµενης σελίδας περιλαµβάνει πιθανά στοιχεία και αντίστοι-
χες τάξεις ολοκλήρωσης για τη µέθοδο Gauss όταν επιλύονται προβλήµατα επίπε-
δης εντατικής και παραµορφωσιακής κατάστασης. 

Η επιλογή του απαραίτητου στοιχείου (-ων) αποτελεί επίσης ένα σηµαντικό θέµα 
που δεν πρέπει να αγνοηθεί. ∆εν είναι δυνατόν να ειπωθεί ότι κάποιο συγκεκρι-
µένο στοιχείο είναι προτιµότερο ενός άλλου, δεδοµένης της µεγάλης ποικιλίας 
προβληµάτων για τα οποία απαιτούνται λύσεις. Εάν όµως περιορισθούµε στα ισο-
παραµετρικά στοιχεία µπορούµε να πούµε πως, εκτός του δίκοµβου στοιχείου-δο-
κού τα στοιχεία που συνιστώνται είναι τα υψηλότερης τάξης, ιδιαίτερα δε τα πα-
ραβολικά (των οποίων το πολυώνυµο παρεµβολής N(ξ ) είναι δευτέρου βαθµού). Ο 
λόγος είναι πως ο χρόνος τρεξίµατος στην περίπτωση αυτή αντισταθµίζεται από 
την ακρίβεια των αποτελεσµάτων της ανάλυσης. Όταν απαιτούνται στοιχεία-ελά-
σµατα συνιστώνται τα στοιχεία Lagrange 9 και 16 κόµβων. 

Εξίσου σηµαντικό θέµα είναι ο τρόπος διακριτοποίησης της κατασκευής. Γενι-
κοί κανόνες δεν υπάρχουν και η διακριτοποίηση εξαρτάται άµεσα από το συγκε-
κριµένο πρόβληµα. Μπορούµε να πούµε πως το µέγεθος των ασυνεχειών των κα-
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τανοµών των τάσεων µεταξύ των στοιχείων αποτελεί έναν γνώµονα αξιολόγησης 
της διακριτοποίησης. Σε περιοχές µε µεταβαλλόµενο πλέγµα χρησιµοποιούνται 
διάφορες τεχνικές, για παράδειγµα: 
 
• Στοιχεία µε διαφορετικούς αριθµούς κόµβων 
• Συνθήκες περιορισµών (Σχήµα 20, Κεφάλαιο 7) 
• Παραµορφωµένα στοιχεία 
• Αυξηµένος αριθµός στοιχείων 
 

Πίνακας 4 ∆ιδιάστατα ορθογώνια στοιχεία και προτεινόµενες τάξεις 
αριθµητικής ολοκλήρωσης κατά Gauss 

 
  Στοιχείο Κόµβοι Τάξη  ολοκλήρωσης 
 

  4 2x2 

  4 (παραµ.) 2x2 

  8 3x3 

  8 (παραµ.) 3x3 

  9 3x3 

  9 (παραµ.) 3x3 

  16 4x4 

  16 (παραµ.) 4x4 
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Γ  
  uA = (uB+uΓ) 
  

Σχήµα 15 Μετάβαση από ένα σε δύο τετράκοµβα ορθογώνια στοιχεία  
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