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Πεπερασµένα στοιχεία για τη µελέτη  
λεπτότοιχων κατασκευών 
 
 
1. Εισαγωγή 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα θεωρηθούν µόνο διδιάστατα στοιχεία επίπεδης εντατι-
κής κατάστασης, διότι αυτά είναι τα πλέον ενδεδειγµένα για την ανάλυση λε-
πτότοιχων κατασκευών (απλά και ενισχυµένα ελάσµατα) και κατ΄ επέκταση 
για τη µελέτη της γάστρας του πλοίου. Τρισδιάστατα στοιχεία απαιτούνται 
µόνο για την τοπική ή την λεπτοµερή µελέτη εντατικών πεδίων. Στοιχεία κε-
λυφών δεν εξετάζονται διότι σπανίως χρησιµοποιούνται καθώς  τα στοιχεία 
επίπεδης εντατικής κατάστασης επαρκούν για την ανάλυση ελασµάτων και 
κελυφών µε µικρή καµπυλότητα. Υπάρχουν ειδικά στοιχεία επίπεδης εντατικής 
κατάστασης για την ανάλυση αξονο-συµµετρικών και σφαιρικών κελυφών, 
επίσης δε υπάρχουν γενικά στοιχεία κελυφών τα οποία µπορούν να λάβουν 
υπόψη επίπεδη εντατική κατάσταση και κάµψη ελασµάτων. Όµως τα στοιχεία 
αυτά απαιτούνται µόνο όταν τα ελάσµατα της γάστρας έχουν µεγάλη καµπυλό-
τητα ή ασυνέχειες της γεωµετρίας, της φόρτισης, ή των οριακών συνθηκών 
έτσι ώστε η απλή θεωρία κελυφών να µην ισχύει. Οι καταστάσεις αυτές δεν 
προκύπτουν συχνά, και σε κάθε περίπτωση τα µητρώα ακαµψιών των στοι-
χείων και τα άλλα χαρακτηριστικά στοιχείων γενικών κελυφών δίνονται στην 
βιβλιογραφία. 
 
 
2. Θεωρία Kirchhoff λεπτών ορθογώνιων ελασµάτων 
 
Η παραµόρφωση ενός ελάσµατος περιγράφεται επαρκώς µε αναφορά στη γεω-
µετρία του µέσου επιπέδου (ουδέτερης επιφάνειας) στην οποία δεν αναπτύσσο-
νται τάσεις όταν ασκείται καθαρά καµπτική φόρτιση. Η γραµµική θεωρία από-
κρισης λεπτών ορθογωνίων ελασµάτων1 που αναπτύχθηκε από τους Love και 
Kirchhoff βασίζεται στις παρακάτω παραδοχές: 
 

                                                           
1 καλείται και θεωρία µικρών µετατοπίσεων, διότι έχει εφαρµογή για µετατοπίσεις µικρότερες 
του µισού του πάχους του ελάσµατος (ή µικρότερες του b/50 όπου b = µήκος κοντύτερης 
πλευράς) 
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1. Το υλικό είναι ελαστικό, οµοιογενές και ισοτροπικό 
2. Το έλασµα έχει µηδενικές αρχικές µετατοπίσεις 
3. Το πάχος είναι µικρό σε σχέση µε τις άλλες διαστάσεις (ως άνω όριο 

εφαρµογής λαµβάνεται η τιµή b/50, όπου b είναι το µήκος της µικρότερης 
πλευράς) 

4. Οι κλίσεις της παραµορφωµένης µέσης επιφάνειας είναι κατά πολύ 
µικρότερες της µονάδας 

5. Οι παραµορφώσεις είναι τέτοιες, ώστε ευθείες που είναι αρχικά κάθετες 
στο ουδέτερο επίπεδο, παραµένουν ευθείες και κάθετες σε αυτό (αµελού-
νται δηλαδή µετατοπίσεις λόγω διάτµησης) 

6. Η µετατόπιση του ελάσµατος αφορά µετατοπίσεις σηµείων στο µέσο επί-
πεδο κάθετα στο αρχικό επίπεδο 

7. Οι τάσεις κάθετα στην ουδέτερη επιφάνεια είναι αµελητέες 
 

Για ορθογώνια ελάσµατα, το καρτεσιανό, ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµέ-
νων είναι το ενδεδειγµένο. Οι µετατοπίσεις u, v, w και οι εξωτερικές και εσω-
τερικές δυνάµεις έχουν θετικό πρόσηµο κατά την κατεύθυνση των αξόνων του 
συστήµατος αναφοράς Ox, Οy και Oz. Οι καµπτικές ροπές µε θετικό πρόσηµο 
προκαλούν εφελκυσµό των κάτω εξωτερικών ινών, όταν η φόρτιση ασκείται 
στην άνω επιφάνεια.  

Θεωρούµε ένα στοιχείο του ελάσµατος, όπως δείχνεται στο Σχήµα 2. Στο 
σχήµα δείχνονται οι ροπές και δυνάµεις που έχουν θετικό πρόσηµο. 
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Σχήµα 1 Ορθογώνιο έλασµα υπό καµπτική φόρτιση 
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Σχήµα 2 Εξωτερικές και εσωτερικές δυνάµεις σε στοιχείο της ουδέτερης επιφάνειας 

ελάσµατος 
 
Για ισορροπία του στοιχείου υπό την επίδραση κάθετης καµπτικής φόρτι-

σης, από τις έξι θεµελιώδεις εξισώσεις ισορροπίας αρκούν οι παρακάτω τρεις: 
 
 0=∑ zF  0=∑ xM  0=∑ yM  (1α-γ) 
 
Η πρώτη από αυτές εξασφαλίζει ισορροπία κάθετα στην επιφάνεια του ελά-

σµατος ενώ οι άλλες δύο περί τους άξονες αναφοράς Ox, Oy αντίστοιχα. Από 
την πρώτη σχέση προκύπτει ότι: 
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όπου Qx, Qy είναι οι εφαπτοµενικές δυνάµεις κατά µήκος των πλευρών του 
στοιχείου του ελάσµατος (Σχήµα 2). ∆ιαιρώντας µε το εµβαδόν του στοιχείου 
του ελάσµατος, dxdy, αποκτάται η παρακάτω σχέση: 
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Σχήµα 3 Ροπές και τέµνουσες δυνάµεις σε στοιχείο ελάσµατος 
 
Η εφαρµογή της σχέσης (1β) αποδίδει την παρακάτω εξίσωση: 
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Σηµειώνουµε ότι oι ροπές του φορτίου Qx dx και της µεταβολής του φορ-

τίου Qx, Qy θεωρούνται αµελητέες ποσότητες ανώτερου βαθµού. Απλοποιώ-
ντας, έχουµε: 
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Ανάλογα για τις ροπές ως προς τον άξονα Οy θα έχουµε: 
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Από την αρχή της συµπληρωµατικής διατµητικής τάσης έχουµε Μyx= -Μxy. 
Άρα η (6) γίνεται: 
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Σχήµα 4 Συνοριακές συνθήκες ελασµάτων 
 
και αντικαθιστώντας τις (5) και (7) στην (3) έχουµε: 
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Η (8) είναι η εξίσωση ισορροπίας ενός λεπτού ορθογώνιου ελάσµατος που 

φέρει φορτίο κάθετα στη επιφάνειά του. Η εξίσωση αυτή ισχύει στη γραµµική 
ελαστική περιοχή. Στο Σχήµα 4 δείχνονται διάφοροι τρόποι στήριξης ελασµά-
των. Η επίλυση της (8) θα πρέπει να γίνει τότε σε συνδυασµό µε κάποιες από 
τις οριακές συνθήκες που δείχνονται στο Σχήµα 4. Θα έχουµε τότε τιµές για τις 
µεταβλητές σε όλα τα σηµεία που περικλείονται από και που συµπίπτουν µε το 
σύνορο του ελάσµατος. 
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Η αριθµητική επίλυση του προβλήµατος, αντιθέτως, θα δώσει λύσεις σε ένα 
πεπερασµένο αριθµό σηµείων, µεταξύ των οποίων η συµπεριφορά θα εξαρτη-
θεί από τις συναρτήσεις που επιλέγουµε για τον τρόπο µεταβολής τους. Στο 
παρακάτω εδάφιο θα δούµε την εφαρµογή πολυωνυµικών συναρτήσεων ενώ 
στη θεωρία ισοπαραµετρικών στοιχείων θα δούµε την εφαρµογή των συναρτή-
σεων µορφής (Κεφάλαιο 5). 

 
 
3. ∆ιατύπωση ιδιοτήτων πεπερασµένων στοιχείων 
 
Έχοντας δώσει µια σύντοµη εισαγωγή στη θεωρία κάµψης των ορθογωνίων 
ελασµάτων, θα στραφούµε στη διατύπωση του αντίστοιχου αριθµητικού προ-
βλήµατος. Η συµπεριφορά ενός πεπερασµένου στοιχείου καθορίζεται πλήρως 
από το µητρώο ακαµψίας του. Έτσι, το ζητούµενο είναι να αποκτηθούν µη-
τρώα ακαµψίας για (ορισµένα απλά) στοιχεία που θα αποβούν χρήσιµα κατά 
τη µελέτη των λεπτότοιχων (ναυπηγικών) κατασκευών. Τα στοιχεία που θα 
θεωρηθούν βασίζονται σε προσεγγιστικά πεδία των µετατοπίσεων, παρ’ όλο 
που έχουν επίσης αναπτυχθεί και στοιχεία που βασίζονται σε προσεγγίσεις στα 
πεδία των τάσεων, τα οποία είναι εξίσου ικανοποιητικά, όχι όµως τόσο διαδε-
δοµένα. Η διαδικασία διατύπωσης του µητρώου ακαµψίας περιλαµβάνει τα 
παρακάτω βήµατα: 
 

 
1. Επιλογή συστήµατος αναφοράς και αρίθµηση κόµβων στοιχείου 
2. Επιλογή συνάρτησης συµβιβαστού των µετατοπίσεων (πεδίου-κόµβων) 
3. Προσδιορισµός των µετατοπίσεων πεδίου συναρτήσει των µετατοπίσεων 

στους κόµβους 
4. Σχέσεις παραµορφώσεων πεδίου µε µετατοπίσεις στους κόµβους µέσω 

µετατοπίσεων πεδίου 
5. Σχέση τάσεων πεδίου µε παραµορφώσεις πεδίου και µετατοπίσεις στους 

κόµβους 
6. Αντικατάσταση τάσεων πεδίου µε στατικά ισοδύναµες δυνάµεις στους κόµ-

βους  
7. Σχέση δυνάµεων στους κόµβους µε µετατοπίσεις στους κόµβους. Σύνταξη 

µητρώου ακαµψίας στοιχείου 
8. ∆ιατύπωση µητρώου συµβιβαστού των µετατοπίσεων 
 
Τα στοιχεία που περιγράφονται σε αυτό το εδάφιο δεν αποτελούν το τελευ-

ταίο στάδιο εξέλιξης της έρευνας στο συγκεκριµένο θέµα. Αντιθέτως, είναι 
σχετικά απλές εφαρµογές της θεωρίας πεπερασµένων στοιχείων από τις οποίες 
όµως διαφαίνονται µε σαφήνεια τα βασικά στάδια ανάπτυξης του µητρώου 
ακαµψίας. Επιπρόσθετα, ορισµένα από αυτά συνεχίζουν να χρησιµοποιούνται 
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σε προγράµµατα ΠΣ για τη µελέτη λεπτότοιχων κατασκευών.2 Πιο 
ολοκληρωµένες διατυπώσεις, που λαµβάνουν υπόψη προβλήµατα συνέχειας 
κατά µήκος των συνόρων των στοιχείων, περιγράφονται στο τελευταίο εδάφιο 
του παρόντος κεφαλαίου και στη θεωρία των ισοπαραµετρικών στοιχείων.3 
 
3.1 Τριγωνικό στοιχείο σταθερών παραµορφώσεων4 (τάσεων) 
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Σχήµα 5 Το τριγωνικό στοιχείο CST 
 
Ως πρώτο παράδειγµα θα θεωρηθεί το επίπεδο τριγωνικό ισοτροπικό στοιχείο 
σταθερού πάχους. Το στοιχείο αυτό είναι σηµαντικό διότι λόγω του σχήµατός 
του είναι πολύ εύχρηστο καθώς οι περισσότερες διδιάστατες κατασκευές µπο-
ρούν να αναπαρασταθούν µε αθροίσµατα τριγώνων. Επίσης, οι καµπύλες επι-
φάνειες στον τρισδιάστατο χώρο µπορούν να θεωρηθούν ότι αποτελούνται από 
τριγωνικά στοιχεία εφόσον η καµπυλότητα δεν παρουσιάζει ασυνέχειες και το 
ύψος τους είναι µικρό (δηλαδή ο λόγος του πραγµατικού εµβαδού προς το εµ-
βαδόν της προβολής του είναι περίπου ίσος µε τη µονάδα). Παρακάτω περι-
γράφεται η διατύπωση του µητρώου ακαµψίας του τριγωνικού στοιχείου, ακο-
λουθώντας τη διαδικασία που αναφέρθηκε στο προηγούµενο εδάφιο. 

Το σύστηµα αναφοράς και η αρίθµηση των κόµβων δίνονται στο Σχήµα 5. 
Οι συντεταγµένες των κόµβων είναι (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3). Επειδή θεωρού-

                                                           
2 το πρόγραµµα MAESTRO, αποτελέσµατα του οποίου περιγράφονται σε επόµενα κεφάλαια του 
βιβλίου, περιλαµβάνει το τριγωνικό στοιχείο σταθερών παραµορφώσεων και το ορθογώνιο 
στοιχείο σταθερών διατµητικών τάσεων που εξετάζονται παρακάτω 
3 η ερευνητική κοινότητα έχει ασχοληθεί εκτενώς µε προβλήµατα συνέχειας, µε πολλές σχετικές 
δηµοσιεύσεις. Για µια πρωτότυπη αντιµετώπιση βλέπε Irons B., Ahmad S. Techniques of Finite 
Elements. Ellis Horwood Series in Engineering Science, 1986. 
4 τριγωνικό στοιχείο σταθερών παραµορφώσεων = constant strain triangle (CST) 
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νται µόνο οµοεπίπεδες µετατοπίσεις το στοιχείο έχει δύο βαθµούς ελευθερίας 
σε κάθε κόµβο και συνεπώς έχει συνολικά έξι βαθµούς ελευθερίας.  
 
ΒΗΜΑ 1ο Επιλογή συστήµατος αναφοράς και αρίθµηση κόµβων 
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Σχήµα 6 Ορισµός µεταβλητών στους κόµβους του στοιχείου CST 

 
Τα διανύσµατα των µετατοπίσεων και των δυνάµεων στους κόµβους είναι 
τότε: 
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Τα µητρώα u και f περιλαµβάνουν έξι όρους, και συνεπώς το µητρώο ακαµ-
ψίας k έχει διαστάσεις 6x6, καθώς ορίζεται από τη σχέση  k u = f. 
 
ΒΗΜΑ 2ο  Επιλογή συνάρτησης συµβιβαστού των µετατοπίσεων (πεδίου-κόµ-
βων) 
 
Όπως έχει ήδη λεχθεί, ο προσδιορισµός των παραµορφώσεων συναρτήσει κά-
ποιας αλγεβρικής παράστασης αποτελεί βασικό χαρακτηριστικό της µεθόδου 
των πεπερασµένων στοιχείων. Τα πολυώνυµα είναι απλές και εύχρηστες συ-
ναρτήσεις καθώς έχουν τη δυνατότητα να είναι πολυδιάστατα (για επίπεδες 
εντατικές καταστάσεις απαιτούνται µόνο δύο διαστάσεις, x, y). Επίσης, µπο-
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ρούν να περιέχουν οποιοδήποτε αριθµό ανεξαρτήτων συντελεστών που εξαρ-
τώνται από το βαθµό του πολυωνύµου. Συνεπώς µπορεί να επιλεγεί ένα κα-
τάλληλο πολυώνυµο για να περιγραφούν οι µετατοπίσεις στο πεδίο του  τριγω-
νικού στοιχείου. Επειδή το τριγωνικό στοιχείο έχει έξι βαθµούς ελευθερίας 
επιλέγεται πολυώνυµο µε έξι ανεξάρτητους συντελεστές. Επίσης, επειδή δεν 
πρέπει να δοθεί προτίµηση σε καµιά κατεύθυνση, γίνεται χρήση τριών συντε-
λεστών για τη µετατόπιση u και τριών για τη µετατόπιση v. Μία λογική µορφή 
για τις µετατοπίσεις u και v είναι, τότε: 
 
 yaxaau 321 ++=  (10α) 
 yaxaav 654 ++=  (10β) 
 
Με αυτό τον τρόπο οι µετατοπίσεις µεταβάλλονται γραµµικά στις διευθύνσεις 
Οx και Οy, και συνεπώς και κατά το µήκος των πλευρών κάθε στοιχείου. 
Επειδή δε οι µετατοπίσεις στους κόµβους γειτονικών στοιχείων είναι ίσες, πα-
ραµένουν ίσες και καθ’ όλο το µήκος των συνόρων των σχετικών στοιχείων. Η 
επιλογή των γραµµικών συναρτήσεων εξασφαλίζει συνεπώς τη συνέχεια των 
µετατοπίσεων σε όλο το µήκος των συνόρων των στοιχείων. Όπως θα διαφανεί 
αργότερα, αυτό δεν εξασφαλίζει ισορροπία παρά µόνο στους κόµβους. Υπάρ-
χει δηλαδή αναπόφευκτα ένα σφάλµα το οποίο µπορεί να περιορισθεί κάνοντας 
χρήση µικρότερων στοιχείων. Οι εξισώσεις (10α-β) γράφονται ως εξής: 
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ή  u (x, y) = Φ (x, y) α (12) 
 
 
 
ΒΗΜΑ 3ο Προσδιορισµός των µετατοπίσεων πεδίου συναρτήσει των  
   µετατοπίσεων στους κόµβους 
 
Εάν αντικατασταθούν οι συντεταγµένες των κοµβικών µετατοπίσεων στην 
σχέση (11) λαµβάνονται σχέσεις οι οποίες επιλύνονται ως προς τους αγνώ-
στους συντελεστές α. Για παράδειγµα, στον κόµβο 1 ισχύει: 
 
 u1 = u (x1, y1) = Φ (x1, y1) α = 
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και για τους κόµβους 2 και 3: 
 

 u2 α⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

22

22

     1        0      0     0
0      0       0           1

     y x
     yx

;

 u3 α⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

33

33

      1        0      0     0
0      0       0          1

     yx
      yx

 

 
Γίνεται αντικατάσταση των παραστάσεων αυτών στη σχέση (11): 
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Το µητρώο των συντεταγµένων των κόµβων συµβολίζεται µε το Α. Συνεπώς: 
 
 u = Aα (13) 
 
Οι άγνωστοι πολυωνυµικοί συντελεστές α προσδιορίζονται τώρα από τη σχέση 
(13) µε αντιστροφή του µητρώου Α: 
  
 α = Α-1u (14) 
 
Για το σχετικά µικρού µεγέθους µητρώο του στοιχείου αυτού η αντιστροφή 
γίνεται ευχερώς χωρίς τη χρήση υπολογιστού. Για µητρώα όµως µεγαλυτέρου 
µεγέθους απαιτείται η χρήση υπολογιστού. Στην προκειµένη περίπτωση το 
αντίστροφο του µητρώου Α είναι: 
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όπου  
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123

1
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det2
     y     x
     y     x
     y     x

A = = 

  ( ) ( ) ( ) =−+−−−= 122113312332 yxyxyxyxyxyx  
  = 2.(εµβαδόν του τριγώνου 123) 
 
Οι έξι άγνωστοι συντελεστές του µητρώου α δίνονται από τη σχέση (14) συ-
ναρτήσει των κοµβικών µετατοπίσεων u. Χρησιµοποιώντας τη σχέση (12) οι 
µετατοπίσεις u(x, y) σε κάθε σηµείο (x, y) στο εσωτερικό του στοιχείου εκφρά-
ζονται συναρτήσει των µετατοπίσεων στους κόµβους, αντικαθιστώντας το µη-
τρώο α. Η σχέση είναι: 
 
 ( ) ( ) uAΦu 1−x,yyx =,  (16) 
 
ΒΗΜΑ 4o Σχέσεις παραµορφώσεων πεδίου µε µετατοπίσεις στους κόµβους 
µέσω  
  µετατοπίσεων πεδίου  
 
Κατά κανόνα, οι παραµορφώσεις στο εσωτερικό του στοιχείου ορίζονται ως 
παράγωγοι των µετατοπίσεων. Στην περίπτωση της µετατόπισης άκαµπτων 
σωµάτων οι µετατοπίσεις (γραµµικές ή περιστροφικές) είναι παντού σταθερές 
και συνεπώς οι παραµορφώσεις είναι παντού µηδενικές. Το διδιάστατο συνεχές 
έχει τρεις συνιστώσες παραµορφώσεων και το διάνυσµά τους ορίζεται ως εξής: 
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όπου εxx, εyy είναι ορθές παραµορφώσεις και γxy είναι η διατµητική παραµόρ-
φωση. Από τη θεωρία ελαστικότητας έχουµε τις σχέσεις γεωµετρικού συµβι-
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βαστού (σχέσεις (4α), (4β) και (4δ) Κεφαλαίου 3). Αντικαθιστώντας στις σχέ-
σεις αυτές  από τις (10α), (10β) λαµβάνουµε: 
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Συνεπώς, 

 ( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

53

6

2

   
   

aa
a
a

γ

ε
ε

y,x

xy

y

x

ε  (19) 

 
Σηµειώνεται ότι επειδή η συνάρτηση των µετατοπίσεων είναι γραµµική, οι παρα-
µορφώσεις παραµένουν σταθερές στο εσωτερικό του στοιχείου. Εν τούτοις, η 
σχέση ορίζεται ως ε(x, y) για να διευκρινισθεί ότι ισχύει σε όλο το στοιχείο και 
όχι µόνο στους κόµβους. Αναλυτικά η σχέση γράφεται: 
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ή  ε(x, y) = G α (21) 
 
Αντικαθιστώντας το µητρώο α από τη σχέση (60), η παραµόρφωση εκφράζεται 
συναρτήσει των κοµβικών µετατοπίσεων:  
 
 ε ( ) uGA 1−=y,x   (22) 
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Άρα, το µητρώο συµβιβαστού των παραµορφώσεων, Β, ισούται µε (σχέση 
(12), Κεφάλαιο 3):5 
 
 B = GA-1  (23) 
Η προηγούµενη σχέση γίνεται: 
 
 ε ( ) uB=yx,   (24) 
 
όπου 
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και  Α123 = εµβαδόν του στοιχείου 
 
ΒΗΜΑ 5ο  Σχέση τάσεων πεδίου µε παραµορφώσεις πεδίου και µετατοπίσεις  
  στους κόµβους 
 
Σε διδιάστατα ελαστικά συνεχή µέσα το διάνυσµα των τάσεων είναι: 
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Για επίπεδες εντατικές καταστάσεις οι σχέσεις παραµορφώσεων-τάσεων είναι: 
 

 
E

v
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yyxx
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σσε −=   (27α) 

 
E

v
E

xxyy
yy

σσ
ε −=  (27β) 

 ( )
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==

12   (27γ) 

 
όπου Ε = µέτρο ελαστικότητας, G = µέτρο διάτµησης και ν = λόγος του 
Poisson. Η µητρωική µορφή της παραπάνω σχέσης είναι: 
 

                                                           
5 βλέπε επίσης Κεφάλαιο 3, Παράδειγµα 3, σχέση (58) 
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Το αντίστροφο του παραπάνω µητρώου είναι: 
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ή  ( ) ( )yxyx ,, εσ D=   
 

Αντικαθιστώντας τέλος τις παραµορφώσεις ε(x, y), από τη σχέση (12) του 
Κεφαλαίου 3, οι τάσεις εκφράζονται συναρτήσει των κοµβικών µετατοπίσεων: 
 
 ( ) DBuσ =y,x  (30)  
 

Εφόσον τα µητρώα Β και D είναι δεδοµένα, οι τάσεις µπορούν να εκφρα-
σθούν συναρτήσει των κοµβικών µετατοπίσεων u. Εάν τότε S = DB, θα 
έχουµε: 
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όπου  jiij xxx −=  jiij yyy −=  
 
ΒΗΜΑ 6ο Αντικατάσταση τάσεων πεδίου µε στατικά ισοδύναµες δυνάµεις 

στους κόµβους. Σχέση δυνάµεων στους κόµβους µε µετατοπίσεις 
στους κόµ-βους. Σύνταξη µητρώου ακαµψίας στοιχείου 

 
Στο βήµα αυτό επιβάλλονται δυνατές µετατοπίσεις u , και το εξωτερικό έργο 
των δυνάµεων f στους κόµβους εξισώνεται µε το εσωτερικό έργο (ενέργεια 
παραµόρφωσης) που εκφράζεται συναρτήσει των δυνατών παραµορφώσεων ε  
και των τάσεων σ. Οι δυνατές µετατοπίσεις u στους κόµβους τίθενται (για λό-



 
Πεπερασµένα στοιχεία για τη µελέτη λεπτότοιχων κατασκευών 139 

 
 

γους ευκολίας) ίσες µε τη µονάδα. Το ζητούµενο είναι τότε το µητρώο που 
συνδέει τις δυνάµεις f µε τις δυνατές µετατοπίσεις u .  

Το εξωτερικό δυνατό έργο είναι: 
 
 fu TW =  (32) 
 
ενώ το εσωτερικό δυνατό έργο είναι: 
 
 ∫∫=

V

ΤΤ  = d Vε VdεU
V

Eεσ  (33) 

 
Η ολοκλήρωση γίνεται σε όλο τον όγκο του στοιχείου. Αντικαθιστώντας τα 

µητρώα των δυνατών παραµορφώσεων ε (x, y) και των τάσεων σ(x, y), 
λαµβάνεται η παρακάτω µορφή: 
 

 [ ] ∫∫ ==
V

T

V

dVdVU   u B DBuDεuB TT  

 
Η δυνατή µετατόπιση u  τίθεται ίση µε τη µονάδα. Εξισώνοντας το εσωτε-

ρικό µε το εξωτερικό έργο λαµβάνουµε την παρακάτω σχέση: 
 

 uDBBf T
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Τα µητρώα Β και D περιέχουν µόνο σταθερούς όρους και συνεπώς δεν 

χρειάζεται να συµπεριληφθούν στην ολοκλήρωση. Ο όρος που αποµένει αντι-
προσωπεύει τον όγκο του στοιχείου που στην περίπτωση αυτή ισούται µε το 
πάχος πολλαπλασιαζόµενο επί το εµβαδόν (Α123). Συνεπώς, 
 
 tA123 = DBBk T  (34) 
 

όπου 
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Το γινόµενο DB είναι τότε ίσο µε: 
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όπου, για επίπεδες εντατικές καταστάσεις 
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2211 1 νEdd −==  
 ( )2

2112 1 ννEdd −==  
 ( )νEd += 1233  
 
Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου, k, λαµβάνεται τότε πολλαπλασιάζοντας 
µε το ανάστροφο του Β: 
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Το αποτέλεσµα δίνεται στην επόµενη σελίδα. 

 
Ισορροπία και συµβατότητα 
 
Εξετάζεται τώρα κατά πόσο οι συνθήκες ισορροπίας και συµβατότητας ικανο-
ποιούνται στο εσωτερικό κάθε στοιχείου και µεταξύ των στοιχείων. Κατά πρώ-
τον, εφόσον το πεδίο των µετατοπίσεων είναι συνεχές, αυτοµάτως υπάρχει 
συµβατότητα στο εσωτερικό κάθε στοιχείου. Κατά δεύτερο λόγο, η ισορροπία 
του διδιάστατου εντατικού πεδίου στο εσωτερικό κάθε στοιχείου εξασφαλίζε-
ται όταν ικανοποιούνται οι παρακάτω εξισώσεις: 
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yx
xyxx

τσ
 0=

∂

∂
+

∂

∂

xy
xyyy τσ

 (37α-β) 

 
Οι παραµορφώσεις στο εσωτερικό του στοιχείου είναι σταθερές διότι λαµ-

βάνονται µε παραγώγιση του πεδίου των µετατοπίσεων που είναι γραµµικό. 
Κατά συνέπεια, οι τάσεις οι οποίες είναι ανάλογες των παραµορφώσεων, θα  
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Σχήµα 7 ∆ιάταξη γειτονικών στοιχείων µε κοινό σύνορο 
 
είναι επίσης σταθερές στο εσωτερικό κάθε στοιχείου και έτσι ικανοποιούνται 
οι συνθήκες ισορροπίας στο εσωτερικό κάθε στοιχείου. 

Καθίσταται πλέον φανερό ότι η επιλογή γραµµικού πεδίου µετατοπίσεων 
διασφαλίζει τη συµβατότητα των στοιχείων µεταξύ τους. Αποµένει συνεπώς να 
εξετασθεί η ισορροπία κατά µήκος των συνόρων των στοιχείων. Στο Σχήµα 7 
διακρίνεται το σύνορο δύο στοιχείων, Α και Β. 

Το µητρώο S, δίνεται από τη σχέση (31) από την οποία διαφαίνεται ότι οι 
συνιστώσες της τάσης είναι συναρτήσεις των µετατοπίσεων και στους τρεις 
κόµβους κάθε στοιχείου. Συνεπώς, παρ’ όλο που και η σΑ (στοιχείο Α) και η σΒ 
(στοιχείο Β) είναι συναρτήσεις των u1, u2, v1 και v2, η τάση σA είναι συνάρτηση 
και των u3 και v3, ενώ η σB είναι συνάρτηση και των u4 και v4. Άρα οι τάσεις 
κατά µήκος των συνόρων γενικά δεν είναι ίσες. 

Συµπεραίνοµε λοιπόν ότι για το τριγωνικό στοιχείο επίπεδης εντατικής κα-
τάστασης οι συνθήκες ισορροπίας και συµβατότητας ικανοποιούνται στο εσω-
τερικό του στοιχείου. Επίσης, η συµβατότητα ικανοποιείται και κατά µήκος 
των συνόρων των στοιχείων, σε αντιδιαστολή µε την ισορροπία η οποία ικανο-
ποιείται µόνο στους κόµβους. Έτσι, εξασφαλίζεται η ισορροπία της κατα-
σκευής συνολικά. 

Συνεπώς το σφάλµα που προκύπτει λόγω αυτής της τοπικής ανισορροπίας 
ελαττώνεται όταν µειωθούν οι διαστάσεις των στοιχείων και αυξηθεί ο αριθµός 
τους. Αυτό θα διαφανεί από το παράδειγµα που ακολουθεί. 
 
Παράδειγµα 
 
Να διερευνηθεί η επίδραση του βαθµού διακριτοποίησης κάνοντας χρήση του 
τριγωνικού στοιχείου σταθερών παραµορφώσεων στα πεδία α) των µετατοπί-
σεων β) των τάσεων, σε αµφιέρειστη δοκό υπό κατανεµηµένη σταθερή φόρ-
τιση. Η αριθµητική λύση να συγκριθεί µε τη λύση της απλής θεωρίας δοκών 
και αυτή της θεωρίας ελαστικότητας. 
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Λύση 
 

 
 

Σχήµα 8 Εναλλακτικές διατάξεις πλεγµάτων 
 

1 61

2 62

3 63

4 64

5 10 15 20 35 5025 40 5530 45 60 65

 
(α) 65 κόµβοι, 96 στοιχεία 

 

1 91
2 92

3 93

4 94

5 95

6 9612 18 24 30 36 42 48 54 60 66 72 8478 90

 
 

(β) 96 κόµβοι, 150 στοιχεία 
 

1
3

5

7

9

11 341
340
339
338
337
336
335
334
333
332
331 

(γ) 341 κόµβοι, 600 στοιχεία  
 

Σχήµα 9 ∆ιάφορα πλέγµατα τριγωνικών πεπερασµένων στοιχείων 
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Εφόσον υπάρχει λύση της θεωρίας της ελαστικότητας µπορεί να ελεγχθεί η 
ακρίβεια του στοιχείου και ο βαθµός ελάττωσης του σφάλµατος όταν µειώνε-
ται το µέγεθος των στοιχείων. Στο Σχήµα 8 εικονίζονται δύο διαφορετικές δια-
τάξεις. 

Μια σειρά αριθµητικών µελετών έχει δείξει ότι η πρώτη διάταξη αποδίδει 
ακριβέστερα αποτελέσµατα. Επιπρόσθετα, η αυτόµατη ανάπτυξη του πλέγµα-
τος γίνεται ευκολότερα. Η ακρίβεια της λύσης χρησιµοποιώντας τριγωνικά 
στοιχεία αυξάνεται όταν αποφεύγονται οξείες γωνίες στα τρίγωνα. Στο Σχήµα 
9 δίνονται πλέγµατα για τα οποία οι αντίστοιχες λύσεις εικονίζονται στα Σχή-
µατα 10 και 11. Οι διαστάσεις των στοιχείων ελαττώνονται κατά τους λόγους 
1,0 : 0,8 : 0,4 και ο αντίστοιχος αριθµός τους αυξάνεται από 96 σε 150 σε 600. 
Η προσοµοίωση απλής έδρασης γίνεται θέτοντας µηδενικές κατακόρυφες µε-
τατοπίσεις σε όλους τους κόµβους στα άκρα της δοκού. Στο Σχήµα 10 δίνεται 
η κατακόρυφη µετατόπιση της δοκού για α) την λύση της απλής θεωρίας δο-
κών, β) της ακριβούς λύσης της θεωρίας της ελαστικότητας και (γ) για αριθµη-
τικές λύσεις µε αυξανόµενο αριθµό κόµβων. Είναι προφανές ότι σε κάθε περί-
πτωση οι τιµές των λύσεων µε πεπερασµένα στοιχεία είναι µικρότερες των τι-
µών της θεωρίας ελαστικότητας, τις πλησιάζουν όµως όσο αυξάνεται ο αριθ-
µός των στοιχείων. Οι διαφορές αυτές προκύπτουν διότι κατά τη µητρωική 
ανάλυση η χρήση συνάρτησης µετατοπίσεων προκαλεί µεγαλύτερη ακαµψία 
της κατασκευής από την πραγµατική. Το σφάλµα µπορεί να περιορισθεί αν η 
συνθήκη συµβατότητας δεν τηρηθεί αυστηρά. 

Στο Σχήµα 11 εικονίζεται η εγκάρσια κατανοµή των διαµήκων τάσεων στο 
µέσο της δοκού για τις ίδιες περιπτώσεις διακριτοποίησης. Επειδή οι τάσεις για 
κάθε στοιχείο είναι σταθερές, οι τιµές δίνονται στο κέντρο βάρους κάθε στοι-
χείου. Πρέπει επίσης να αναφερθεί ότι τα τριγωνικά στοιχεία µπορούν να χρη-
σιµοποιηθούν για  πολλών ειδών κατασκευές. Έτσι, η σχέση σφάλµατος-µεγέ-
θους στοιχείου έχει µελετηθεί εκτενώς και υπάρχει πλούσια σχετική βιβλιο-
γραφία. 

 

Μετατόπιση

θεωρία δοκών
65   κόµβοι
96   κόµβοι
341 κόµβοι
θεωρία ελαστικότητας

Aπόσταση από το ένα άκρο  
 

Σχήµα 10 Μετατοπίσεις δοκού µε οµοιόµορφα κατανεµηµένο φορτίο 
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Σχήµα 11 Εγκάρσια κατανοµή διαµήκων ορθών τάσεων 
 
3.2 Ορθογώνιο στοιχείο γραµµικών παραµορφώσεων6 
 
Το στοιχείο αυτό βρίσκει εφαρµογή σε προβλήµατα επίπεδης ελαστικότητας 
(εντατικές και παραµορφωσιακές καταστάσεις). Εφόσον έχουµε 4 κόµβους µε 
2 βαθµούς ελευθερίας στον καθένα, ο συνολικός αριθµός των βαθµών ελευθε-
ρίας είναι 8. Κατάλληλες συναρτήσεις συνεπώς είναι οι παρακάτω: 
 
 xyayaxaau 4321 +++=  (38α) 
 xyayaxaav 8765 +++=  (38β) 
 

y
4

3

t

x

a
2

1

b

 

y

v4

v1

v3

v2

u4

u1

u3

u2 x  
 
 α) Κόµβοι και διαστάσεις β) Βαθµοί ελευθερίας 
 

Σχήµα 12 Ορθογώνιο στοιχείο γραµµικών παραµορφώσεων 
 
                                                           
6 oρθογώνιο στοιχείο γραµµικών παραµορφώσεων = linear strain rectangle element (LSR) 



 
Πεπερασµένα στοιχεία για τη µελέτη λεπτότοιχων κατασκευών 145 

 
 

Η ίδια διαδικασία που εφαρµόσθηκε στο προηγούµενο παράδειγµα ακολου-
θείται και σε αυτή την περίπτωση. Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου αυτού 
αποτελείται τότε από τoυς παρακάτω όρους: 
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όπου α = a/b. Το µητρώο µετασχηµατισµού είναι: 
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όπου Ro, το µητρώο περιστροφών, δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
 

 ⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡
=

'cos'cos
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yyyx
xyxx

o θθ
θθ

R  (41) 

 
Στη σχέση αυτή η γωνία θ µετριέται µεταξύ των αντίστοιχων αξόνων στο το-
πικό και στο γενικό σύστηµα αναφοράς. 
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3.3 Ορθογώνιο στοιχείο σταθερής διατµητικής τάσης7 
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Σχήµα 13 Ορθογώνιο στοιχείο σταθερής διατµητικής τάσης (CSSR) 
 
Το στοιχείο αυτό παρουσιάσθηκε στην εργασία των Turner, Clough, Martin 
και Topp που δηµοσιεύθηκε το 1956 και είναι συνεπώς ένα από τα πρώτα πε-
περασµένα στοιχεία. Υπερτερεί ως προς το ορθογώνιο στοιχείο γραµµικών 
παραµορφώσεων και διαφέρει στο ότι αντί να γίνει χρήση συνάρτησης µετατο-
πίσεων, χρησιµοποιείται συγκεκριµένη κατανοµή τάσεων στο στοιχείο. Επιλέ-
γεται µία απλή κατανοµή στην οποία οι ορθές τάσεις µεταβάλλονται γραµµικά 
ενώ η διατµητική τάση παραµένει σταθερή (Σχήµα 19): 
 
 yaax 21 +=σ  (42α) 
 xaaσ y 43 +=  (42β) 

 5aτ xy =  (42γ) 
 
όπου α1,....., α5 είναι σταθεροί συντελεστές, οι οποίοι αρχικά είναι άγνωστοι. 
Οι κατανοµές αυτές ικανοποιούν τις συνθήκες ισορροπίας των τάσεων στο 
εσωτερικό του στοιχείου, δεν ικανοποιείται όµως η ισορροπία των µετατοπί-

                                                           
7 ορθογώνιο στοιχείο σταθερής διατµητικής τάσης = constant shear stress rectangle element 
(CSSR) 
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σεων µεταξύ των στοιχείων. Οι γενικές µετατοπίσεις u (x, y) λαµβάνονται 
ακολουθώντας την παρακάτω διαδικασία: 

 
1. Αντικατάσταση των τασικών συναρτήσεων στις σχέσεις επίπεδης 
εντατικής κατάστασης 

2. Ολοκλήρωση των σχέσεων αυτών ως προς τις µετατοπίσεις u, v. 
3. Υπολογισµός των σταθερών ολοκλήρωσης συναρτήσει των σταθερών 
α1,α2, ...α5. 

4. Αντικατάσταση των σταθερών ολοκλήρωσης στις σχέσεις των 
µετατοπίσεων 

 
Η τελική µορφή είναι η εξής: 
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Η εξίσωση (43) είναι η συνάρτηση µετατοπίσεων του στοιχείου για τη δεδο-
µένη κατανοµή τάσεων και σύµφωνα µε αυτή ικανοποιείται η γεωµετρική 
συµβατότητα στο εσωτερικό του στοιχείου. Τα στάδια τα οποία απαιτούνται 
για την διατύπωση του µητρώου ακαµψίας του στοιχείου είναι 
 
1. Γίνεται αντιστροφή του Α για να υπολογισθούν οι συντελεστές α1, α2 ... αn 
2. Εκφράζονται οι συντελεστές α1, α2 ... αn συναρτήσει των µετατοπίσεων στους 

κόµβους (α = Α-1u)  
3. Εκφράζονται οι εσωτερικές παραµορφώσεις του στοιχείου συναρτήσει των 

κοµβικών µετατοπίσεων. 
4. Εκφράζονται οι εσωτερικές τάσεις του στοιχείου σ(x,y) µέσω των 

παραµορφώσεων, σ = Dε, συναρτήσει των κοµβικών µετατοπίσεων (σ(x,y) 
= DΒ u ). Το µητρώο των τάσεων δίνεται από το γινόµενο DΒ. 

5. Εκφράζονται οι τάσεις στους κόµβους συναρτήσει των µετατοπίσεων στους 
κόµβους. Στο στάδιο αυτό επιβάλλονται δυνατές µετατοπίσεις στους κόµ-
βους, εξισώνεται το εσωτερικό έργο µε το εξωτερικό έργο και αποκτάται η 
σχέση δυνάµεων-µετατοπίσεων στους κόµβους. 
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Για το ορθογώνιο στοιχείο σταθερής διατµητικής τάσης το µητρώο ακαµψιών 
k είναι: 
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Χρήση και σχετική ακρίβεια του στοιχείου CSSR 
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Πίνακας 1 Σύγκριση επίδοσης στοιχείων (µετατοπίσεις) 
 
 Αριθµός στοιχείων Σχετικό σφάλµα (=δc-δE/δE) 
 ∆ιαµήκως Εγκαρσίως LSR CSSR 
 
 1 1 -0,86 -0,25 
 2 1 -0,63 -0,06 
  2 -0,61 -0,09 
  4 -0,61 -0,09 
 4 1 -0,33 -0,02 
  2 -0,31 -0,04 
  4 -0,29 -0,04 
 8 1 -0,17 > -0,02 
  2 0,12 > -0,02 
  4 0,11 > -0.02 
 16 1 -0,11 > -0,02 
  2 -0,06 > -0,02 
  4 -0,03 > -0,02 
 

Πίνακας 2 Σύγκριση επίδοσης στοιχείων (τάσεις) 
 
 Αριθµός στοιχείων Σχετικό σφάλµα (=δc-δE/δE) 
 
 ∆ιαµήκως Εγκαρσίως LSR CSSR 
 
 1 1 -0,93 -0,50 
 2 1 -0,69 -0,27 
  2 -0,68 -0,25 
  4 -0,68 -0,25 
 4 1 -0,36 -0,14 
  2 -0,34 -0,13 
  4 -0,33 -0,12 
 8 1 -0,14 -0,08 
  2 -0,11 -0,07 
  4 -0,08 -0.05 
 16 1 -0,06 -0,05 
  2 -0,03 -0,04 
  4 +0,04 +0,01 
 

Η συνάρτηση τάσεων του στοιχείου CSSR επιτρέπει την προσοµοίωση της 
οµοεπίπεδης κάµψης µιας κατασκευής και έτσι το στοιχείο είναι ιδιαίτερα 
χρήσιµο στην ανάλυση των πλευρικών ελασµάτων και των διαµήκων φρακτών  
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Σχήµα 14 Κατασκευή για τη σύγκριση ακρίβειας των στοιχείων LSR και CSSR 
 
των πλοίων, καθώς αυτά υποβάλλονται σε οµοεπίπεδη κάµψη και σε σχεδόν 
οµοιόµορφη διατµητική τάση. Το στοιχείο αυτό µπορεί επίσης να χρησιµο-
ποιηθεί για την προσοµοίωση της απόκρισης και των επίπεδων ελασµάτων των 
καταστρωµάτων διότι, παρ’όλο που η διατµητική τάση δεν είναι σταθερή, η 
χρήση µιας µέσης τιµής που αντιστοιχεί σε κάθε τµήµα (στοιχείο) αποδίδει 
επαρκή ακρίβεια σε σχέση µε το κόστος χρήσης περισσότερο περίπλοκου 
στοιχείου. 

Γενικά το στοιχείο CSSR µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την προσοµοίωση 
µεγάλων τµηµάτων επίπεδων κατασκευών. Η σχετική ακρίβεια δίνεται στους 
Πίνακες 1 και 2 και συµπεραίνεται ότι το σφάλµα είναι µικρότερο από εκείνο 
του στοιχείου LSR. Στους πίνακες δίνονται συγκριτικά αποτελέσµατα για τα 
δύο στοιχεία σε σχέση µε τη λύση της θεωρίας της ελαστικότητας. Το πρό-
βληµα είναι η επίλυση του κορµού δοκού (προβόλου) υπό κάθετη σηµειακή 
φόρτιση στο ελεύθερο άκρο (Σχήµα 14).  

Από την φόρτιση αυτή προκύπτει κάµψη και διάτµηση στη δοκό, η δε γεω-
µετρία της δοκού (λόγος µήκους-πλάτους) είναι ανάλογη µε εκείνη των πλευ-
ρικών ελασµάτων πλοίου.Από τον Πίνακα 1 συµπεραίνεται ότι και µε τη 
χρήση τεσσάρων µόνο στοιχείων (m =4, n =1) το σφάλµα στις µετατοπίσεις για 
το στοιχείο CSSR είναι της τάξης µερικών ποσοστιαίων µονάδων, ενώ η λύση 
του στοιχείου LSR αποκλίνει από την αναλυτική λύση κατά 30%. Κατά τη µε-
λέτη κατασκευών οι τάσεις έχουν µεγαλύτερη σηµασία από τις µετατοπίσεις. Ο 
Πίνακας 2 περιλαµβάνει αντίστοιχα αποτελέσµατα για τις τάσεις και είναι 
προφανές ότι και σ’αυτή την περίπτωση το στοιχείο CSSR υπερτερεί. 

Τα ελάσµατα της γάστρας του πλοίου είναι κατά κανόνα ενισχυµένα, και 
πρέπει να ληφθεί υπόψη η επίδραση των ενισχυτικών στις κατανοµές των τά-
σεων και των µετατοπίσεων. Το στοιχείο CSSR έχει αποδειχθεί ιδιαίτερα χρή-
σιµο και στην περίπτωση αυτή. 
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3.4 Ορθογώνιο στοιχείο κάµψης 
 

 
 

Σχήµα 15 Ορθογώνιο στοιχείο κάµψης 
 
Όπως δείχνει το παραπάνω σχήµα, το στοιχείο αυτό διαθέτει τρεις βαθµούς 
ελευθερίας σε κάθε κόµβο. Απαιτούνται συνεπώς 12 γενικευµένες µετατοπί-
σεις α1, α2, . . . α12 στο πολυώνυµο που συντάσσεται για το βέλος κάµψης. Το 
πολυώνυµο είναι: 
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Συνεπώς, 
 
 ( ) [ ]333223221, xyyxyxyyxxyxyxyxyx =φ  
 
Υπολογίζουµε τώρα τις παραγώγους: 
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Το µητρώο συντεταγµένων των κόµβων Α υπολογίζεται τότε κάνοντας χρήση 
των σχέσεων: 
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και αντικαθιστώντας στην Aau = . Έχουµε τότε: 
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Για να υπολογισθεί το µητρώο Ε, υπενθυµίζουµε ότι κατά την µελέτη ελασµά-
των υπό κάµψη, οι καµπυλότητες και οι ροπές εκφράζονται ως γενικευµένες 
παραµορφώσεις και τάσεις αντίστοιχα. Απαιτούνται οι παρακάτω ποσότητες: 
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Έχουµε λοιπόν 
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Τα µητρώα C, Φ, Α και Ε χρησιµοποιούνται σε επόµενο στάδιο για τον υπολο-
γισµό α) του µητρώου ακαµψίας του στοιχείου, k, β) του µητρώου µάζας του 
στοιχείου και των διανυσµάτων των φορτίων. 
 
3.5 Ορθογώνιο επίπεδο στοιχείο-κέλυφος 
 

 
 

Σχήµα 16 Ορθογώνιο επίπεδο στοιχείο-κέλυφος 
 
Μπορούµε να αναπτύξουµε ένα επίπεδο στοιχείο-κέλυφος µε υπέρθεση της κα-
µπτικής συµπεριφοράς του ορθογώνιου στοιχείου-κάµψης στο ορθογώνιο 
στοιχείο επίπεδης εντατικής κατάστασης, που παρουσιάσθηκε στο προηγού-
µενο εδάφιο. Το αποτέλεσµα δείχνεται στο Σχήµα 16. Εάν τα µητρώα ακαµ-
ψίας σε κάµψη και επίπεδη εντατική κατάσταση είναι B

~K και M
~K αντίστοιχα, 

στο τοπικό σύστηµα αναφοράς, το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου-κελύφους 
είναι: 
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Στη σχέση αυτή το µητρώο S

~K  έχει διαστάσεις 20x20 ενώ τα µητρώα 

B
~K και M

~K έχουν διαστάσεις 12x12 και 8x8 αντίστοιχα. Για τη µετατροπή στο 
γενικό σύστηµα αναφοράς της κατασκευής απαιτείται ο µετασχηµατισµός 

TKTK *
S

~T
S = . 
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4. Θεωρία Mindlin ορθογώνιων ελασµάτων 
 
4.1 Εισαγωγή 
 
Στα εδάφια που ακολουθούν θα εξετασθούν ορθογώνια στοιχεία που βρίσκουν 
εκτενή εφαρµογή κατά τη µελέτη των λεπτότοιχων κατασκευών. Ευθύς αµέ-
σως θα πρέπει να τονίσουµε ότι είναι απαραίτητη η εξοικείωση µε τη θεωρία 
λεπτότοιχων  

  
 
 α) Παραδοχή Kirchhoff β) Επίδραση εγκάρσιας διάτµησης 
 

Σχήµα 17 Μετατόπιση στοιχείου 
 
κατασκευών και ειδικά µε αυτή των λεπτών ελασµάτων8, για να γίνει κατα-
νοητή η διατύπωση των αντίστοιχων πεπερασµένων στοιχείων.  

Η ανάπτυξη ορθογώνιων πεπερασµένων στοιχείων εξ’ αρχής συνάντησε δυ-
σκολίες, οι οποίες οφείλονται στη φύση των διαφορικών εξισώσεων που διέ-
πουν τη συµπεριφορά των λεπτών ελασµάτων. Η θεωρία των λεπτών ελασµά-
των βασίσθηκε στις παραδοχές που πρότεινε ο Kirchhoff το 1850 (µετά τις µε-
λέτες της Sophie Germain το 1811), σύµφωνα µε τις οποίες τα επίπεδα που 
αρχικά είναι κάθετα στο ουδέτερο επίπεδο του ελάσµατος: 

 
α) ∆ιατηρούν τη µορφή τους (δηλαδή δεν παραµορφώνονται) και  
β) Παραµένουν κάθετα στο ουδέτερο επίπεδο και µετά την επιβολή του 
 εξωτερικού φορτίου. 
 

                                                           
8 π.χ. S. Timoshenko & S. Woinowsky-Krieger Theory of Plates and Shells και S.P. Timoshenko 
& J.M. Gere Theory of Elastic Stability. Στα ελληνικά βλέπε Π.Α. Καρύδη Η Μεταλλική 
Κατασκευή του Πλοίου – Θέµατα Τοπικής Αντοχής, Αθήνα 2000 (Κεφάλαια 4, 6). 



 
Πεπερασµένα στοιχεία για τη µελέτη λεπτότοιχων κατασκευών 155 

 
 

Οι παραδοχές αυτές συνέβαλαν σηµαντικά στην απλοποίηση της διαδικασίας 
απόκτησης λύσης της διαφορικής εξίσωσης του λεπτού ελάσµατος, όταν όµως 
καλούµαστε να διατυπώσουµε τις ιδιότητες ενός αντίστοιχου πεπερασµένου 
στοιχείου, ανακύπτουν συγκεκριµένες δυσκολίες. ∆ιαπιστώθηκε, µετά από µε-
λέτες ελασµάτων κατά τις οποίες δεν είχαν εισαχθεί οι παραδοχές Kirchhoff, 
ότι πεπερασµένα στοιχεία που έχουν γενικότερη εφαρµογή (για λεπτά αλλά και 
για παχιά ελάσµατα) συµπεριφέρονται καλύτερα από αυτά που βασίζονται στη 
θεωρία λεπτότοιχων κατασκευών. Αυτό οφείλεται στο ότι πρέπει να ικανο-
ποιούνται οι απαιτήσεις σύγκλισης του στοιχείου αλλά και να είναι αυτό απο-
τελεσµατικά στο επίπεδο της εφαρµογής. Το θέµα της σύγκλισης πεπερασµέ-
νων στοιχείων εξετάζεται λεπτοµερώς στο Κεφάλαιο 12 (εδάφιο 6).  

Για να γίνει κατανοητό το πρόβληµα που ανακύπτει κατά τη χρήση στοι-
χείων λεπτών ελασµάτων, πρέπει να ανατρέξουµε στη διαφορική εξίσωση 
κάµψης λεπτών ορθογωνίων ελασµάτων (σχέση (8)) όπου:9 
 

 ( )
yx

wνDM xy ∂∂
∂

−−=
2

21  (50) 

 
 
Από πλευράς συµπεριφοράς των στοιχείων, απαιτείται συνέχεια κατά µήκος 

του συνόρου δύο γειτονικών στοιχείων. Η συνέχεια αφορά τη παραµορφωµένη 
µορφή της κατασκευής, και εξασφαλίζεται µε ισότητα µετατοπίσεων και κλί-
σεων κάθετα στο σύνορο σε όλο του το µήκος, για τα δύο στοιχεία (έστω 
πλευρά 1-2). Θα πρέπει δηλαδή οι ποσότητες w και ∂w/∂n να είναι ίσες για τα 
δύο στοιχεία. Ακολουθώντας την πρακτική που έχει περιγραφεί σε προγενέ-
στερα κεφάλαια, µπορούµε να κάνουµε χρήση των παρακάτω αναπτυγµάτων 
πολυωνυµικής µορφής: 

 
 ...xAxAAw +++= 2

321  (51) 
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+++=
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Ο αριθµός των σταθερών που χρησιµοποιείται στις παραπάνω µορφές θα 

πρέπει να επαρκεί για την πλήρη περιγραφή της µεταβολής της συγκεκριµένης 
µεταβλητής κατά µήκος του συνόρου, συναρτήσει των τιµών στους κόµβους. 
Για παράδειγµα, αν υπάρχουν µόνο δύο κόµβοι, απαιτείται πολυώνυµο τρίτου 
βαθµού για την περιγραφή της µετατόπισης w εφόσον τα w και ∂w/∂x ορίζο-

                                                           
9 Καρύδη Π.Α. op. cit, Κεφάλαιο 4. 
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νται στους δύο κόµβους. Η µεταβολή της κλίσης ∂w/∂y είναι τότε γραµµική και 
περιγράφεται µε δύο µόνο όρους. 

Η ίδια διαδικασία θα µπορούσε να γίνει και για την πλευρά του στοιχείου 
που γειτονεύει µε αυτή και µε την οποία συναντιέται στην κοινή ακµή (πλευρά 
1-3). Στη δεύτερη περίπτωση η συνέχεια προϋποθέτει την ισότητα κλίσεων 
∂w/∂x. Η κλίση αυτή εξαρτάται από κοµβικές παραµέτρους της πλευράς 1-3 
και µόνο.  

Η διαρµονική εξίσωση περιλαµβάνει τον όρο ∂ 2w/∂x∂y. Στην ακµή όµως, ο 
όρος αυτός µπορεί να υπολογισθεί είτε παραγωγίζοντας τη µεταβλητή ∂w/∂x  
που υπολογίζεται µε βάση την πλευρά (1-2) ως προς y, είτε παραγωγίζοντας τη 
µεταβλητή ∂w/∂y που υπολογίζεται µε βάση την πλευρά (1-3) ως προς x. 
Επειδή όµως οι κλίσεις εξαρτώνται µόνο από τις µεταβλητές των κόµβων της 
κάθε πλευράς, θα έχουµε: 
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Προκύπτει λοιπόν µια ασυµβατότητα, και συµπεραίνοµε ότι είναι αδύνατη 

η χρήση απλών πολυωνυµικών µορφών για τον ορισµό των συναρτήσεων 
µορφής, όταν στους κόµβους ακµών ορίζονται µόνο η µετατόπιση και οι παρά-
γωγοί της. Οι µελετητές του προβλήµατος έχουν προτείνει διάφορους τρόπους 
για να ξεπερασθεί το πρόβληµα αυτό, δεν κρίνεται όµως σκόπιµο να επεκτα-
θούµε περισσότερο στο σηµείο αυτό. 
 
4.2 Στοιχεία-ελάσµατα θεωρίας Mindlin 
 
Για να γίνει σαφής η διατύπωση των ιδιοτήτων των πεπερασµένων στοιχείων 
ορθογωνίων ελασµάτων που βασίζονται στη θεωρία Mindlin, θα παρουσιά-
σουµε πρώτα τις σχετικές εξισώσεις της αναλυτικής θεωρίας. Η βασική παρα-
δοχή της διατύπωσης κατά Mindlin είναι ότι σηµεία του ελάσµατος που βρίσκο-
νται σε ευθεία η οποία είναι κάθετη στην ουδέτερη επιφάνεια του ελάσµατος, 
συνεχίζουν να βρίσκονται σε ευθεία και µετά την επιβολή του φορτίου. Η ευθεία 
αυτή δεν απαιτείται όµως να παραµείνει κάθετη στην ουδέτερη επιφάνεια του 
ελάσµατος. Βλέπουµε λοιπόν ότι αίρεται η παραδοχή (β) που έγινε κατά την 
διατύπωση της θεωρίας Kirchhoff.  

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι µετατοπίσεις ενός σηµείου µε συντεταγµένες 
(x, y, z) κατά τη θεωρία µικρών µετατοπίσεων είναι: 

 
 ( )y,xβzu x−=  ( )y,xβzv y−=  ( )y,xww =  (53α-γ) 
 



 
Πεπερασµένα στοιχεία για τη µελέτη λεπτότοιχων κατασκευών 157 

 
 

 
 

Σχήµα 18 Η παραµόρφωση ελάσµατος µε µη-µηδενικές εγκάρσιες διατµητικές τάσεις 
 
όπου w είναι η µετατόπιση κάθετα την ουδέτερη επιφάνεια του ελάσµατος, και 
βx, βy είναι οι κλίσεις της καθέτου προς την απαραµόρφωτη ουδέτερη επιφά-
νεια του ελάσµατος στα επίπεδα Oxz και Oyz αντίστοιχα. Εάν δε ληφθούν 
υπόψη οι εγκάρσιες διατµητικές τάσεις, κατά τη θεωρία Kirchhoff, θα έχουµε: 
 

 
x
wβx ∂
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y
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=  (54α-β) 

 
Οι καµπτικές και διατµητικές παραµορφώσεις εxx, εyy και γxy µεταβάλλονται 

γραµµικά κατά το πάχος του ελάσµατος και, κάνοντας χρήση των (54α) και 
(54β), δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 
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ενώ οι εγκάρσιες διατµητικές παραµορφώσεις θεωρούνται σταθερές κατά το 
πάχος του ελάσµατος: 
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Για επίπεδη εντατική κατάσταση ισοτροπικού υλικού (σzz = 0) έχουµε: 
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Το µητρώο ακαµψίας ενός αντίστοιχου στοιχείου-ελάσµατος διατυπώνεται 
εξισώνοντας το έργο των εξωτερικών δυνάµεων µε την εσωτερική ενέργεια 
παραµόρφωσης U. Εάν το εµβαδόν της µέσης (ουδέτερης) επιφάνειας είναι Α, 
η εσωτερική ενέργεια παραµόρφωσης U δίνεται από τη σχέση: 
 

 dzdAU
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  (59) 

 
Στη σχέση αυτή ε είναι ο τανυστής των παραµορφώσεων. Οι παραµορφώσεις 
εκφράζονται συναρτήσει των µετατοπίσεων (σχέσεις (5), (7) και (8)). Ολοκλη-
ρώνοντας κατά το πάχος, λαµβάνοµε: 
 

 dAU M
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όπου MD  και κ ορίζονται από τις παρακάτω σχέσεις: 
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όπου o πρώτος όρος του γινοµένου της σχέσης (62) συνήθως συµβολίζεται µε 
το D και καλείται καµπτική ακαµψία του ελάσµατος. Γενικά ισχύει: 
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Εάν σε κάθε κόµβο ορίζονται οι τρεις βαθµοί ελευθερίας w, βx, και βy µπο-
ρούµε να χρησιµοποιήσουµε τις ίδιες συναρτήσεις µορφής Νi για την παρεµ-
βολή των ποσοτήτων αυτών από τις αντίστοιχες τιµές στους κόµβους. ∆ηλαδή, 
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ή Ndu =    (65) 
 
Από τα παραπάνω έχουµε: 
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Οι σχέσεις (17), (19) και (20) δίνουν: 
 
 Bdκ =    (68) 
 
όπου: 
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και τέλος, από τις σχέσεις (12), (21) και (22), λαµβάνουµε: 
 

 kdd TU
2
1

=  όπου ∫=
A

BDBk dAM
T  (70) 

Για ορθογώνιο έλασµα, οι συναρτήσεις µορφής Νi εκφράζονται συναρτήσει 
των x και y. Τότε dA=dxdy. Για τετράπλευρο γενικότερης µορφής χρησιµο-
ποιείται ισοπαραµετρική διατύπωση για να εκφρασθούν οι συναρτήσεις µορ-
φής, όπως περιγράφεται στο Κεφάλαιο 5 (εδάφιο 3.2). 



 
Πεπερασµένα στοιχεία για τη µελέτη λεπτότοιχων κατασκευών 161 

 
 

Τα στοιχεία τύπου Mindlin πρέπει να θεωρούνται ως µια ειδική κατηγορία 
τρισδιάστατων στοιχείων, που για λόγους οικονοµίας και αριθµητικής ευστά-
θειας δεν θα πρέπει να χρησιµοποιούνται για τη διακριτοποίηση λεπτών ελασµά-
των. 
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