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Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων.  
Βασικές έννοιες. 
 
 
1. Γενικά 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα δοθεί µία εισαγωγή στη µέθοδο των πεπερασµένων στοι-
χείων (ΜΠΣ) και στη χρήση της στην ανάλυση και το σχεδιασµό των λεπτότοιχων 
κατασκευών. Η µέθοδος αυτή αποτελεί ισχυρό εργαλείο στη µελέτη των κατα-
σκευών και βρίσκει µεγάλο αριθµό εφαρµογών. Στο πεδίο της ανάλυσης µπορεί να 
χρησιµoποιηθεί όχι µόνο στο (συµβατικό) ελαστικό πεδίο (θεωρία µικρών µετατο-
πίσεων) αλλά και για µη-γραµµικά προβλήµατα, λυγισµό, δυναµική συµπεριφορά 
κ.ά. Η µέθοδος χρησιµοποιείται γενικότερα σε προβλήµατα που επιδέχονται µεταβο-
λική διατύπωση στην µηχανική των συνεχών µέσων. 

Η σχετική βιβλιογραφία είναι εκτενέστατη, και συνεχώς αυξάνεται µε την πρό-
ταση νέων τεχνικών αλλά και εφαρµογών. Στο παρόν κείµενο η περιγραφή θα πε-
ριορισθεί στη µελέτη λεπτότοιχων κατασκευών και θα καλύψει τις βασικές αρχές 
της µεθόδου µε βάση το περιεχόµενο του Κεφ. 3 και τη θεωρία της µητρωικής άλ-
γεβρας. 

Η αρχική διατύπωση της µεθόδου έγινε µε βάση την µητρωική ανάλυση, αργό-
τερα όµως δόθηκε ευρύτερη και πιο θεµελιώδης θεωρητική βάση. Αρχικά θα θεω-
ρήσουµε την µέθοδο ως επέκταση της µητρωικής ανάλυσης στην ανάλυση των 
συνεχών µέσων (ελάσµατα, κελύφη). 

Το χαρακτηριστικό της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων είναι η χρήση δι-
διάστατων και τρισδιάστατων στοιχείων για την προσοµοίωση συνεχών µέσων. 
Μια από τις πρώτες δηµοσιεύσεις στις οποίες παρουσιάσθηκε η ιδέα αυτή είναι 
των Turner, Clough, Martin, και Topp (1956), ορισµένα όµως χαρακτηριστικά της 
είχαν ήδη περιγραφεί από τους Courant (1943), Hrenikoff (1941), McHenry (1943) 
και άλλους. Ακολούθησαν πολλές δηµοσιεύσεις, συµπεριλαµβανοµένων και αυτών 
του Αργύρη και των συνεργατών του την περίοδο 1954-60. Τα πρώτα πεπερα-
σµένα στοιχεία χρησιµοποιήθηκαν σε προβλήµατα επίπεδης εντατικής κατάστα-
σης, αργότερα όµως διατυπώθηκαν στοιχεία και για τρισδιάστατα στερεά, ελά-
σµατα υπό κάµψη, παχιά κελύφη, και άλλες µορφές κατασκευών. Μετά την καθιέ-
ρωσή τους στη γραµµική ελαστική περιοχή εφαρµόσθηκαν και σε δυσκολότερα  
προβλήµατα όπως η δυναµική συµπεριφορά, ο λυγισµός και η µη-γραµµική από-
κριση και συµπεριφορά του υλικού. Για να επιλυθούν δε προβλήµατα µε µη-γραµ-
µική συµπεριφορά του υλικού απαιτείται επαναληπτική διαδικασία.  
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Σχήµα 1 Χρήση τριγωνικών στοιχείων για τη διακριτοποίηση αµφιέρειστης δοκού υπό 
καµπτική φόρτιση 

 
Στις αρχές της δεκαετίας του 1960 αναγνωρίσθηκε ότι η µέθοδος αποτελεί συ-

γκεκριµένη µορφή της µεθόδου Ritz, και το 1964 οι Zienkiewicz και Cheung έδει-
ξαν ότι µπορεί να εφαρµοσθεί σε όλα τα προβλήµατα πεδίου που έχουν µεταβο-
λική διατύπωση. Για προβλήµατα κατασκευών υπάρχει τώρα ένας ικανός αριθµός 
προγραµµάτων γενικής χρήσης και το γεγονός αυτό σε συνάρτηση µε τις δυνατό-
τητες της µεθόδου έχει οδηγήσει στην ραγδαία εξέλιξη και χρήση της τα τελευταία 
χρόνια. 
 
 
2. Βασικές έννοιες της µεθόδου 
 
Η βασική έννοια της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων είναι, όπως και στη 
µητρωική ανάλυση, η δυνατότητα προσοµοίωσης της πραγµατικής κατασκευής µε 
συστατικά στοιχεία τα οποία συνδέονται σε ένα πεπερασµένο αριθµό κόµβων. Η 
µεθοδολογία αυτή αποτελεί φυσιολογική προσοµοίωση των πλαισίων, καθώς αυτά 
αποτελούνται από δοκούς που είναι συνδεδεµένες στα άκρα τους. Σε µία συνεχή 
όµως κατασκευή δεν υπάρχουν φυσικοί διαχωρισµοί και συνεπώς απαιτείται να 
γίνει τεχνητός διαχωρισµός σε στοιχεία, τα οποία να συνδέονται κατά µήκος των 
άκρων (πλευρών) τους. Τα τεχνητά αυτά στοιχεία, ή πεπερασµένα στοιχεία είναι 
συνήθως τετράπλευρα ή τριγωνικά και οι κόµβοι συνήθως βρίσκονται στα άκρα. 
Το Σχήµα 1 δείχνει τον κορµό δοκού υποδιαιρεµένο σε τριγωνικά στοιχεία. Για να 
γίνει χρήση µητρωικών µεθόδων απαιτείται να προσοµοιωθεί η συνεχής κατα-
σκευή µε ένα πεπερασµένο αριθµό διακριτών µεταβλητών. Οι µεταβλητές αυτές 
είναι οι µετατοπίσεις των κόµβων και σε ορισµένες περιπτώσεις και οι παράγωγοί 
τους. Εάν περιλαµβάνονται και οι παράγωγοι γίνεται λόγος για βαθµούς ελευθερίας 
αντί για µετατοπίσεις κόµβων. Οι µετατοπίσεις στο εσωτερικό των στοιχείων πρέ-
πει να είναι συµβατές µε τις µετατοπίσεις των κόµβων και όλες οι αλληλεπιδράσεις 
των στοιχείων εκφράζονται σε σχέση µε τις κοµβικές µετατοπίσεις. 

Με αυτό τον τρόπο οι µόνοι άγνωστοι είναι οι µετατοπίσεις στους κόµβους και 
το πρόβληµα µετατρέπεται από συνεχές σε διακριτό. Παρ’ όλο που µπορεί να 
υπάρχει µεγάλος αριθµός κοµβικών µετατοπίσεων ο αριθµός τους είναι πεπερα-
σµένος. Το πρόβληµα εκφράζεται τότε ως ένα σύνολο (σύστηµα) γραµµικών εξι-
σώσεων οι οποίες επιλύονται µε αριθµητικές (µητρωικές) µεθόδους. 
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Σχήµα 2 Παραµόρφωση στοιχείων 
 
Για να επιτευχθεί ακριβής λύση ενός συγκεκριµένου προβλήµατος στη διακρι-

τοποιηµένη µορφή του, θα πρέπει να ικανοποιούνται οι συνθήκες ισορροπίας και 
γεωµετρικής συµβιβαστότητας στο εσωτερικό των στοιχείων αλλά και στα σύνορά 
τους. Οι απαιτήσεις αυτές ανάγονται στην ικανοποίηση τεσσάρων συνθηκών. Ας 
θεωρηθεί, για παράδειγµα, η συµβιβαστότητα µεταξύ των στοιχείων. Σε µία συ-
νεχή κατασκευή όπως το έλασµα του Σχήµατος 2 ισχύει συνέχεια των µετατοπί-
σεων στα κοινά όρια των στοιχείων. Συνεπώς στο αριθµητικό µοντέλο (πεπερα-
σµένα στοιχεία) δεν επαρκεί να ικανοποιείται η συνθήκη της συνέχειας των µετα-
τοπίσεων στους κόµβους και µόνο. 

Εάν δηλαδή δεν διατυπωθούν περιορισµοί στις µετατοπίσεις κατά µήκος των 
ορίων των στοιχείων το θεωρητικό µοντέλο της κατασκευής θα είναι περισσότερο 
εύκαµπτο επειδή θα δηµιουργηθούν κενά, όπως δείχνει το Σχήµα 2. Ένας τρόπος 
να περιορισθεί το σφάλµα είναι να χρησιµοποιηθούν µικρότερα και περισσότερα 
στοιχεία διότι έτσι θα δηµιουργηθούν περισσότεροι κόµβοι και συνεπώς περισσό-
τερα σηµεία στα οποία θα ικανοποιείται η συµβιβαστότητα. 

Μία διακριτή προσοµοίωση δεν µπορεί όµως να αποδώσει µε απόλυτη ακρίβεια 
την συµπεριφορά ενός συνεχούς µέσου, ανεξαρτήτως του αριθµού των διακριτών 
µεταβλητών που χρησιµοποιούνται. Υπάρχει δηλαδή πάντοτε ένα σφάλµα, το οποί-
ο όµως µπορεί να περιορισθεί και να γίνει αµελητέο και τοπικό. ∆εν είναι συνεπώς 
δυνατόν να ικανοποιηθούν όλες οι προαναφερθείσες συνθήκες µε απόλυτη 
ακρίβεια, έστω και αν γίνει χρήση µεγάλου αριθµού στοιχείων. Είναι όµως δυνατό, 
µε σωστή επιλογή των ιδιοτήτων των στοιχείων και κατάλληλη διακριτοποίηση, να 
περιορισθεί το αριθµητικό σφάλµα. Ο προσδιορισµός των ιδιοτήτων των στοιχείων 



 
92  Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 
αποτελεί ένα από τα βασικότερα στάδια διατύπωσης µιας λύσης. Θα πρέπει τότε 
να γίνεται αυτό έτσι ώστε να ικανοποιούνται επαρκώς οι συνθήκες συµβιβαστότη-
τας χωρίς να χρειασθεί να γίνει χρήση υπερβολικά µικρών στοιχείων. 

Η συµπεριφορά των στοιχείων καθορίζεται από συναρτήσεις οι οποίες ορίζουν 
τον τρόπο µεταβολής των τάσεων ή των µετατοπίσεων στο εσωτερικό τους. Με 
άλλα λόγια, προκαθορίζεται ο τρόπος συµπεριφοράς των διαφόρων µεταβλητών. 
Το αποτέλεσµα είναι ότι, παρ όλο που οι συνθήκες ισορροπίας και συµβιβαστότη-
τας ικανοποιούνται µόνο στους κόµβους, η προδιαγεγραµµένη συµπεριφορά στο 
εσωτερικό κάθε στοιχείου εξασφαλίζει ότι η συµβιβαστότητα ικανοποιείται επαρ-
κώς στο εσωτερικό και στα σύνορά τους.  

Συµπεραίνεται λοιπόν ότι απαιτείται προσοχή κατά την υποδιαίρεση (διακριτο-
ποίηση) της κατασκευής, καθώς επίσης και κατά την επιλογή της συνάρτησης που 
περιγράφει τη συµπεριφορά στο εσωτερικό του κάθε στοιχείου. Θα γίνει αναφορά 
σε ορισµένα θέµατα σχετικά µε την υποδιαίρεση και σε συνέχεια, για να γίνει κα-
τανοητός ο τρόπος επιλογής της συνάρτησης εσωτερικής συµπεριφοράς θα µελε-
τηθούν ορισµένα απλά στοιχεία τα οποία είναι ευρέως διαδεδοµένα και βρίσκουν 
εφαρµογή σε προβλήµατα λεπτότοιχων κατασκευών (Κεφάλαια 4, 5 και 8). 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, η ακρίβεια της µεθόδου αυξάνεται όταν αυξάνεται ο 
αριθµός των στοιχείων, ή καλύτερα, των κόµβων. Όσο αυξάνεται όµως ο αριθµός 
των στοιχείων, τόσο αυξάνονται ο χρόνος υπολογισµού και το κόστος. 

Σε πολλές περιπτώσεις η βαθµιαία µεταβολή του µεγέθους των στοιχείων χρη-
σιµοποιείται για να αποκτηθεί ακριβέστερη εικόνα της τοπικής συµπεριφοράς (σε 
συγκεντρώσεις τάσεων, σε ανοίγµατα, κοντά στο σηµείο εφαρµογής του εξωτερι-
κού φορτίου, κλπ). Η βαθµιαία µεταβολή του µεγέθους των στοιχείων είναι ένας 
εφικτός τρόπος ελάττωσης του κόστους χωρίς να µειωθεί ακρίβεια της λύσης του 
προβλήµατος. Λόγω όµως της µεγάλης ποικιλίας κατασκευών και φορτίσεων δεν 
είναι δυνατό να δοθεί γενικός κανόνας σχετικά µε τον αριθµό ή το µέγεθος των 
στοιχείων ή τον τρόπο διακριτοποίησης που απαιτούνται για επαρκή ακρίβεια. Σε 
κάθε περίπτωση ο τρόπος διακριτοποίησης πρέπει να βασίζεται στην εµπειρία συ-
µπεριφοράς και µελέτης παρόµοιων κατασκευών. Εάν αυτό δεν είναι εφικτό πρέπει 
να επιλυθεί σειρά προβληµάτων µε διαφορετικές διακριτοποίησεις και να υπολογι-
σθεί ο βαθµός σύγκλισης στην ακριβή λύση. Με αυτό τον τρόπο διασφαλίζεται η 
ακρίβεια της λύσης για το συγκεκριµένο πρόβληµα (Σχήµα 3). 

Στο Σχήµα 4 δείχνεται ότι η εξωτερική φόρτιση παριστάνεται µε σύνολα αντί-
στοιχων σηµειακών φορτίων τα οποία εφαρµόζονται στους κόµβους των στοι-
χείων. Στην περίπτωση συγκεντρωµένων φορτίων ο προφανής τρόπος είναι να επι-
λεγεί κόµβος στο σηµείο εφαρµογής του φορτίου. Για κατανεµηµένα φορτία πρέ-
πει να επιλεγούν στατικά ισοδύναµα σηµειακά φορτία στους αντίστοιχους κόµ-
βους. Τα περισσότερα στοιχεία επίπεδης εντατικής κατάστασης δεν έχουν στρε-
πτικό βαθµό ελευθερίας και συνεπώς δεν είναι δυνατό να γίνει χρήση αντίστοιχων 
ροπών στους κόµβους.  

Αυτό δεν είναι όµως σοβαρό πρόβληµα διότι οι κόµβοι είναι αρκετά κοντά ο 
ένας στον άλλο και έτσι οι δυνάµεις στους κόµβους αποτελούν ικανοποιητική 
προσοµοίωση του κατανεµηµένου φορτίου. Για παράδειγµα, το Σχήµα 4 δείχνει  
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σηµειακό φορτίο

 
 

Σχήµα 3 Βαθµιαία ελάττωση του µεγέθους των στοιχείων 
 

10kN/m

2m

6m 0,01m

σηµειακά φορτία
5 5 5 5 5 5 5 55 55 2,52,5

 
 

Σχήµα 4 Ισοδύναµα επικόµβια φορτία 
 
τον κορµό της δοκού που θεωρήθηκε προηγουµένως, µε µήκος 6 m και κατανεµη-
µένο φορτίο 10 kN/m. Η επιλογή των ισοδύναµων φορτίων στους κόµβους είναι 
προφανής και δίνεται στο σχήµα αυτό. 
 
3. Θεµελίωση της ΜΠΣ µε τη µέθοδο των µετατοπίσεων 
 
3.1 Γενικά 
 
Ο πλέον διαδεδοµένος τρόπος διατύπωσης της µεθόδου των πεπερασµένων στοι-
χείων για γραµµικά στατικά προβλήµατα βασίζεται στη µέθοδο των µετατοπίσεων. 
Άλλοι τρόποι κάνουν χρήση της ισορροπίας δυνάµεων, ή άλλων υβριδικών ή και 
µικτών µεθόδων. Τα βασικά στάδια της µεθόδου είναι: 
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1. Η προσοµοίωση (διακριτοποίηση) της κατασκευής µε ένα σύνολο στοιχείων που 

συνδέονται σε συνοριακούς κόµβους.  
2. Ο προσδιορισµός των γενικευµένων (άγνωστων) µετατοπίσεων που θα καθορί-

σουν πλήρως την απόκριση της κατασκευής.  
3. Η διατύπωση των εξισώσεων ισορροπίας που αντιστοιχούν στις άγνωστες 

κοµβικές µετατοπίσεις και η επίλυσή τους. 
4. Ο υπολογισµός των εσωτερικών κατανοµών των τάσεων των στοιχείων, για 

δεδοµένες µετατοπίσεις στους κόµβους. 
5. Η ερµηνεία των αποτελεσµάτων της ανάλυσης, (µετατοπίσεις και τάσεις), µε 

βάση τις δεδοµένες παραδοχές του προβλήµατος. 
 

Κατά την πρακτική µελέτη της συµπεριφοράς κατασκευών, από τα πιο σηµα-
ντικά βήµατα της όλης διαδικασίας είναι η κατάλληλη διακριτοποίηση και ερµη-
νεία των αποτελεσµάτων της ανάλυσης. Για να επιτευχθεί σωστή διακριτοποίηση 
πρέπει να θεωρηθούν διάφορα µοντέλα, το οποία σταδιακά γίνονται περισσότερο 
σύνθετα. Περισσότερες πληροφορίες δίνονται στο Κεφάλαιο 8 όσον αφορά την 
πρακτική χρήση προγραµµάτων ΠΣ. 

Το γενικό µητρώο ακαµψίας που αντιστοιχεί στο σύνολο των στοιχείων της κα-
τασκευής, αποκτάται µε τη µέθοδο της άµεσης σύνθεσης των ακαµψιών, σύµφωνα 
µε την παρακάτω σχέση: 
 
 ∑=

m

m)(KK  (1) 

 
Για να αποκτηθεί το άθροισµα των ακαµψιών οι ακαµψίες των επί µέρους στοι-

χείων διατυπώνονται ως µητρώα ίδιας τάξης µε το γενικό µητρώο ακαµψίας της 
κατασκευής, στα οποία οι όροι που αντιστοιχούν µε τα υπόλοιπα στοιχεία είναι 
ίσοι µε µηδέν. 

 
Παράδειγµα 1 
 
Να συνταχθεί το µητρώο ακαµψίας της κατασκευής του σχήµατος. 

 
Σχήµα 5 Κατασκευή αποτελούµενη από τρία στοιχεία 
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Το διάνυσµα των εξωτερικών δυνάµεων είναι: 
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ενώ το διάνυσµα των µετατοπίσεων στους κόµβους είναι: 
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Λύση 
 
Η µητρωική εξίσωση ισορροπίας του στοιχείου 1 είναι: 
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Η µητρωική εξίσωση ισορροπίας του στοιχείου 2 είναι: 
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Η µητρωική εξίσωση ισορροπίας του στοιχείου 3 είναι: 
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Στον παρακάτω πίνακα δίνεται η αντιστοιχία βαθµών ελευθερίας στο τοπικό και το 
γενικό σύστηµα αναφοράς, σύµφωνα µε τα παραπάνω µητρώα. 
 
 Στοιχείο Τοπική Γενική 
  αρίθµηση αρίθµηση 
 
 (1) 1 1 
  2 2 
 (2) 1 1 
  2 3 
 (3) 1 2 

2 3 
 
Επιβάλλουµε τις εξισώσεις ισορροπίας στους κόµβους της κατασκευής. Για παρά-
δειγµα, στον κόµβο 2 θα έχουµε: 
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Σύνθεση του µητρώου ακαµψίας της κατασκευής 
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Παροµοίως και από τις συνθήκες ισορροπίας στους άλλους κόµβους. Εποµένως, 
εισάγονται οι όροι στο γενικό µητρώο ακαµψίας κατά τρόπο ώστε να υπάρχει 
αντιστοιχία µεταξύ της τοπικής και της γενικής αρίθµησης. 
 

Στοιχείο Τοπική αρίθµηση Γενική αρίθµηση Σειρά στο διάνυσµα 
µετατοπίσεων 

1'u  1'u  1 1 

1'v  

1 

1'v  2 

2'u  2'u  3 
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1'v  

1 

1'v  2 

2'u  3'u  5 

 
 

(2) 
2 

2'v  

3 

3'v  6 

1'u  2'u  3 1 

1'v  

2 

2'v  4 

1'u  3'u  5 

 
 

(3) 
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3'v  6 

 
3.2 Εξισώσεις ισορροπίας κατά τη ΜΠΣ 
 
Θεωρούµε την ισορροπία ενός τρισδιάστατου σώµατος στο οποίο ασκούνται επι-
φανειακά (κατανεµηµένα) φορτία fS, σωµατειακά (αδρανειακά) φορτία fB, και συ-
γκεντρωµένα φορτία Fi. Τα φορτία αυτά περιλαµβάνουν όλα τα εξωτερικά φορτία 
και αντιδράσεις και κατά κανόνα έχουν τρεις συνισταµένες: 
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Σχήµα 6 Στερεό σώµα υπό την επίδραση γενικευµένων φορτίων 
 

Το διάνυσµα των µετατοπίσεων του σώµατος από την αφόρτιστη κατάσταση 
συµβολίζεται µε U, όπου UT = [U V W]. Το αντίστοιχο διάνυσµα των παραµορφώ-
σεων είναι: 
 
 [ ]zxyzxyzzyyxx γγγεεεε =Τ  (9) 
 
Όπου 
 

 
Χ∂
∂

=
U

xxε  
Y
V

yy ∂
∂

=ε  
Z
W

zz ∂
∂

=ε  (10α-γ) 

 

 
X
V

Y
U

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ  
Y
W

Z
V

yz ∂
∂

+
∂
∂

=γ  
Z
U

X
W

zx ∂
∂

+
∂
∂

=γ  (11α-γ) 

  
Tο διάνυσµα των τάσεων είναι: 
 
 [ ]zxyzxyzzyyxx τττσσσ=Τσ  (12) 
 

Υποθέτουµε ότι τα εξωτερικά φορτία είναι γνωστά και ότι ζητούµενα είναι οι 
µετατοπίσεις, οι παραµορφώσεις και οι τάσεις. Για την επίλυση του προβλήµατος 
της απόκρισης του σώµατος θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τις διαφορικές 
εξισώσεις ισορροπίας οι οποίες θα έπρεπε να επιλυθούν για συγκεκριµένες οριακές 
συνθήκες και συµβιβαστότητες. Οι διαφορικές εξισώσεις αποκτώνται είτε θεωρώ-
ντας όλα τα φορτία που ασκούνται στο σώµα (άµεση µέθοδος) είτε µε τη µέθοδο 



 
Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων. Βασικές έννοιες 99 

 
 

του λογισµού µεταβολών. Μπορούµε όµως να κάνουµε χρήση και της αρχής των 
δυνατών έργων, η οποία διατυπώνεται ως εξής (Κεφάλαιο 1): 
 
Ένα σώµα ισορροπεί, όταν το συνολικό εσωτερικό δυνατό έργο ισούται µε το 
εξωτερικό δυνατό έργο για µικρές συµβιβαστές δυνατές µετατοπίσεις οι οποίες 
ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες. 

 
∆ηλαδή, 
 

 ∑∫ ∫ ∫ ++=
i

i
T

iS

V V S

T
sBTT dSdVdV FUfUfUσε  (13) 

 
Το εσωτερικό δυνατό έργο δίνεται από το αριστερό σκέλος της παραπάνω εξί-

σωσης και ισούται µε το έργο που παράγεται όταν οι τάσεις σ αντιστοιχούν σε δυ-
νατές παραµορφώσεις ε , οι οποίες οφείλονται σε εξωτερικές δυνατές µετατοπί-
σεις. 
 
 [ ]zxyzxyzzyyxx γγγεεεε =Τ  (14) 
 

Το εξωτερικό δυνατό έργο δίνεται από το δεξιό σκέλος της (13) και ισούται µε 
τα γινόµενα των πραγµατικών φορτίων fB, fS, και Fi  µε τις αντίστοιχες δυνατές 
µετατοπίσεις U, όπου: 
 [ ]WVUT =U  (15) 
 

Οι εκθέτες S και i υποδηλώνουν αντίστοιχα τις µετατοπίσεις σε κόµβους της 
επιφάνειας και τις µετατοπίσεις των σηµείων που εφαρµόζονται φορτία Fi. 

Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, κατά τη µέθοδο των πεπερασµένων στοι-
χείων ένα στερεό συνεχές σώµα αντικαθίσταται από ένα άθροισµα διακριτών πε-
περασµένων στοιχείων που συνδέονται µεταξύ τους στους συνοριακούς κόµβους. 
Υποθέτουµε ότι οι µετατοπίσεις που υπολογίζονται στο τοπικό σύστηµα αναφοράς 
(x, y, z) στο εσωτερικό κάθε στοιχείου είναι συνάρτηση των µετατοπίσεων στους Ν 
κόµβους του σώµατος. Συνεπώς για το m-οστό στοιχείο: 

   
 ( ) ÛHu ),,(,, )()( zyxzyx mm =  (16) 
 
όπου Η(m) είναι το µητρώο παρεµβολής των µετατοπίσεων, ο εκθέτης m υποδηλώνει 
το m-οστό στοιχείο και Û είναι το διάνυσµα των συνιστωσών των µετατοπίσεων 
Ui, Vi, Wi, σε όλους τους κόµβους, στο γενικό σύστηµα αναφοράς. Το µη-
τρώοÛ είναι συνεπώς διάνυσµα µε 3Ν όρους,  
 
 [ ]NNN

T WVUWVUWVU ......ˆ
222111=U  (17) 
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Συνήθως το παραπάνω διάνυσµα γράφεται ως εξής: 
 
 [ ]N

T UUUU ....ˆ
321=U  (18) 

 
Για ένα δεδοµένο στοιχείο µόνο οι µετατοπίσεις στους κόµβους που γειτονεύ-

ουν µε αυτό επηρεάζουν τις µετατοπίσεις στο εσωτερικό του. Οι παραµορφώσεις 
του m-οστού στοιχείου είναι τότε: 
 
 ( ) UBε ˆ),,(,, )()( zyxzyx mm =   (19) 
 
όπου Β(m) είναι το µητρώο συµβιβαστού των παραµορφώσεων. Τα στοιχεία του µη-
τρώου Β(m) λαµβάνονται µε παραγώγιση των όρων του µητρώου H(m) σύµφωνα µε 
τη σχέση HB ∂=)(m , όπου η ανηγµένη µορφή του µητρώου ∂Η  περιλαµβάνει τις 
παραγώγους από τις εξισώσεις συµβιβαστότητας των παραµορφώσεων και µετα-
τοπίσεων. Οι τάσεις σ(m) δίνονται από την παρακάτω σχέση: 
 
 ( ) )()()()( ),,(,, m

i
mmm zyxzyx σεΕσ +=  (20) 

 
όπου Ε(m) είναι το µητρώο ελαστικότητας του στοιχείου m και σi

(m) είναι το διάνυ-
σµα των αρχικών (προηγούµενων) τάσεων του στοιχείου. Από τη σχέση (16) είµα-
στε σε θέση να αποκτήσουµε τις µετατοπίσεις στους κόµβους. Αρχικά όµως ξανα-
γράφουµε την (13) ως άθροισµα ολοκληρωµάτων στους χώρους των στοιχείων. 
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όπου m = 1, 2, . . . k, S1

(m). . . Sq
(m) είναι οι περιοχές της επιφάνειας του σώµατος και 

k = αριθµός στοιχείων. Για τους υπολογισµούς των ολοκληρωµάτων που αντιστοι-
χούν σε κάθε στοιχείο εξυπηρετεί η χρήση τοπικών συστηµάτων αναφοράς. Εάν 
αντικαταστήσουµε στη σχέση (13) τις µετατοπίσεις, παραµορφώσεις και τάσεις 
καταλήγουµε στην παρακάτω µορφή: 
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Τα µητρώα συµβιβαστού των επιφανειακών µετατοπίσεων ΗS(m) δίνονται τώρα 
από τα µητρώα συµβιβαστού των µετατοπίσεων στο εσωτερικό των στοιχείων Η(m) 
αντικαθιστώντας τις συντεταγµένες της επιφάνειας των στοιχείων. Το διάνυσµα Fc 
περιλαµβάνει τις συγκεντρωµένες φορτίσεις στους κόµβους του σώµατος. Παρα-
τηρούµε ότι η i-οστή συνιστώσα του διανύσµατος Fc παριστάνει τη συγκεντρω-
µένη δύναµη στον κόµβο που αντιστοιχεί στην i-οστή συνιστώσα της µετατόπισης 
του Û. Τα διανύσµατα των κοµβικών µετατοπίσεων είναι ανεξάρτητα του θεωρού-
µενου στοιχείου και γι’ αυτό δεν συµπεριλαµβάνονται στην άθροιση. 

Για να λάβουµε τις εξισώσεις των αγνώστων κοµβικών µετατοπίσεων από τη 
σχέση (22) εφαρµόζουµε την αρχή των δυνατών έργων n φορές επιβάλλοντας µο-
ναδιαίες µετατοπίσεις σε όλες τις συνιστώσες του Û , σε όλους τους κόµβους. Με 
αυτό τον τρόπο έχουµε, κατά την πρώτη εφαρµογή, 
 
 1

ˆ eU =  
 
και ορίζουµε τις µετατοπίσεις µε το µητρώο U (έχουµε δηλαδή UU ≡ˆ ). Κατά τη 
δεύτερη εφαρµογή έχουµε: 
 
 2

ˆ eU =  
 
κ.ο.κ., µέχρι τη n-οστή, neU =ˆ . Ορίζουµε τότε τις άγνωστες µετατοπίσεις στους 
κόµβους ως U, δηλαδή UU ˆ= . Οι εξισώσεις ισορροπίας των µετατοπίσεων στους 
κόµβους είναι τότε: 
 
 FKU =  (23) 
 
όπου CISB FFFFF +−+=  (24) 
 

Το µητρώο ακαµψιών Κ για το σύνολο των στοιχείων δίνεται από τη σχέση: 
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Το διάνυσµα των φορτίων περιλαµβάνει τα σωµατειακά (αδρανειακά) φορτία, τα 
επιφανειακά φορτία και τις αρχικές τάσεις. 
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Τα συγκεντρωµένα φορτία είναι FC=F. Σηµειώνεται ότι, όπως φαίνεται από τις 

παραπάνω σχέσεις, τα διανύσµατα FB, FS, Fi και FC συγκροτούνται µε απευθείας 
άθροιση των αντίστοιχων διανυσµάτων για κάθε στοιχείο. 

Εάν οι δυνάµεις µεταβάλλονται στο χρόνο (δυναµικές φορτίσεις), πρέπει να συ-
µπεριληφθούν και οι αντίστοιχες αδρανειακές δυνάµεις. Χρησιµοποιώντας την 
αρχή του d’ Alembert προσθέτουµε τις αδρανειακές δυνάµεις στο µητρώο των σω-
µατειακών δυνάµεων. Εάν υποθέσουµε ότι µπορούµε να προσεγγίσουµε τις επιτα-
χύνσεις κατά τον ίδιο τρόπο µε τις µετατοπίσεις, (σχέση (9)), η συµβολή των 
αδρανειακών δυνάµεων στο διάνυσµα των φορτίων F είναι (µε αµετάθετο το σύ-
στηµα αναφοράς Οxyz), 
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όπου το διάνυσµα fB(m) δεν περιλαµβάνει πλέον αδρανειακές (σωµατειακές) δυνά-
µεις, το διάνυσµα Ü περιλαµβάνει τις επιταχύνσεις σε κάθε κόµβο και ρ(m) είναι η 
πυκνότητα του m-οστού στοιχείου. Η εξίσωση ισορροπίας γράφεται τώρα: 
 

 FKUUM =+
..

 (30) 
 
όπου τα διανύσµατα F και U εξαρτώνται πλέον από τον χρόνο. Το µητρώο Μ είναι 
το µητρώο µάζας του σώµατος: 
 
 ∑ ∑∫ ==
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Για να συµπεριληφθεί και η επίδραση της απόσβεσης προστίθενται οι αντίστοι-

χοι όροι στο διάνυσµα των σωµατειακών φορτίων FB: 
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όπου τα διανύσµατα fB(m) δεν περιλαµβάνουν πλέον όρους αδράνειας και απόσβε-
σης, το διάνυσµα U  περιλαµβάνει τις κοµβικές ταχύτητες και κ(m) είναι το διάνυ-
σµα απόσβεσης του m-οστού στοιχείου. Η εξίσωση ισορροπίας είναι τότε: 
 
 FKUUCUM =++  (33) 
 
όπου C είναι το µητρώο απόσβεσης της κατασκευής που δίνεται από τη σχέση: 
 
 ∑ ∑∫ ==

m m
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mmmm
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Επειδή στην πράξη δεν είναι εύκολη η συγκρότηση του µητρώου C από τα χα-

ρακτηριστικά απόσβεσης κάθε στοιχείου, χρησιµοποιούνται τα µητρώα µάζας και 
ακαµψίας ολόκληρης της κατασκευής σε συνδυασµό µε πειραµατικά δεδοµένα για 
το βαθµό απόσβεσης των ταλαντώσεων. 
 
3.3 Ισορροπία δυνάµεων στη ΜΠΣ 
 
Στη ΜΠΣ δεν ικανοποιούνται οι εξισώσεις ισορροπίας στη διαφορική τους µορφή, 
δηλαδή δεν ισχύουν οι συνθήκες ισορροπίας σε κάθε σηµείο του συνεχούς µέσου. 
Υπάρχουν όµως δύο βασικές συνθήκες οι οποίες ικανοποιούνται πάντοτε από τη 
λύση του προβλήµατος, ανεξάρτητα του αριθµού των στοιχείων που έχουν χρησι-
µοποιηθεί για τη διακριτοποίηση. Αυτές είναι: 
 

1. Ισορροπία των δυνάµεων που ασκούνται σε κάθε κόµβο 
2. Ισορροπία των κοµβικών δυνάµεων για κάθε στοιχείο 

 

 
  

Σχήµα 7 Ισορροπία δυνάµεων σε κόµβο πλέγµατος και στο εσωτερικό στοιχείου 
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Σε κάθε κόµβο οι εσωτερικές δυνάµεις (δηλαδή οι δυνάµεις που αντιστοιχούν 
στο εντατικό πεδίο ενός στοιχείου) ισορροπούν τις εξωτερικά ασκούµενες δυνά-
µεις, οι οποίες περιλαµβάνουν τις αδρανειακές δυνάµεις, τα συγκεντρωµένα φορ-
τία, τις επιφανειακές δυνάµεις, τις δυνάµεις λόγω παραµενουσών τάσεων και τις 
αντιδράσεις στα σηµεία στήριξης. 

Στο Σχήµα 7 δείχνονται οι δυνάµεις στο εσωτερικό στοιχείου που ισορροπούν. 
 
Παράδειγµα 2 
 
Να διατυπωθούν οι εξισώσεις ισορροπίας πεπερασµένων στοιχείων της κατα-
σκευής (δοκού) του σχήµατος. Κατά την επίλυση θεωρήσατε α) ότι η φόρτιση επι-
βάλλεται αργά σε σύγκριση µε τις ιδιοσυχνότητες ταλαντώσεων της κατασκευής,  
β) ότι η φόρτιση επιβάλλεται ραγδαία στην κατασκευή και επιφέρει δυναµική από-
κριση. Αρχικά η κατασκευή είναι σε κατάσταση ηρεµίας. 
 

z

x U1 U2 U3Y

1 cm2

9 cm2

100p(t) (N)

100 cm 80 cm
 

 
α) Γεωµετρία της δοκού (διακριτοποίηση στο γ.σ.α.) 

 

p
1

p
2

1,0

p (t),p (t)
1 2

0       1       2       3       4        5
Χρόνος  

 
 Στοιχείο 1: fx

B=p2(t) Ν/cm2 Στοιχείο 2: fx
B=p1(t) N/cm2 

 
(β) ∆ιακριτοποίηση της κατασκευής σε δύο στοιχεία-δοκούς (τ.σ.α.) 
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γ) Μεταβολή εξωτερικών φορτίων στο χρόνο 
 

Σχήµα 8 Κατασκευή και διακριτοποιηµένη µορφή της 
Λύση 
 
Η γενική διατύπωση των εξισώσεων ισορροπίας των πεπερασµένων στοιχείων πε-
ριλαµβάνει όλες τις πιθανές εντατικές καταστάσεις. Στο παράδειγµα αυτό όµως οι 
µόνες µη-µηδενικές τάσεις είναι οι παράλληλες µε τον άξονα Οy. Θεωρούµε ότι η 
δοκός υποδιαιρείται σε δύο στοιχεία-δοκούς για τα οποία οι µετατοπίσεις µετα-
βάλλονται γραµµικά µεταξύ των κόµβων. Κατά τη διατύπωση των εξισώσεων 
ισορροπίας θεωρούµε ότι η µετατόπιση στο εσωτερικό των στοιχείων µεταβάλλε-
ται γραµµικά µεταξύ των κόµβων στα άκρα τους. 

Το πρώτο βήµα συνίσταται στη συγκρότηση των µητρώων Η(m) και Β(m) για m 
=1, 2. Σε µητρωική µορφή η σχέση (16) γράφεται: 
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 (35) 

 
Εφόσον για x=0 u(1)=U1 και για x=100 u(2)=U2, η συνάρτηση παρεµβολής είναι: 

 
 ( ) ( ) )1(

21 1001001 u=+− UxUx  
 
Συνεπώς, για το διάνυσµα των µετατοπίσεων UT = [U1 U2 U3] έχουµε: 
 
 H(1)T = [(1-x/100)    x/100      0   ] (36α) 
 H(2)T = [  0           (1-x/80)    x/80] (36β) 
 
και επειδή για την προκειµένη περίπτωση , x∂∂= HB έχουµε: 
 
 Β(1) = [-1/100    1/100    0] (37α) 
 Β(2) = [0   -1/80    1/80] (37β) 
 

Τα µητρώα ελαστικότητας είναι Ε(1) =Ε, Ε(2)=Ε, όπου Ε είναι το µέτρο ελαστι-
κότητας του υλικού. Για τις ολοκληρώσεις στον όγκο των στοιχείων απαιτούνται 
τα εµβαδά των διατοµών. Έχουµε: 
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 Α(1)= 1cm2 και Α(2)=(1+x/40)2 cm2 

 
Όταν τα φορτία επιβάλλονται αργά, απαιτείται στατική ανάλυση για την οποία 

υπολογίζεται το µητρώο ακαµψίας Κ και το διάνυσµα των φορτίων F. Για το πα-
ράδειγµα αυτό: 
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και 
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Για να αποκτηθεί λύση για συγκεκριµένο χρόνο t* πρέπει να υπολογισθούν τα 

διανύσµατα FB και FC στο χρόνο αυτό. Η εξίσωση: 
 
 *** ||| tttttt ===

+= cb FFKU  (40) 
 
δίνει τις µετατοπίσεις στο χρόνο t*. Για να επιλύσουµε το δυναµικό πρόβληµα 
πρέπει να υπολογίσουµε το µητρώο µάζας της κατασκευής. Έχουµε: 
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Συνεπώς, 
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Επειδή στο παράδειγµα αυτό δεν λαµβάνεται υπόψη η απόσβεση, οι εξισώσεις 

ισορροπίας γίνονται: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )tttt CB

..

FFKUUM +=+  (43α) 
 
Οι αρχικές συνθήκες είναι: 0| 0==tU  0| 0==tU  (43β) 
 
και για να υπολογισθεί η λύση σε χρόνο t* πρέπει να γίνει ολοκλήρωση των εξισώ-
σεων κίνησης (δυναµικής ισορροπίας) στο πεδίο 0<t<t*. 
 
Παράδειγµα 3 
 
Να διατυπωθούν τα µητρώα α) ελαστικότητας E(2), β) παρεµβολής των µετατοπί-
σεων Η(2) και γ) συµβιβαστού των παραµορφώσεων Β(2) για το έλασµα-πρόβολος 
του παρακάτω σχήµατος. Επίσης να εξετασθεί η ισορροπία της κατασκευής µε 
βάση τις δυνάµεις που προκύπτουν στους κόµβους του πλέγµατος. 
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  α) Έλασµα-πρόβολος β) ∆ιακριτοποίηση της κατασκευής 

 
Σχήµα 9 Πραγµατική κατασκευή και διακριτοποιηµένη µορφή της 

 
Λύση 
 
Σηµειώνεται αρχικά ότι σε ένα πραγµατικό πρόβληµα θα γινόταν χρήση περισσο-
τέρων στοιχείων.  
 
α) Επειδή ισχύουν συνθήκες επίπεδης εντατικής κατάστασης, χρησιµοποιείται το 
µητρώο συµβιβαστού για ισοτροπικό γραµµικά ελαστικό υλικό. Έτσι, για για το 
στοιχείο 2 θα έχουµε: 
 

 ( )

( ) ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=
2100

01
01

1 2
2

ν            
         v       
               ν 

ν
EE  (44) 

 
β) Το µητρώο παρεµβολής των µετατοπίσεων για το στοιχείο 2, Η(2), ορίζεται από 
τη σχέση: 
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όπου U είναι το διάνυσµα των µετατοπίσεων στους κόµβους της κατασκευής: 
 
 UΤ = [ U1    U2    U3    …… U17     U18] (46) 
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Σχήµα 10 Στοιχείο δύο διαστάσεων µε κόµβους στα άκρα 
(τοπικό σύστηµα αναφοράς) 

 
Οι µετατοπίσεις που αφορούν στο στοιχείο 2 είναι αυτές των κόµβων 6, 3, 2 και 5. 
Για διευκόλυνση των υπολογισµών οι κόµβοι αριθµούνται όπως δείχνει το παρα-
πάνω σχήµα. Επειδή υπάρχουν τέσσερις κοµβικές µετατοπίσεις µε συνιστώσες u(x, 
y), v(x, y) η καθεµία µπορούµε να εκφράσουµε τις τοπικές µετατοπίσεις του στοι-
χείου µε τις ακόλουθες πολυωνυµικές µορφές: 
 
 ( ) xyayaxaay,xu 4321 +++=  (47α) 
 ( ) xyayaxaay,xv 8765 +++=  (47β) 
 
Οι άγνωστοι συντελεστές α1, . . . α8 καλούνται γενικευµένες συντεταγµένες1 και εκ-
φράζονται συναρτήσει των αγνώστων κοµβικών µετατοπίσεων u1, u2 . . . u4, και v1, 
v2, . . . v4. Θέτοντας: 
 
 [ ]43214321ˆ    v   v   v   v   u   u  uuT =u  (48) 
 
γράφουµε τις (47α) και (47β) σε µητρωική µορφή: 
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0    φ

Φ  [ ]   xy   x    y 1=ϕ  (50) 

                                                           
1 γενικευµένη συντεταγµένη= generalised coordinate 
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και  [ ]87654321     α     α    α    α    α    α   αaT =α  (51) 
 
Επειδή η σχέση (49) ισχύει για όλους τους κόµβους του στοιχείου, κάνοντας χρήση 
της (48) έχουµε: 
 
 Aαu =ˆ  (52) 
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Επιλύνοντας ως προς α από την (52) έχουµε: 
 
 αuA =− ˆ1  
 
Αντικαθιστώντας στη σχέση (49) λαµβάνουµε: 
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άρα, το µητρώο παρεµβολής των µετατοπίσεων δίνεται από τη σχέση: 
 
 1−ΦA=  H  (53) 
 
Το µητρώο Η ορίζεται συναρτήσει των µετατοπίσεων στους κόµβους στη (48): 
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Εάν Η(i,j) είναι το (i, j)-οστό στοιχείο του µητρώου Η, έχουµε: 
 
                              u3    v3     u2      v2     u4   v4   u1     v1 
               U1 U2  U3      U4        U5        U6       U7   U8     U9       U10       U11      U12       U13  U14  .....U18 
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0  .....    0     0      25H    21H    28H     24H     0     0     26H    22H    27H    23H    0    0

0  .....    0     0      15H    11H    18H     14H     0     0     16H     12H    17H    13H    0    02H (55) 
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γ) Το µητρώο του συµβιβαστού των παραµορφώσεων ορίζεται από τη σχέση (53). 
Για επίπεδες εντατικές καταστάσεις, οι παραµορφώσεις κάθε στοιχείου είναι: 
 
 [ ]xyyyxx

T     γ   εε=ε  (56) 
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Το µητρώο συµβιβαστού των παραµορφώσεων, Β, αποκτάται από τις σχέσεις (19) 
και (53). 
 
 =∂= HB [ ]1−∂ΦA  
 
Εφόσον τα στοιχεία του Α-1 είναι ανεξάρτητα των x και y, έχουµε: 
 
  [ ]=∂ −1ΦA [ ] =∂ −1AΦ  
  1−= GA  (58) 
 
Παραγωγίζοντας το µητρώο Φ κάνοντας χρήση των σχέσεων ∂ λαµβάνουµε: 
 

όπου G = ∂Φ = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

   y 0     1     0    x    1    0   0
x    1    0     0    0    0    0   0
0    0    0     0    y    0    1   0

 (59) 

 

και  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

+

+

y-1      y-1-   y+1-   y+1    +x1-  x-1-    x-1     1
+x1-   x-1-   x-1     +x1        0             0             0            0    

 0             0             0            0          y-1     y-1-   y+1-  1

4
1

x

y
B  (60) 

 
Το µητρώο Β(2) είναι τότε: 
 

Β(2)= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0 .   .  . 0      0     35B     31B     38B      34B      0      0       36B     32B     37B     33B     0     0
 0  .  .  0.      0      25B    21B     28B      24B     0      0       26B     22B     27B     23B     0     0

0  .  .  0.      0       15B    11B     18B      14B      0       0      16B      12B     17B     13B     0     0

 (61) 

 
Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε παραγωγίζοντας το µητρώο Η, που δίνεται 

από τη σχέση (54).  
Η λύση του προβλήµατος για P=100, E=2,07x106, ν=0,30 και t=0,1 δίνεται στο 

Σχήµα 11. Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει συνέχεια στις κατανοµές των τάσεων 
κατά µήκος των συνόρων των στοιχείων. Αναφερόµενοι στην αρίθµηση των κόµ-
βων του Σχήµατος 11 έχουµε: 
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α) Ισορροπία κόµβων 
 

 
 

Σχήµα 11 ∆υνάµεις στους κόµβους του πλέγµατος 
 
Κόµβος 1 (αντιδράσεις) Rx = 100,15 
  Ry = 41,36 
 
Κόµβος 2 (αντιδράσεις) Rx = 2,58-2,88 = -0,30 
  Ry = 16,79+5,96 = 22,74 (λόγω στρογγύλευσης) 
 
Κόµβος 3 (αντιδράσεις) Rx = -99,85 
  Ry = -22,90+22,90 = 0 
 
Κόµβος 4 
 
Οριζόντια κατεύθυνση  Rx = -42,01+42,01 = 0 
Κατακόρυφη κατεύθυνση Ry = -22,90+22,90 = 0 
 
Κόµβος 5 
 
Οριζόντια κατεύθυνση  Rx = -60,72-12,04+44,73+28,03 = 0 
Κατακόρυφη κατεύθυνση Ry = -35,24-35,04+19,10+51,18 = 0 
 
Κόµβος 6 
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Οριζόντια κατεύθυνση Rx = 57,99-57,99 = 0 
Κατακόρυφη κατεύθυνση Ry = -6,81+6,81 = 0 
 
Στους κόµβους 7, 8 και 9 ικανοποιείται η συνθήκη ισορροπίας καθώς στον κόµβο 
9 ασκείται η εξωτερική δύναµη P = 100. 
 
β) Έλεγχος ισορροπίας όλης της κατασκευής 
 
Οριζόντια κατεύθυνση  Rx = 100,15-0,30-99,85 = 0 
Κατακόρυφη κατεύθυνση Ry = 41,36+22,74+35,90-100 = 0 
 
Ισορροπία ροπών περί τον κόµβο 2 
 
 -(100)(4)+(100,15)(2)+(99,85)(2) = 0 
 
γ) Ισορροπία στοιχείου 4 
 
Οριζόντια κατεύθυνση 
 
 0 – 57,99+28,03+29,97 = 0 (λόγω στρογγύλευσης) 
 
Κατακόρυφη κατεύθυνση 
 
 -100+6,81+51,18+42,01 = 0 
 
Ροπή περί τον κόµβο 3 
 (-100)(2)+(57,99)(2)+(42,01)(2) = 0 
 
Άρα οι δυνάµεις που ασκούνται στους κόµβους του στοιχείου 4 ισορροπούν. 
 
3.4 Μετασχηµατισµός συστηµάτων αναφοράς 
 

y' y

z z'

x

x'
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Κατά τον υπολογισµό των µητρώων των στοιχείων συνήθως εξυπηρετεί η χρήση 
τοπικών συστηµάτων αναφοράς (τ.σ.α.). Η συγκρότηση των µητρώων στο γενικό 
σύστηµα αναφοράς (γ.σ.α.) µπορεί να επιτευχθεί µε τον προσδιορισµό των βαθµών 
ελευθερίας για τους οποίους αντιστοιχούν βαθµοί ελευθερίας και στα τοπικά συ-
στήµατα αναφοράς. Εάν εξετάσουµε τα µητρώα (για παράδειγµα τα Η, Β), στο 
γενικό σύστηµα αναφοράς παρατηρούµε πως µόνο τα στοιχεία για τα οποία υπάρ-
χουν αντίστοιχα και στο τοπικό σύστηµα αναφοράς είναι µη-µηδενικά. Συνεπώς, 
εάν το ανηγµένο µητρώο u  περιλαµβάνει µόνο τους µη-µηδενικούς βαθµούς 
ελευθερίας, θα έχουµε: 
 
 uH=u  (62) 
 
και uBε =  (63) 
 

Στο τοπικό σύστηµα αναφοράς ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
 
 ∫=

V

dV EBBK T  (64) 

 ∫=
V

dVρ  HHM T  (65) 

 ∫=
V

bdVfHF T
b  (66) 

 ∫=
V

sdSfHF
Ts

s  (67) 

 ∫=
V

idVσBF T
i  (68) 

 
Eάν το γ.σ.α. δε συµπίπτει µε το τ.σ.α. τότε το διάνυσµα των µετατοπίσεων στο 

εσωτερικό του στοιχείου δίνεται από τη σχέση: 
 
 ûHu =  (69) 

 
όπου οι συνιστώσες του διανύσµατος u εκφράζονται ως προς το τ.σ.α. Oxyz. Αντι-
στοίχως, ισχύουν οι σχέσεις: 
 
  uBε ˆ=  (70) 
 
Το µητρώο µετασχηµατισµού Τ µετασχηµατίζει τους βαθµούς ελευθερίας û  (στο 
γ.σ.α.) στους βαθµούς ελευθερίας u~ (στο τ.σ.α.) και αντιστοιχεί σε µετασχηµατι-
σµό τανυστή πρώτου βαθµού. Οι όροι κάθε στήλης j του Τ είναι τα συνηµίτονα 
διεύθυνσης µοναδιαίου µητρώου που αντιστοιχεί στον j-οστό βαθµό ελευθερίας 
του û  όταν υπολογίζεται στις διευθύνσεις των u~  βαθµών ελευθερίας. Εποµένως, 
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 uHu ~=  uTu =~   (71α-β) 
 
Αντικαθιστώντας τη σχέση (71β) στην (71α), έχουµε: 
 
 T H=H ~   (72) 
 
Εάν χρησιµοποιήσουµε τότε το σύµβολο (~) για να υποδηλώσουµε µητρώα που 
αντιστοιχούν στους βαθµούς ελευθερίας u~ , λαµβάνουµε από την (72) και τις (64-
68): 
 
 TKT=K T ~  (73) 
 TMT=M T ~  (74) 
 b

T
b FTF ~
=  (75) 

 s
T

s FTF ~
=  (76) 

 i
T

i FTF ~
=   (77) 

 
όπου το σύµβολο (~) ορίζει ότι τα µητρώα K~ , M~ κλπ. αντιστοιχούν στο τ.σ.α. 
Τέλος, ας σηµειωθεί ότι οι µετασχηµατισµοί (73)-(77) χρησιµοποιούνται και όταν 
επιβάλλονται µετατοπίσεις στα σύνορα της κατασκευής οι οποίες δεν αντιστοιχούν 
στους β.ε. του γ.σ.α. της κατασκευής. 
 
Παράδειγµα 4 
 
Να υπολογισθεί το µητρώο παρεµβολής των µετατοπίσεων Η του στοιχείου-ρά-
βδου του παρακάτω σχήµατος. 
 

Y

X

v2v2

u2

u2

2

u1

v1

v1
~

~

~~

L/2

L/2

v(x) u(x)

u1
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Σχήµα 13 Στοιχείο-ράβδος (σε γ.σ.α.) 
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Λύση 
 
Έχουµε: 
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Συνεπώς, 
 

( ) ( )
( ) ( )   
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Σηµειώνεται ότι για τη σύνταξη του µητρώου του συµβιβαστού των παραµορ-

φώσεων Β (γραµµική ανάλυση) απαιτείται µόνο ο πρώτος όρος του µητρώου Η, 
εφόσον η σχέση συµβιβαστού που χρησιµοποιείται είναι η xuxx ∂∂ε /= . 
 
3.5 Επιβολή οριακών συνθηκών 
 
3.5.1 Γενικά 
 
Εάν υποθέσουµε ότι το σώµα που απεικονίζεται στο Σχήµα 6 φέρει φορτία τα 
οποία δεν ισορροπούν, το σώµα θα φέρει µία συνιστώσα φόρτιση. Αν το σώµα δε 
στηρίζεται επαρκώς, θα προκύψουν γενικευµένες επιταχύνσεις στο χώρο. Θα 
έχουµε δηλαδή κίνηση άκαµπτου σώµατος και δεν θα αναπτυχθούν εσωτερικά 
εντατικά πεδία µετατοπίσεων και τάσεων. 

Το µαθηµατικό ανάλογο αυτής της κατάστασης είναι η ύπαρξη µοναδιαίου µη-
τρώου ακαµψίας Κ. Για να επιλυθεί λοιπόν το στατικό πρόβληµα θα πρέπει να επι-
βληθούν κατάλληλες συνοριακές συνθήκες έτσι ώστε να αποφευχθεί η κίνηση 
άκαµπτου σώµατος. Στη ΜΠΣ οι οριακές συνθήκες επιβάλλονται ως προκαθορι-
σµένες µετατοπίσεις (ή και περιστροφές) που αντιστοιχούν στις αναγκαίες (γεωµε-
τρικές) οριακές συνθήκες. Όπως θα δειχθεί στο επόµενο κεφάλαιο, (µέθοδος των 
µεταβολών) οι φυσικές οριακές συνθήκες προκύπτουν από τη λύση του προβλήµα-
τος. 
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Όταν η συνιστώσα µιας µετατόπισης σε κάποιο κόµβο τεθεί ίση µε το µηδέν, 
τότε το γινόµενο της συνιστώσας αυτής µε την αντίστοιχη στήλη του µητρώου Κ 
θα είναι πάντοτε ίσο µε το µηδέν. Η επιβολή λοιπόν αυτής της οριακής συνθήκης 
αντιστοιχεί µε την αφαίρεση αυτού του βαθµού ελευθερίας από τα µητρώα των µετα-
τοπίσεων και ακαµψίας της κατασκευής. Η διαδικασία αυτή οδηγεί στην ύπαρξη 
µίας εξίσωσης ισορροπίας περισσότερο από τον αριθµό των αγνώστων µετατοπί-
σεων. Επειδή οι εξισώσεις ισορροπίας είναι συµβατές µεταξύ τους, επιτρέπεται η 
απαλοιφή µίας οποιασδήποτε εξίσωσης. Έτσι και αλλιώς, το εξωτερικό φορτίο 
στον βαθµό ελευθερίας που περιορίζεται δεν επηρεάζει τη συµπεριφορά της κατα-
σκευής διότι το φορτίο µεταβιβάζεται απευθείας στη στήριξη του κόµβου. Συνε-
πώς εξυπηρετεί να γίνει απαλοιφή της σειράς του µητρώου Κ που περιλαµβάνει 
αυτό τον βαθµό ελευθερίας. Η διαδικασία αυτή οδηγεί σε ένα τετράγωνο µητρώο 
ακαµψίας του οποίου η τάξη έχει ελαττωθεί κατά µία µονάδα. 

Αφού επιβληθεί επαρκής αριθµός περιορισµών για να αποφευχθεί η κίνηση 
άκαµπτου σώµατος, το ανηγµένο µητρώο ακαµψίας Κr αντιστρέφεται για να απο-
κτηθεί το ανηγµένο µητρώο µετατοπίσεων Ur, συναρτήσει των ανηγµένων φορ-
τίων fr. ∆ηλαδή, 
 
 fr = KrUr     (81) 
 
άρα, Ur = Kr

 -1fr (82) 
 

Όταν το µητρώο ακαµψίας Κ περιλαµβάνει πολλούς βαθµούς ελευθερίας, αντί 
να αφαιρούνται σταδιακά οι µηδενικοί βαθµοί ελευθερίας εξυπηρετεί η αντικατά-
στασή τους µε µηδέν και µονάδα στην κύρια διαγώνιο. Η ίδια διαδικασία ακολου-
θείται για τα διανύσµατα των φορτίων και µετατοπίσεων. Η εξίσωση ισορροπίας 
της κατασκευής , fr = KrUr γίνεται τότε: 
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ή, fm = KmUm  
 

άρα, Um = Km -1fm  όπου, ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−
−
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K
1

r1
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Η εξίσωση ισορροπίας (23) διατυπώνεται σε διαχωρισµένη µορφή έτσι ώστε να 
αποκτηθούν οι άγνωστες µετατοπίσεις Ua: 
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όπου Ub είναι οι γνωστές ή επιβεβληµένες, µετατοπίσεις. Επιλύνοντας τότε ως 
προς Ua, έχουµε: 
 
 babaaaa UKFUK −=   (85) 
 
Παρατηρούµε ότι απαιτείται να συγκροτηθεί µόνο το µητρώο ακαµψίας της κατα-
σκευής που αντιστοιχεί στους άγνωστους βαθµούς ελευθερίας Ua. Το διάνυσµα 
των φορτίων Fa θα πρέπει τώρα να συµπεριλάβει την επίδραση των µη-µηδενικών 
µετατοπίσεων. Οι αντιδράσεις µπορούν τώρα να υπολογισθούν γράφοντας κατ’ 
αρχή: 
 
 r

b
C

b
I

b
S

b
Bb RFFFFF ++−+=  (86) 

 
όπου b

C
b

I
b

S
b

B FFFF ,,, είναι οι γνωστές, εξωτερικά επιβαλλόµενες (σηµειακές) φορτί-
σεις και Rr είναι οι άγνωστες αντιδράσεις. Από την (86) και τη δεύτερη σειρά εξι-
σώσεων της (84) λαµβάνουµε: 
 
 b

C
b

I
b

S
b

Bbbbabar FFFFUKUKR −+−−+=  (87) 
 
Οι τέσσερις τελευταίοι όροι συνιστούν διόρθωση λόγω γνωστών εσωτερικών και 
επιφανειακών φορτίσεων που ασκούνται στους κόµβους. 
 
Παράδειγµα 5 
 
Το τµήµα δικτύου σωληνώσεων που δείχνεται στο Σχήµα 12 παραλαµβάνει ένα 
τυχαίο, µεγάλο εγκάρσιο φορτίο σε µια συγκεκριµένη σύνδεσή του. Να επιλυθεί η 
κατασκευή µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων και να υπολογισθούν οι 
µετατοπίσεις και οι αντιδράσεις στους κόµβους της διακριτοποιηµένης, ιδεατής 
κατασκευής. 
 
Λύση 
 
Η µελέτη µιας τέτοιας κατασκευής µπορεί να γίνει σε διάφορα επίπεδα πολυπλο-
κότητας, που να λαµβάνουν υπόψη τη µη-γραµµική συµπεριφορά υλικού (πλαστι-
κότητα) και γεωµετρίας (µεγάλες µετατοπίσεις), την ακριβή επιβολή του φορτίου 
(έκταση φόρτισης), κλπ. Σε πρώτο στάδιο φρόνιµο είναι να ξεκινούµε µε µια απλή 
ανάλυση και να εισάγουµε πιο ακριβή στοιχεία εφόσον αυτό απαιτείται. 

Θεωρούµε ότι η εξωτερική φόρτιση εφαρµόζεται έτσι ώστε µια στατική ανά-
λυση είναι επαρκής (αµελητέες επιταχύνσεις). Η διακριτοποιηµένη µορφή αποτε-
λείται από δύο στοιχεία-δοκούς, ένα στοιχείο-ράβδος και ένα στοιχείο-ελατήριο. 
Υπολογίζουµε πρώτα τα µητρώα ακαµψίας του κάθε στοιχείου. Έχουµε: 
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(α) ∆ιάταξη κατασκευής 
 

 
 (β) ∆ιακριτοποίηση κατασκευής 

 

 
 

 ΕΙ = 107 L = 100 P = 1,0 p = 0,01 
 

(γ) Ανάλυση προβόλου 
 

Σχήµα 14 ∆ιάταξη δικτύου σωληνώσεων 
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U6:  s

e k=3Κ  (88γ) 
 

U5, U7: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

22
22

4 L
EAeK  (88δ) 

 
Παρατηρούµε ότι το τ.σ.α. συµπίπτει µε το γ.σ.α. και έτσι δεν απαιτείται να γί-

νουν µετασχηµατισµοί σε κάθε περίπτωση. Για να συγκροτηθεί το µητρώο ακαµ-
ψίας της συνολικής κατασκευής εφαρµόζεται η µέθοδος της άµεσης σύνθεσης των 
ακαµψιών (σχέση (1)).  

Έχουµε τότε, για παράδειγµα, το διευρυµένο µητρώο που περιλαµβάνει την 
ακαµψία του στοιχείου 4: 
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Ενώ το µητρώο ακαµψίας της κατασκευής γράφεται τότε: 
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Η εξίσωση ισορροπίας της κατασκευής είναι: 
 
 FKU =   (91) 
 

Σε τρίτο στάδιο απαιτείται η επιβολή των οριακών συνθηκών U1 = 0, U7 = 0. 
Έτσι αποκτιέται µία εξίσωση ισορροπίας ανηγµένων όρων που περιέχει 5 αντί των 
7 αγνώστων. Το ανηγµένο µητρώο ακαµψίας αποκτιέται αφαιρώντας την πρώτη 
και την έβδοµη σειρά και στήλη του αρχικού µητρώου.  

Για να υπολογίσουµε τις αντιδράσεις και τις µετατοπίσεις στους κόµβους του 
προβόλου που δείχνεται στο Σχήµα 12β, θεωρούµε τον πρόβολο ως αποτελούµενο 
από τα δύο στοιχεία-δοκούς. 

Κάνοντας χρήση των µητρώων ακαµψίας των στοιχείων 1 και 2 έχουµε: 
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Έχουµε Ub

T=[U5  U6] και Ub = 0. Από τη σχέση (85) λαµβάνουµε για ΕΙ = 107, 
L = 100 P = 1,0 και p = 0,01 
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και κάνοντας χρήση της (87), έχουµε: 
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3.5.2 Λοξή στήριξη2 
 
Σε πολλές εφαρµογές, εκτός από τις εξωτερικές δυνάµεις επιβάλλονται και προκα-
θορισµένες (µη-µηδενικές) µετατοπίσεις ή και περιστροφές. Οι µετατοπίσεις αυτές, 
µαζί µε τις αντίστοιχες µηδενικές µετατοπίσεις (ή και περιστροφές) που απαιτού-
νται για τη στήριξη της κατασκευής, επιβάλλονται από το πρόγραµµα ΠΣ κάνο-
ντας χρήση των τοπικών βαθµών ελευθερίας. (Βέβαια, ο χρήστης ορίζει τις µετα-
τοπίσεις αυτές µε βάση τους γενικούς βαθµούς ελευθερίας). 

Συµβολίζουµε τους τοπικούς βαθµούς ελευθερίας στο γ.σ.α. για το στοιχείο (m) 
µε το διάνυσµα ŭ και µε ũ το αντίστοιχο διάνυσµα στο τ.σ.α. Εποµένως ισχύει ο 
µετασχηµατισµός ũ = Τŭ. Σε πολλές περιπτώσεις είναι ανάγκη να ορισθούν οι µε-
τατοπίσεις ως προς ένα σύστηµα αναφοράς διαφορετικό του γ.σ.α. και του τ.σ.α. 
το οποίο επιλέγει ο χρήστης. 

 
 

Σχήµα 15 Κατασκευή µε λοξή στήριξη 
 

Το Σχήµα 15 απεικονίζει µια τέτοια περίπτωση για το στοιχείο (m) το οποίο 
αποτελεί τµήµα µιας κατασκευής. Παρατηρούµε ότι στον κόµβο 2 η συνιστώσα ŭ2  
είναι µηδενική λόγω της συγκεκριµένης άρθρωσης επίσης δε ότι η γωνία β ορίζει 

                                                           
2 λοξή στήριξη = skew support (boundary condition) 
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το σύστηµα αναφοράς που πρέπει να χρησιµοποιηθεί για να ορισθεί η συνοριακή 
αυτή συνθήκη. Ο µετασχηµατισµός µεταξύ του γ.σ.α. και του παραπάνω συστήµα-
τος αναφοράς γίνεται κάνοντας χρήση ενός µητρώου περιστροφών, όπως το Q που 
περιλαµβάνεται στο προηγούµενο σχήµα. 

Οι ζητούµενοι βαθµοί ελευθερίας περιλαµβάνουν τώρα τη συνιστώσα 2u  (εφό-
σον 02 =v ), και εποµένως, για το στοιχείο m, ισχύει ο µετασχηµατισµός: 
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 (95) 

 
και παροµοίως για το διάνυσµα που περιλαµβάνει όλους τους βαθµούς ελευθερίας 
της κατασκευής, U .  
 
 UTU =  (96) 
 
Η σχέση (52) χρησιµοποιείται στην αρχή των δυνατών έργων για τον προσδιορι-
σµό των εξισώσεων της ΜΠΣ, δηλαδή, 
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όπου το F περιλαµβάνει όλες τις εξωτερικές δυνάµεις. Άρα, γράφοντας την αντί-
στοιχη σχέση µε την (96) για τις δυνατές µετατοπίσεις έχουµε: 
 
 UTU =  (98)

   
και αντικαθιστώντας από την (98) και (96) στην (97) βρίσκουµε: 
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οπότε λαµβάνουµε τις εξής εξισώσεις για τις κοµβικές µετατοπίσεις: 
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 FTUTKT T=T  
 
άρα, FUK =  (100) 
 
δηλαδή οι εξισώσεις επιλύονται µε αγνώστους τις µετατοπίσεις στα συστήµατα 
αναφοράς που απαιτούνται για να επιβληθούν οι οριακές συνθήκες. 

Έστω ότι τώρα το διάνυσµα των βαθµών ελευθερίας της κατασκευής Ŭ, διαχω-
ρίζεται σε προκαθορισµένους (µηδενικούς και µη-µηδενικούς) βαθµούς ελευθερίας 
και σε άγνωστους βαθµούς ελευθερίας, Ŭb και Ŭa αντίστοιχα. Το σύστηµα των 
εξισώσεων (99) γράφεται τώρα ως εξής: 
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όπου aF  είναι το διάνυσµα των εξωτερικών φορτίων και bR  είναι το διάνυσµα 
των αντιδράσεων στους προκαθορισµένους βαθµούς ελευθερίας από τις σχέσεις 
(100) επιλύνουµε ως προς το Ŭa. 
 
 bUKFUK abaaaa −=  (102) 
 
Άρα, για τον υπολογισµό των άγνωστων βαθµών ελευθερίας συνθέτουµε µόνο το 
µητρώο ακαµψίας που αντιστοιχεί στο Ŭa. Το διάνυσµα των φορτίων περιλαµβάνει 
όµως τώρα και την επίδραση των προκαθορισµένων µετατοπίσεων (εκτός εάν Ŭb ≡ 
0). Από τις σχέσεις (101) και (102) υπολογίζονται σε συνέχεια οι αντιδράσεις Rb. 
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