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Η µητρωική µέθοδος µελέτης των κατασκευών 
 
 
 
1. ∆ιακριτοποίηση της κατασκευής 
 
Ένα σηµαντικό βήµα κατά την ανάλυση κατασκευών µε µητρωικές µεθόδους είναι 
η απόκτηση ενός διακριτού µαθηµατικού µοντέλου που αναπαριστά σε ικανοποιη-
τικό βαθµό τα κυριότερα χαρακτηριστικά της συµπεριφοράς της πραγµατικής, συ-
νεχούς κατασκευής. Σε ένα τέτοιο µοντέλο τα στοιχεία συνδέονται µεταξύ τους σε 
ένα πεπερασµένο αριθµό κόµβων. H καινοτοµία αυτή απαιτείται για να αποκτηθεί 
ένα σύστηµα µε πεπερασµένο αριθµό βαθµών ελευθερίας το οποίο µπορούµε να 
χειρισθούµε µε µεθόδους της µητρωικής άλγεβρας. Το 1827, ο Νavier έδειξε ότι εάν 
οι κοµβικές µετατοπίσεις θεωρηθούν ως οι άγνωστες µεταβλητές, υφίσταται ένας 
αντίστοιχος αριθµός εξισώσεων ισορροπίας, και συνεπώς είναι δυνατό να αποκτηθεί 
λύση στο πρόβληµα. 

Το βασικό βήµα στη διατύπωση µοντέλων στατικών ή δυναµικών προβληµάτων 
βασίζεται στην εξίσωση της εσωτερικής ενέργειας παραµόρφωσης και του 
δυναµικού των εξωτερικών φορτίσεων και της κινητικής ενέργειας συνεχών ή δια-
κριτών συστηµάτων. Κατασκευές που αποτελούνται από αµφιέρειστες δοκούς και 
άκαµπτα πλαίσια διακριτοποιούνται εύκολα και επιτυγχάνεται ακριβής αναπαρά-
σταση της στατικής συµπεριφοράς τους1. Εάν η κατασκευή δεν αποτελείται από 
διακριτά στοιχεία που να συνδέονται µεταξύ τους σε ένα πεπερασµένο αριθµό 
κόµβων δεν είναι δυνατό να γίνει ακριβής περιγραφή της συµπεριφοράς. 
 
Η µητρωική εξίσωση ισορροπίας µιας κατασκευής 
 
Θεωρούµε µία γραµµική ελαστική κατασκευή που στηρίζεται σε κάποια σηµεία και 
στην οποία ασκούνται δυνάµεις F1, F2,. . . Fn στους κόµβους της. Στους κόµβους 
που ασκούνται οι δυνάµεις Fi αντιστοιχούν µετατοπίσεις U (U1, U2, . . . , Un). Από 
την αρχή της επαλληλίας, γνωρίζουµε ότι για µικρές µετατοπίσεις, η συνολική 
µετατόπιση στον i-οστό κόµβο, Ui ισούται µε το άθροισµα των µετατοπίσεων στον 
κόµβο αυτό που οφείλονται σε κάθε µία δύναµη ξεχωριστά. 
 
 

niFiFiFi ... UUUU +++=
21

 (1) 
 

                                                           
1 όχι όµως και της δυναµικής 
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Σχήµα 1 Κατασκευή τριών βαθµών ελευθερίας 
 
Έστω η κατασκευή του Σχήµατος 1, που είναι σύστηµα τριών ελατηρίων µε τρεις 
εξωτερικές δυνάµεις. Οι µετατοπίσεις στα σηµεία 1, 2 και 3 της κατασκευής του 
παραπάνω σχήµατος δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 
 
 U U U UF F F1 1 1 11 2 3

= + +  (2α) 
 U U U UF F F2 2 2 21 2 3

= + +  (2β) 
 U U U UF F F3 3 3 31 2 3

= + +  (2γ) 
 
 
Για να υπολογισθεί το UiFj ορίζουµε συντελεστές ευκαµψίας Cij,2 οι οποίοι εκφρά-
ζουν την επίδραση κάθε µίας δύναµης ξεχωριστά στη µετατόπιση του συγκεκριµέ-
νου κόµβου. Έτσι έχουµε: 
 
 jijiF FCU

j
=  (3) 

 
και γενικά, 
 
 U C F C F C Fn n1 11 1 12 2 1= + + +...   
 U C F C F C Fn n2 21 1 22 2 2= + + +...  
  . 
  . (4) 
  . 
 
 nnnnnn FCFCFCU +++= ...2211  
 
Σε µητρωική µορφή, 
 
 U = CF (5) 
 
όπου [ ]n21

T U .  .  . U  U=U  (6) 
 
                                                           
2 συντελεστής ευκαµψίας= flexibility coefficient 
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 [ ]n21  .  .  . F  FF=TF  (7) 
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Το µητρώο C καλείται µητρώο ευκαµψίας της κατασκευής. Η σχέση  UiFj = CijFj 

ή γενικότερα η αντίστοιχη µητρωική σχέση (5) συνιστούν τη βασική εξίσωση της 
µεθόδου των δυνάµεων κατά την οποία οι µετατοπίσεις U εκφράζονται συναρτήσει 
των δυνάµεων F. 

Το πρόβληµα µπορεί να τεθεί και αντιστρόφως. ∆ηλαδή, για δεδοµένες µετατο-
πίσεις U1, U2, . . Un ποια θα είναι τα φορτία που πρέπει να επιβληθούν στην κατα-
σκευή; κάνοντας πάλι χρήση της αρχής της επαλληλίας, λέµε ότι το φορτίο Fi 
ισούται µε το άθροισµα των φορτίων FiUj που αντιστοιχούν σε µετατοπίσεις Uj. 
 
 

niUiUiUiUi FFFFF +...+++=
321

 (9) 
 

Ορίζουµε τώρα τον συντελεστή ακαµψίας3 kij ως ίσο µε τη δύναµη που ασκείται 
στον i-οστό κόµβο στην διεύθυνση Ui  όταν η κατασκευή υποστεί µοναδιαία µετα-
τόπιση στον j-οστό κόµβο στην διεύθυνση Uj  και όταν οι υπόλοιποι κόµβοι παρα-
µένουν αµετάθετοι. ∆ηλαδή, 
 
 jijiU UkF

j
=  (10) 

 
Το σύστηµα των εξισώσεων ισορροπίας γράφεται τώρα ως εξής: 
 

 nnUk...UkUkF 12121111   +++=  
 

 nnUk...UkUkF 22221212   +++=  
 . . 
  . . (11) 
  . . 
 

 nnnnnn Uk...UkUkF +++=   2211  
 

                                                           
3 συντελεστής ακαµψίας = stiffness coefficient 
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ή F = KU (13) 
 
όπου Κ είναι το µητρώο ακαµψιών της κατασκευής και το οποίο είναι προφανώς 
τετράγωνο. Η παραπάνω σχέση συνιστά την θεµελιώδη εξίσωση της µεθόδου των 
µετατοπίσεων της µητρωικής µεθόδου ανάλυσης των κατασκευών. Συγκρίνοντας τις 
σχέσεις (4) και (12) έχουµε: 
 
 F= FCC=UC 11 −−  
 
από την (12), 
 
 UC=F=KU 1  
 
Άρα, 
 
 1C=K -  (14) 
 
δηλαδή τα µητρώα ευκαµψίας και ακαµψίας είναι το ένα αντίστροφο του άλλου. 

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν γίνεται χρήση στοιχείων µε γραµµική ελα-
στική συµπεριφορά (ελατήρια) τα οποία αποτελούν µία πρώτη προσέγγιση στην 
απόκριση κατασκευαστικών στοιχείων. Η απόκριση ελαστικής δοκού µπορεί να 
αναπαρασταθεί µε ένα τέτοιο µοντέλο. 
 
Παράδειγµα 1. Να υπολογισθούν τα µητρώα ακαµψίας και ευκαµψίας της κατα-
σκευής του σχήµατος. 
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Σχήµα 2 Ελαστικό ελατήριο µε µία κύλιση 
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Λύση 
 
Από το Σχήµα 2 παρατηρούµε ότι F2 = kU2 
 
Άρα  U2=F2/k  
 
Στην περίπτωση αυτή  
 
 Κ=k  και C=1/k 
 
Παράδειγµα 2. Να υπολογισθεί το µητρώο ακαµψίας ελαστικού ελατηρίου µε κύ-
λιση στα δύο άκρα. 
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Σχήµα 3 Ελαστικό ελατήριο µε δύο κυλίσεις 
 
Λύση 
 
Το ελατήριο του προηγούµενου παραδείγµατος αναφέρεται σε ένα µεµονωµένο 
στοιχείο. Εάν όµως το ελατήριο αποτελεί τµήµα µιας πιο σύνθετης κατασκευής, 
τότε θα προκύψει κύλιση και στα δύο άκρα. Άρα θα πρέπει να ληφθούν υπόψη οι 
µετατοπίσεις και στους δύο ακραίους κόµβους, όπως δείχνει το παραπάνω σχήµα. 
Τα διανύσµατα των εξωτερικών δυνάµεων και των µετατοπίσεων είναι τότε: 
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Το µητρώο ακαµψίας είναι συνεπώς 2x2 και η µητρωική εξίσωση ισορροπίας 

γράφεται ως εξής: 
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Στην παραπάνω σχέση οι όροι του µητρώου ακαµψίας παραµένουν απροσδιό-

ριστοι. Οι όροι αυτοί υπολογίζονται εάν επιτραπεί στην κατασκευή να  
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(α) Μετατόπιση στο άκρο 2 

 

21’1

k

F2F1

U =02U1

 
(α) Μετατόπιση στο άκρο 1 
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(γ) Μετατοπίσεις στα δύο άκρα 
 

Σχήµα 4 Ελατήριο µε κυλίσεις στο κάθε ένα άκρο και στα δύο άκρα 
 
παραµορφωθεί κατά κάθε ένα βαθµό ελευθερίας ξεχωριστά. Στη συγκεκριµένη 
περίπτωση έχουµε δύο βαθµούς ελευθερίας, τους U1 και U2. Θεωρούµε λοιπόν ότι 
αρχικά µετατοπίζεται ο κόµβος 1 ενώ ο κόµβος 2 παραµένει αµετάθετος. Η 
περίπτωση αυτή είναι ανάλογη του προηγούµενου παραδείγµατος. Άρα, F1=kU1 
όπου U1 είναι η µετατόπιση στο άκρο 1. Για να ισορροπήσει το ελατήριο πρέπει 
F1+F2=0 και F2 = -F1 = -kU1.  

Οι τρεις περιπτώσεις παραµόρφωσης του ελατηρίου περιγράφονται σχηµατικά 
στο Σχήµα 4. Για την περίπτωση (α) έχουµε: 
 

 122 FkUF −==  
 

Στην τελευταία περίπτωση χρησιµοποιούµε την αρχή της επαλληλίας για να 
προσδιορίσουµε τη σχέση µεταξύ των δυνάµεων F1 και F2 και των µετατοπίσεων U1 
και U2. Η συνολική δύναµη που ασκείται στον κόµβο 1 είναι: 

 
 βα FFF 111 +=  
 
ενώ η συνολική δύναµη που ασκείται στον κόµβο 2 είναι:   
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 βα FFF 222 +=   
 
όπου οι δείκτες α και β αντιστοιχούν στις ανωτέρω περιπτώσεις (α) και (β). Έχουµε: 
 

 211 kUkUF −=  
 

 212 kUkUF +−=  
 
Οι σχέσεις αυτές γράφονται και σε µητρωική µορφή και ως εξής: 
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Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου ελατηρίου είναι λοιπόν, 
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Παρατηρούµε ότι: 

 
α) Tο µητρώο Κ είναι συµµετρικό, εφόσον ισχύει η αρχή Βetti-Maxwell και 
β) Tο µητρώο Κ είναι µοναδιαίο, (δηλ. detK=0)   
 

Παρόµοια ανάλυση µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για µεγαλύτερο αριθµό στοι-
χείων-ελατηρίων. 

 
Παράδειγµα 3. Να υπολογισθεί το µητρώο ακαµψίας της κατασκευής του σχήµατος 
5. 
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(α) ∆ιάταξη κατασκευής 
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Στοιχείο (1) Στοιχείο (2)  
(β) ∆ιακριτοποίηση σε δύο στοιχεία και ορισµός των κοµβικών (εσωτερικών)  

δυνάµεων των στοιχείων 
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(γ) Ισορροπία εσωτερικών και εξωτερικών δυνάµεων στους κόµβους 1, 2, και 3 
 

Σχήµα 5 ∆ύο ελατήρια εν σειρά 
 
Λύση 
 
Στην διάταξη του Σχήµατος 5α, ο κόµβος 1 παραµένει αµετάθετος ενώ επιβάλλονται 
εξωτερικές δυνάµεις F2 και F3 στους κόµβους 2 και 3 αντιστοίχως. Συνεπώς τα 
διανύσµατα των εξωτερικών δυνάµεων και µετατοπίσεων για την κατασκευή είναι: 
 
 [ ]321 UUUt =U   
 
µε  01 =U  και [ ]321 FFRt =F  
 
όπου R1 είναι η αντίδραση στον αµετάθετο κόµβο 1. Η κατασκευή διακριτοποιείται 
σε δύο στοιχεία, (Σχήµα 5β) για τα οποία ισχύουν οι εξής µητρωικές εξισώσεις 
ισορροπίας: 
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όπου τα µητρώα κάθε στοιχείου διευρύνονται για να περιλάβουν τους βαθµούς 
ελευθερίας και στους τρεις κόµβους. Από τη ισορροπία των εσωτερικών και εξω-
τερικών δυνάµεων στους τρεις κόµβους, Σχήµα 5γ, έχουµε: 
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Αντικαθιστούµε στην παραπάνω σχέση τις αντίστοιχες µητρωικές εξισώσεις των 
στοιχείων (1) και (2), 
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άρα, προσθέτοντας τους αντίστοιχους όρους των µητρώων ακαµψίας των δύο 
στοιχείων, 
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ή FUK =  (20) 
 

Παρατηρούµε ότι εάν U1≠0 η κατασκευή δεν έχει στήριξη και συνεπώς συµπερι-
φέρεται ως άκαµπτο σώµα. ∆ηλαδή µπορεί να µετατοπισθεί στο χώρο µε RUU =  
χωρίς να παραµορφωθεί και εποµένως χωρίς να αναπτυχθούν εσωτερικές δυνάµεις 
(τάσεις) στους τρεις κόµβους. Άρα, από τις εξισώσεις ισορροπίας (α), 0=F  και, 
 
 0UK =R  (21) 

 
Η σχέση (21) είναι ένα οµογενές σύστηµα τριών εξισώσεων. Για να υπάρχει 

λύση εκτός της µηδενικής είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη ότι η ορίζουσα του µη-
τρώου Κ είναι µηδέν, όπως επαληθεύεται εύκολα από την σχέση (19). Συνεπώς το 
σύστηµα των εξισώσεων (20) δεν έχει λύση. 
 
Οι εξισώσεις ισορροπίας της κατασκευής µε U1=0 είναι: 
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Επιλύνοντας το σύστηµα αυτό βρίσκουµε ότι: 
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Η αντίδραση στον αµετάθετο κόµβο 1, R1, υπολογίζεται αντικαθιστώντας τις µετα-
τοπίσεις από τις σχέσεις (ε) στο σύστηµα των εξισώσεων (19), 
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  321121 FFRRUk +=⇒=  (23) 
 
Τελικά παρατηρούµε ότι µπορούµε να αντικαταστήσουµε τις µετατοπίσεις από τις 
σχέσεις (22) στην µητρωική εξίσωση κάθε στοιχείου ώστε να υπολογισθούν οι 
αντίστοιχες εσωτερικές δυνάµεις. 
 
 
2. Το στοιχείο-ράβδος. Χρήση γενικού συστήµατος αναφοράς 
 
Εάν αντικαταστήσουµε το ελατήριο των προηγούµενων παραδειγµάτων µε ελαστική 
δοκό που φέρει αποκλειστικά αξονικές δυνάµεις µε ακαµψία k ίση µε ΕΑ/L, όπου Ε 
= µέτρο ελαστικότητας, Α = εµβαδόν διατοµής και L = µήκος, µπορούµε να 
προσεγγίσουµε τη συµπεριφορά πραγµατικών, αρθρωτών, κατασκευών. Κατά κα-
νόνα τέτοιες κατασκευές εκτείνονται σε δύο ή και σε τρεις διαστάσεις και συνεπώς 
για να αποκτήσει και πρακτικό ενδιαφέρον η περαιτέρω ανάπτυξη της µητρωικής 
µεθόδου πρέπει να ληφθεί υπόψη και η έκταση στο χώρο των διαφόρων κατα-
σκευαστικών στοιχείων-ράβδων. 

Εάν επιστρέψουµε στα αποτελέσµατα του Παραδείγµατος 2 µπορούµε, κάνοντας 
χρήση της σχέσης k=ΕΑ/L, να καταλήξουµε στη σχέση: 
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 (24) 

 
Από τη σχέση αυτή µπορούν να αποκτηθούν οι κοµβικές µετατοπίσεις U που 

οφείλονται στη δράση των εξωτερικών δυνάµεων F στο σύστηµα αναφοράς του 
στοιχείου (τοπικό). Εάν όµως, όπως αναφέρθηκε προηγούµενα, η ράβδος αποτελεί 
τµήµα κατασκευής που εκτείνεται σε δύο διαστάσεις τότε απαιτείται να εισαχθεί 
ένα νέο, γενικό σύστηµα αναφοράς για ολόκληρη την κατασκευή και να εκφρασθούν 
οι µετατοπίσεις και δυνάµεις σε αυτό για κάθε στοιχείο της κατασκευής. Η επίλυση 
του προβλήµατος προϋποθέτει λοιπόν: 

 
α)  Tη σύνταξη του µητρώου ακαµψίας ολόκληρης της κατασκευής,  
β)  Tην αντιστροφή του µητρώου ακαµψίας στο γενικό σύστηµα αναφοράς  
 και  
γ)  Tην απόκτηση των µετατοπίσεων και άλλων αγνώστων (παραµορφώσε- 
 ων, τάσεων), στο τοπικό σύστηµα αναφοράς. 
 
Στο Σχήµα 6 περιγράφεται στοιχείο-ράβδος σε γενικό σύστηµα αναφοράς. Για να 

διακρίνουµε τις ποσότητες που άλλοτε εκφράζονται στο τοπικό σύστηµα αναφοράς 
και άλλοτε στο γενικό σύστηµα αναφοράς χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο, στο 
γ.σ.α. όµως το µέγεθος τονίζεται (u και u΄, κ.ο.κ.). Πρέπει επίσης να µπορεί να 
γίνεται η διαφοροποίηση µεταξύ ποσοτήτων που αφορούν ολόκληρη την κατασκευή 
ή τµήµα (στοιχείο) της. Σε αυτή την περίπτωση χρησιµοποιούµε κεφαλαία και µικρά  
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Σχήµα 6 Στοιχείο-ράβδος σε γενικό σύστηµα αναφοράς 
 
γράµµατα αντίστοιχα (Κ, k, U, u κ.ο.κ.). Όταν αναφερόµαστε σε κατασκευή 
αποτελούµενη από ένα µόνο στοιχείο χρησιµοποιούµε το συµβολισµό που 
εξυπηρετεί καλύτερα. 

Από το σχήµα αυτό φαίνεται ότι το τοπικό σύστηµα αναφοράς είναι µονοδιά-
στατο (Ox) ενώ το γενικό σύστηµα αναφοράς είναι διδιάστατο (Ox΄y΄). Η θετική 
φορά της γωνίας φ είναι αντίθετη αυτής των δεικτών του ρολογιού. Εφόσον κατά 
κανόνα οι µεταβλητές u και f στο τοπικό σύστηµα αναφοράς έχουν συνιστώσες u΄, 
v΄ και fx, fy αντιστοίχως στο γενικό σύστηµα αναφοράς, η σχέση (24) γίνεται: 
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ή  f = ku (25’) 
 
ώστε να γίνει εφικτός ο µητρωικός µετασχηµατισµός µεταξύ των δύο συστηµάτων 
αναφοράς. Παρατηρούµε στη σχέση (25) ότι fy1=fy2=0 επειδή το στοιχείο-ράβδος 
φέρει µόνο αξονικά φορτία. Οι σχέσεις δυνάµεων στο τοπικό και στο γενικό σύ-
στηµα αναφοράς είναι τότε: 
 
 φsinfφcosff yxx

′+′= 111  (26α) 

 φcosfφsinff yxy
′+′−= 111  (26β) 
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Αντίστοιχες σχέσεις ισχύουν και για τον κόµβο 2. Τότε, για το σύνολο των δυ-
νάµεων: 
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      sin        0           0 
    cos       0           0

             0       cos      sin  
             0     - sin      cos  

 (27) 

 
ή f = T f′  (28) 
 
όπου Τ είναι το µητρώο µετασχηµατισµού των δυνάµεων από το γενικό στο τοπικό 
σύστηµα αναφοράς. Για το µητρώο αυτό ισχύει Τ-1 = Τt (βλέπε θεωρία µητρωικής 
άλγεβρας). Οι σχέσεις των µετατοπίσεων στα δύο συστήµατα αναφοράς αποκτώνται 
µε γεωµετρία και είναι: 
 

 u u v1 1 1= ′ + ′cos sinφ φ  

 v u v1 1 1= − ′ + ′sin cosφ φ  

 u u v2 2 2= ′ + ′cos sinφ φ  (29) 

 v u v2 2 2= − ′ + ′sin cosφ φ  
 
ή u = T u′ (30) 
 

Εκτός όµως των παραπάνω απαιτείται και η σχέση µεταξύ των µητρώων ακαµ-
ψίας στα δύο συστήµατα αναφοράς. Αντικαθιστώντας στη σχέση (28) από την 
f=ku, έχουµε 
 
 Tf′ = ku (31) 
 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο σκέλη της παραπάνω σχέσης µε Τt  και κάνοντας 
χρήση της σχέσης Τ-1 = Τt, καταλήγουµε στην παρακάτω µορφή: 
 
 T-1Tf′ = Ttku (32) 
 

Συνεπώς, 
 
 f′ = Τt ku (33) 
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Από τη σχέση (30) στη σχέση (33) έχουµε: 
 
 f′ = Τt k Tu′= k′ u′ (34) 
 
άρα, 
 k′ = Τt k T (35) 
 
Εάν κάνουµε τις πράξεις καταλήγουµε στην παρακάτω µορφή: 
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Tο µητρώο αυτό είναι συµµετρικό και αποτελείται από τέσσερα υποµητρώα 
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Έχοντας αποκτήσει τις µετατοπίσεις στο γενικό σύστηµα αναφοράς γίνεται µε-

τασχηµατισµός στο τοπικό σύστηµα για να υπολογισθούν οι εσωτερικές δυνάµεις 
που αναπτύσσονται στο στοιχείο. Από αυτές εύκολα υπολογίζονται οι τάσεις. 
 
Παράδειγµα 4. Να επιλυθεί το διδιάστατο πλαίσιο του σχήµατος 
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Σχήµα 7 ∆ιδιάστατο πλαίσιο 
Λύση 
 
Για το πλαίσιο του Σχήµατος 7 τα διανύσµατα των εξωτερικών δυνάµεων και µε-
τατοπίσεων είναι: 
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Τα µητρώα ακαµψίας των τριών ράβδων που αποτελούν την κατασκευή είναι (στο 
γ.σ.α.): 
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Το γενικό µητρώο ακαµψίας περιλαµβάνει όρους που αφορούν και τους τρεις κόµ-
βους. Τα παραπάνω µητρώα εποµένως διευρύνονται και γίνονται (στο γ.σ.α.): 
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Επειδή το διάνυσµα των κοµβικών δυνάµεων δίνεται από τη σχέση: 
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 F = Σ (Fi)  
 
προκύπτει ότι Κ'=k'1+k'2+k'3. Εφαρµόζοντας την τελευταία σχέση και παρατηρώ-
ντας ότι L3 = √2 L1 = √2 L2 (και για κοινό Α και Ε), αποκτάται το γενικό µητρώο 
ακαµψίας της κατασκευής: 
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H επίλυση του προβλήµατος απαιτεί την αντιστροφή του µητρώου K’ το οποίο 

όµως όπως δίνεται παραπάνω είναι µοναδιαίο και συνεπώς δεν µπορεί να αποκτηθεί 
λύση. Η φυσική σηµασία αυτού είναι, όπως και στο Παράδειγµα 3, ότι η κατασκευή 
συµπεριφέρεται ως άκαµπτο σώµα, διότι µέχρις αυτό το σηµείο δεν έχει περιγραφεί 
ο τρόπος στήριξής της. Πρέπει δηλαδή να ληφθούν υπόψη οι οριακές συνθήκες οι 
οποίες περιγράφουν τους περιορισµούς σε βαθµούς ελευθερίας σε συνοριακούς ή 
και σε εσωτερικούς κόµβους της κατασκευής. 

Στο συγκεκριµένο πρόβληµα περιορίζονται οι κόµβοι 1 και 3 ενώ επιτρέπονται 
οι µετατοπίσεις του κόµβου 2. Άρα, οι µόνες άγνωστες µετατοπίσεις είναι οι u'2 και 
v'2. Η λύση του συστήµατος αφορά λοιπόν τις σχέσεις που περιλαµβάνουν µόνο 
τους αγνώστους βαθµούς ελευθερίας. Η (ανηγµένη) µητρωική εξίσωση ισορροπίας 
γράφεται: 
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Αντιστρέφοντας, αποκτάται η λύση του προβλήµατος: 
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Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε τις αντιδράσεις στους κόµβους στήριξης. 
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Οι αξονικές εσωτερικές δυνάµεις υπολογίζονται αντιστοίχως από την ανηγµένη 

µητρωική εξίσωση ισορροπίας κάθε στοιχείου, 
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Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονισθεί η σηµασία που έχει ο τρόπος αρίθµησης των 

κόµβων της κατασκευής. Για σχετικά περίπλοκες κατασκευές ο αριθµός των βαθµών 
ελευθερίας γίνεται αρκετά µεγάλος. Στο µητρώο ακαµψίας προκύπτουν όροι που 
οφείλονται στην παρουσία κάθε κόµβου και εάν γίνει προσεκτική αρίθµηση είναι 
δυνατόν να περιορισθεί σηµαντικά ο αριθµός των όρων που περιλαµβάνει το 
µητρώο ακαµψίας µε επακόλουθο κέρδος στον χρόνο τρεξίµατος του 
προγράµµατος. Για το στοιχείο που συνδέει τους κόµβους m και n θα υπάρχουν όροι 
mm και nn κατά την κύρια διαγώνιο και όροι mn και nm σε θέσεις εκτός της κύριας 
διαγωνίου. Για να περιορισθεί το εύρος της λωρίδας του µητρώου ακαµψίας οι 
κόµβοι πρέπει να αριθµούνται έτσι ώστε η διαφορά µεταξύ των αριθµών των κόµβων 
να είναι η ελάχιστη (εδάφιο 10). 
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3. Περιορισµένοι κόµβοι και συµµετρία 
 
Σε πρακτικές κατασκευές συχνά περιορίζεται η µετατόπιση σε µία κατεύθυνση ενώ 
επιτρέπεται σε µία άλλη. Στο Σχήµα 8 περιορίζεται η οριζόντια µετατόπιση του 
κόµβου 3 ενώ επιτρέπεται η µετατόπιση στην κατακόρυφη κατεύθυνση. Στο πρό-
βληµα αυτό δεν θα πρέπει να αφαιρεθεί η εξίσωση που αντιστοιχεί στην οριζόντια 
µετάθεση του κόµβου 3. Η εξωτερική επιβαλλόµενη δύναµη στην οριζόντια κα-
τεύθυνση είναι µηδενική στον κόµβο 3 (ενώ η αντίδραση είναι µη-µηδενική). 

Εάν ο κόµβος έχει ελαστικό περιορισµό µπορούµε να υποθέσουµε ότι η αντί-
δραση ισούται µε λu3΄ όπου λ είναι η ακαµψία του σηµείου στήριξης. Η εξίσωση 
ισορροπίας στην οριζόντια κατεύθυνση του κόµβου 3 γίνεται τότε: 
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Σχήµα 8 Κατασκευή µε περιορισµούς σε κόµβους 
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Σχήµα 9 Χρήση συµµετρίας κατά την µελέτη της κατασκευής 
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Εάν µεταφερθεί ο όρος λu3΄ στο δεξιό σκέλος γίνεται εµφανές ότι η µόνη αλλαγή 
στο µητρώο ακαµψίας της κατασκευής είναι η πρόσθεση του όρου λ στον ήδη 
υπάρχοντα αντίστοιχο όρο της κύριας διαγωνίου. Γενικά όταν δίνονται αριθµητικές 
τιµές για την ακαµψία των σηµείων στήριξης οι τιµές αυτές πρέπει να προστίθενται 
στους όρους της κύριας διαγωνίου του γενικού µητρώου ακαµψίας της κατασκευής. 

Στο σηµείο αυτό θα δούµε πως µπορεί να γίνει χρήση συµµετρίας για να περιο-
ρισθεί ο αριθµός των απαιτούµενων υπολογισµών. Στο Σχήµα 9 περιγράφεται µια 
κατασκευή µε πλήρη συµµετρία (γεωµετρία, οριακές συνθήκες) και συµµετρική 
φόρτιση. Ο συνολικός αριθµός βαθµών ελευθερίας είναι 15, στον κόµβο 2 όµως δεν 
προκύπτει οριζόντια µετατόπιση ούτε περιστροφή. Μπορούµε λοιπόν να αντι-
καταστήσουµε την κατασκευή µε δύο ισοδύναµες υποκατασκευές, η µία από τις 
οποίες δείχνεται στο σχήµα. 

Είναι δυνατόν να συνταχθεί το µητρώο ακαµψίας της µιας υποκατασκευής (τρεις 
κόµβοι) αφαιρώντας τις σειρές και στήλες που αντιστοιχούν στην οριζόντια και 
κατακόρυφη µετατόπιση του κόµβου 2. Στον κόµβο 2 επιβάλλεται φόρτιση ίση µε 
τη µισή της αρχικής φόρτισης. Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να περιορίσουµε τις 
διαστάσεις του µητρώου ακαµψίας διαφόρων κατασκευών, για δε περίπλοκες ή 
µεγάλες κατασκευές αυτό µπορεί να αποφέρει σηµαντική µείωση του χρόνου τρε-
ξίµατος του προγράµµατος. 
 
 
4. Το στοιχείο-δοκός 
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Σχήµα 10 Το στοιχείο-δοκός και οι βαθµοί ελευθερίας του 
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Οι βαθµοί ελευθερίας του στοιχείου-δοκού σταθερής διατοµής, εκτός των µετατο-
πίσεων, περιλαµβάνουν επίσης και περιστροφές περί τους κόµβους στα άκρα, όπως 
δείχνει το Σχήµα 10. 

Οι πρόσθετοι αυτοί βαθµοί ελευθερίας επιτρέπουν την παρουσία καµπτικών 
ροπών και µε αυτό τον τρόπο προσεγγίζεται µε µεγαλύτερη ακρίβεια η συµπερι-
φορά των πραγµατικών κατασκευών. Τα διανύσµατα των γενικευµένων µετατοπί-
σεων και δυνάµεων είναι τώρα: 
 
 f = [ ]222222111111 zyxzyxzyxzyx    m    m   m    f    f    f    m    m    m    f   ff

 
 
 u = [ ]222222111111 zyxzyx    θ    θ   θ    w   v    u    θ    θ    θ   w   vu

 
 
όπου οι δείκτες 1 και 2 αναφέρονται στους αντίστοιχους κόµβους. Για ισορροπία 
της δοκού ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 
 
 021 =+ xx ff  021 =+ yy ff  021 =+ zz ff  (45α-γ) 
 
 021 =+ xx mm  Lfmm zyy 121 −=+  Lfmm yzz 121 =+

 
(45δ-στ) 

 
Στο σηµείο αυτό θα υπολογισθούν οι όροι του µητρώου ακαµψίας του στοιχείου-

δοκού, κάνοντας χρήση των παρακάτω σχέσεων και µεθόδων, δηλαδή, 
 

• Σχέσεων τάσεων παραµορφώσεων (καταστατικών εξισώσεων) 
• Αντιµετάθεσης δεικτών 
• Θεωρίας δοκών  
• Ενεργειακών µεθόδων 

 
Για τη µετατόπιση u1, από τη σχέση τάσεων-παραµορφώσεων έχουµε: 

 

 11 u
L

EAfx =  (46α) 

 
και για διαµήκη ισορροπία, 
 
 21 xx ff −=  (46β) 
 

Η µετατόπιση u1 οφείλεται µόνο σε αξονικές δυνάµεις και συνεπώς όλοι οι 
υπόλοιποι όροι της αντίστοιχης στήλης είναι ίσοι µε το µηδέν. Από τα παραπάνω 
προκύπτουν οι όροι του µητρώου ακαµψίας. Για τη µετατόπιση u2, οι αντίστοιχοι 
όροι της στήλης 7 του µητρώου ακαµψίας, προκύπτουν µε αντιµετάθεση όρων. 
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Σχήµα 11 Γενικευµένες δυνάµεις σε διατοµή δοκού 
 
Για τη µετατόπιση v2 θα γίνει χρήση της θεωρίας δοκών, βάσει του Σχήµατος 11. 

Θεωρούµε ότι η µόνη µετατόπιση που προκύπτει είναι η v2. Από τη θεωρία δοκών 
έχουµε: 
 
 ( ) ( )xLfmxm yzz −+= 22   
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Στη συνέχεια κάνοντας χρήση των δύο οριακών συνθηκών, για x=0 και x=L 

έχουµε dv/dx=0, βρίσκουµε ότι: 
 
 C1=0 και  ( ) 22 2 yz fLm −=  (47α) 
 
και συνεπώς, 
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Εφαρµόζοντας τις οριακές συνθήκες v=0 για x=0 και v=v2 για x=L βρίσκουµε ότι 

C2=0 και: 
 

 ⇒=  12
232 v

L
EIf z

y
 

222
6 v

L
EIm z
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 (48)

 

 
Εφαρµόζοντας τελικώς τις συνθήκες ισορροπίας, έχουµε: 
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Σχήµα 12 Αντιµετάθεση δεικτών 1 και 2 
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(41) 

 
Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτουν οι όροι της στήλης 8 του µητρώου ακαµ-
ψίας. 

Για τη µετατόπιση v1 θα γίνει αντιµετάθεση των δεικτών 1 και 2 στις σχέσεις 
(48) και (49), προσέχοντας τις αντίστοιχες διευθύνσεις των δυνάµεων και καµπτι-
κών ροπών, όπως φαίνεται στο Σχήµα 12. Αποκτάται έτσι η στήλη 2 του µητρώου 
ακαµψίας. 

Για τις µετατοπίσεις w1 και w2 οι όροι αποκτώνται µε αντιµετάθεση. Για τις γω-
νίες περιστροφής θx1 και θχ2 που προσδιορίζουν την στρέψη της δοκού, οι αντί-
στοιχοι όροι µπορούν να βρεθούν όπως και αυτοί των u1 και u2 προηγουµένως 
(στήλες 4 και 10 του µητρώου ακαµψίας). 

Οι όροι που αντιστοιχούν στη γωνία περιστροφής θz2 (Σχήµα 13) θα υπολογι-
σθούν µε ενεργειακή µέθοδο.  
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Σχήµα 13 Γενικευµένες δυνάµεις σε δοκό 
 
άρα, από το θεώρηµα του Castigliano, 
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Επίσης, 
 

 0
3

2
2

1
2

3

2
2

2
2

==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=
∂
∂ vLfLm

EIf
U

yz
zy

 

 
Από τις δύο αυτές σχέσεις, επιλύουµε ως προς 2zm  και 2yf  
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Οι εξισώσεις ισορροπίας τέλος δίνουν: 
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z θ
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Από τα παραπάνω προκύπτει η στήλη 12 του µητρώου ακαµψίας ενώ µε αντι-

µετάθεση δεικτών υπολογίζονται οι όροι που αντιστοιχούν στις γωνίες περιστροφής 
θz1, θy1 και θy2. Συνεπώς προσδιορίσθηκαν όλοι οι όροι του µητρώου ακαµψίας k το 
οποίο δίνεται σε ανεπτυγµένη µορφή παρακάτω. 
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4.1 Μετατοπίσεις λόγω διάτµησης. Η δοκός Timoshenko 
 
Η συνολική µετατόπιση που οφείλεται σε κάµψη και διάτµηση δίνεται από τη 
σχέση: 
 
 sb vvv +=  (52) 
 
όπου vb είναι οι µετατοπίσεις λόγω κάµψης και vs είναι οι µετατοπίσεις λόγω διά-
τµησης. Η διαφορική εξίσωση για την περίπτωση της διάτµησης είναι: 
 

 
s

ys

GA
f

dx
dv 2+=  (53) 

 
όπου Αs είναι το εµβαδόν της εγκάρσιας τοµής που συνεισφέρει στη παραλαβή της 
διατµητικής φόρτισης. Οι εγκάρσιες τοµές που αρχικά ήσαν κάθετες στον κεντρο-
βαρικό άξονα θα περιστραφούν λόγω κάµψης θα µετατοπισθούν λόγω κάµψης και 
διάτµησης και θα υποστούν στρέβλωση λόγω της µη-σταθερής κατανοµής των 
διατµητικών φορτίων κατά µήκος της δοκού. Οι οριακές συνθήκες που απαιτούνται 
ώστε να επιτευχθούν οι ζητούµενες περιστροφές και µετατοπίσεις στα άκρα είναι: 
 

 00==x
b

dx
dv  0==Lx

b

dx
dv  (54α) 

 
 00 ==xv  2vv Lx ==  (54β) 
 

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι πρέπει να προστεθεί ένας όρος στη σχέση 
(47β), που θα προκύψει από την ολοκλήρωση της σχέσης (53). Έτσι έχουµε: 
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Εφόσον v|x=0=0  έχουµε C2=0 όπως προηγουµένως, και εφόσον v|x=L=v2 εάν 
απαλειφθεί το mz2 κάνοντας χρήση της εξίσωσης (47α) βρίσκουµε: 
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Αντίστοιχες σχέσεις αποκτώνται από τις σχέσεις ισορροπίας για τους άλλους όρους 
που περιλαµβάνουν το v2. Γενικά, οι όροι που περιλαµβάνουν µετατοπίσεις λόγω 
κάµψης και διάτµησης θα περιλαµβάνουν τον όρο φ για µετατοπίσεις λόγω 
διάτµησης στις διευθύνσεις Οy και Οz. Ορίζουµε έτσι αντιστοίχως τις δύο παραµέ-
τρους: 
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Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου-δοκού λαµβάνοντας υπόψη τις µετατοπίσεις 

λόγω διάτµησης που προκύπτει δίνεται στη µεθεπόµενη σελίδα. Στο µητρώο αυτό 
ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
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Για δοκούς µε µεταβαλλόµενη διατοµή µπορούµε είτε να διατυπώσουµε τις 

εξισώσεις µε ενεργειακά θεωρήµατα (Castigliano, Engesser) είτε να υποδιαιρεθεί η 
δοκός σε έναν αριθµό µικρότερων τµηµάτων σταθερής διατοµής. 

Μέχρι τώρα θεωρήσαµε πλαίσια µε συγκεντρωµένα φορτία στους κόµβους. Στην 
περίπτωση που τα φορτία είναι κατανεµηµένα, αυτά λαµβάνονται υπόψη αναλόγως 
του τρόπου στήριξης των στοιχείων. Για στοιχεία-ράβδους εύκολα εφαρµόζονται οι 
συνθήκες ισορροπίας και αποκτώνται οι 6 δυνάµεις που ασκούνται στους δύο 
ακραίους κόµβους κάθε στοιχείου. Για πλαίσια µε ροπές στα άκρα των στοιχείων η 
διαδικασία είναι πιο περίπλοκη και θα περιγραφεί σε επόµενο εδάφιο. 
 
 
5. Πλαίσια µε κατανεµηµένα φορτία 
 
Έχει αναφερθεί προηγουµένως ότι στην περίπτωση αρθρωτών κατασκευών µε 
στοιχεία δύο κόµβων αρκεί η εφαρµογή των συνθηκών ισορροπίας για να αποκτη-
θούν οι 6 συνιστώσες των δυνάµεων στους δύο κόµβους. Για κατασκευές µε πε-
ριορισµούς στους κόµβους οι εξισώσεις ισορροπίας δεν επαρκούν διότι η κατα-
σκευή γίνεται πλέον στατικά αόριστη. Στην περίπτωση αυτή θεωρούµε ότι τα εξω-
τερικά φορτία υποδιαιρούνται σε δύο συστήµατα, γίνονται δύο αναλύσεις και στο 
τέλος προστίθενται τα αποτελέσµατα, κάνοντας χρήση της αρχής της επαλληλίας, 
που ισχύει για γραµµικά ελαστικά συστήµατα. 

Το πρώτο στάδιο συνίσταται στην πάκτωση όλων των κόµβων και στον υπολο-
γισµό των δυνάµεων πάκτωσης. Το στάδιο αυτό επιτυγχάνεται χωρίς δυσκολία 
καθότι µπορούµε να εξετάσουµε κάθε στοιχείο ξεχωριστά. Στο δεύτερο στάδιο της 
ανάλυσης εξετάζεται η συµπεριφορά της κατασκευής υπό την επίδραση δυνάµεων 
στους κόµβους και µόνο, η κάθε µία από τις οποίες έχει το ίδιο µέγεθος αλλά αντί-
θετη φορά από τις δυνάµεις πάκτωσης. Στις δυνάµεις αυτές πρέπει να προστεθούν  
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Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου δοκού 
(µη λαµβάνοντας υπόψη τις µετατοπίσεις λόγω διάτµησης) 
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Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου δοκού 
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και τυχόν εξωτερικά φορτία που ασκούνται στους κόµβους. Τέλος εφαρµόζεται η 
αρχή της επαλληλίας και αποκτώνται οι εσωτερικές δυνάµεις στους κόµβους από τις 
οποίες υπολογίζονται οι µετατοπίσεις και οι αντίστοιχες τάσεις. 
 
Παράδειγµα  5. Πλαίσιο µε κατανεµηµένο φορτίο 
 
Στο σχήµα της επόµενης σελίδας περιγράφεται η επίλυση πλαισίου µε κατανεµη-
µένο φορτίο. Το πλαίσιο είναι πακτωµένο στους κόµβους Ο και Β και εποµένως 
είναι στατικά αόριστο. Η επίλυσή του ακολουθεί τα παρακάτω βήµατα: 

 
1. Πακτώνονται οι κόµβοι Α και Β προ της επιβολής του W. Στη δοκό ΑΒ δεν 

αναπτύσσονται δυνάµεις τότε. Η δοκός ΟΒ καθίσταται τότε αµφίπακτη. 
2. Οι δυνάµεις πάκτωσης δείχνονται στο αντίστοιχο σχήµα. Οι δυνάµεις στον 

κόµβο Ο δεν επηρεάζουν τη συµπεριφορά του πλαισίου και εποµένως αµελού-
νται σε αυτό το στάδιο. 

3. Η τελική κατανοµή των καµπτικών ροπών δίνεται στο τελευταίο διάγραµµα. 
 
 
6. Συγκρότηση του γενικού µητρώου ακαµψίας 
 
Η διαδικασία επίλυσης του συστήµατος των εξισώσεων ισορροπίας (ΚU=F) συνί-
σταται στην συγκρότηση του µητρώου ακαµψίας της κατασκευής Κ και σε συνέχεια 
είτε: 
 
 α) στην αντιστροφή του µητρώου ακαµψίας για να διατυπωθεί η µητρωική  
 εξίσωση U=Κ-1F, είτε  

 
β) στην επίλυση του συστήµατος µε µία µέθοδο απαλοιφής (ή επαναληπτική). 
 

Ο ευκολότερος τρόπος συγκρότησης (συνάθροισης) του γενικού µητρώου 
ακαµψίας Κ της κατασκευής συνίσταται στην άµεση σύνθεση των ακαµψιών των 
στοιχείων. Κατά τη µέθοδο αυτή οι όροι του µητρώου ακαµψίας βρίσκονται µε 
συστηµατική πρόσθεση των όρων του µητρώου ακαµψίας κάθε στοιχείου. Η µέθο-
δος γίνεται ευκολότερα κατανοητή εάν γίνει αναφορά σε συγκεκριµένο παράδειγµα. 
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Σχήµα 14 Ανάλυση πλαισίου µε κατανεµηµένο φορτίο 
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Σχήµα 15 ∆ιάταξη στοιχείων στην περιοχή κόµβου 
 

Έστω λοιπόν κατασκευή αποτελούµενη από στοιχεία-ράβδους µε δύο κόµβους 
σε κάθε ένα στοιχείο. Τα κεφαλαία γράµµατα Α, Β, C, . . . αναφέρονται σε κόµβους 
ενώ αντίστοιχα µικρά a, b, c, . . . αναφέρονται σε στοιχεία. Τότε µία πιθανή διάταξη 
στην περιοχή του κόµβου Ε περιγράφεται στο Σχήµα 15. 

Στο σχήµα αυτό δίνεται η αρίθµηση των κόµβων στο τοπικό σύστηµα αναφοράς. 
Τότε για το στοιχείο b θα έχουµε: 
 

 f(b) = k(b) U(b) (57) 
 
Μετασχηµατίζοντας στο γενικό σύστηµα αναφοράς και διαχωρίζοντας έτσι ώστε 

να αποκτηθούν υποµητρώα που να αντιστοιχούν στους δύο κόµβους του στοιχείου, 
αποκτάται η παρακάτω µορφή: 
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Εφαρµόζοντας συνθήκες συµβιβαστού στους κόµβους Α και Ε έχουµε: 
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όπου UA και UE είναι οι µετατοπίσεις στο γενικό σύστηµα αναφοράς. Συµβολίζουµε 
επίσης µε ( )

2- bf  τη δύναµη που ασκεί το στοιχείο b στον κόµβο Ε. Αντίστοιχες 
σχέσεις αποκτώνται για κάθε στοιχείο που συναντά τον κόµβο Ε. Η εξίσωση 
ισορροπίας του κόµβου αυτού είναι: 
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Προσθέτοντας τους αντίστοιχους όρους και διατυπώνοντας την εξίσωση σε µη-

τρωική µορφή, έχουµε: 
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Η τάξη των µητρώων της παραπάνω εξίσωσης µπορεί να γίνει ίση µε αυτή της 

εξίσωσης ισορροπίας της κατασκευής εάν συµπεριληφθούν όλες οι µετατοπίσεις 
στο µητρώο U και συµπληρωθούν µε 0 οι υπόλοιπες θέσεις.  Τότε έχουµε: 
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(63) 

 
Παρόµοιες εξισώσεις αποκτώνται για κάθε κόµβο και το σύνολο των εξισώσεων 

ισορροπίας της κατασκευής εκφράζεται σε µητρωική µορφή ως ΚU=F. Το µητρώο 
ακαµψίας της κατασκευής αποκτάται κατά τον ίδιο τρόπο µε τη σχέση (63). 
Τοποθετούνται οι όροι στο µητρώο Κ έτσι ώστε οι βαθµοί ελευθερίας των στοιχείων 
να αντιστοιχούν µε αυτούς που ορίζονται στο τοπικό σύστηµα αναφοράς και 
ακολούθως µε πρόσθεση των όρων που συµπίπτουν.  

Εάν για παράδειγµα το στοιχείο n συνδέει τους κόµβους M και N και στο τοπικό 
σύστηµα αναφοράς το M αντιστοιχεί µε το 1 και το N µε το 2, τότε τα υποµητρώα 
του k΄(n) (k11΄(n), k12΄(n), k21΄(n) και k22΄(n)) θα τοποθετηθούν στο µητρώο Κ όπως 
φαίνεται παρακάτω. Λεπτοµέρειες σχετικά µε τον προγραµµατισµό της µεθόδου της 
άµεσης σύνθεσης των ακαµψιών δίνονται στο εδάφιο 10, όπου περιλαµβάνονται 
λογικά διαγράµµατα και άλλες σχετικές πληροφορίες. 
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7. Η µέθοδος της στατικής συµπύκνωσης. Υπερστοιχεία. 
 
Κατά την ανάλυση µεγάλων και σχετικά πολύπλοκων κατασκευών εξυπηρετεί, όταν 
είναι εφικτό, να υποδιαιρείται το διακριτό µοντέλο της κατασκευής σε οµάδες 
στοιχείων (υποκατασκευές) και να επακολουθεί ανάλυση των τµηµάτων αυτών της 
κατασκευής. Αυτό έχει σαν επακόλουθο: 
 
1. Να επιτυγχάνεται ευκολότερα η σύνταξη, ο έλεγχος και ο χειρισµός των αρχι-

κών δεδοµένων. 
2. Να γίνεται οικονοµία υπολογιστικού χώρου αποφεύγοντας την επανάληψη 

ταυτόσηµων τµηµάτων της κατασκευής. 
3. Να γίνεται ευκολότερα η πρόσθεση τοπικών λεπτοµερειών. 
4. Να επιφέρονται αλλαγές µε πιο απλό και οικονοµικό τρόπο. 
5. Να είναι εφικτή η σταδιακά λεπτοµερέστερη ανάλυση µε µικρότερους χρόνους 

τρεξίµατος. 
6. Να µπορούν να λαµβάνονται υπόψη  κατά την ίδια ανάλυση υποπεριοχές στις 

οποίες οι παράµετροι κοµβικών µετατοπίσεων διαφέρουν. 
7. Να περιορίζονται τα σφάλµατα αποκοπής. 
8. Να είναι δυνατό να επιλεγούν τα απαιτούµενα αποτελέσµατα 
9. Να επιτυγχάνεται µεγαλύτερη οικονοµία χρόνου κατά τη σύνταξη δεδοµένων, 

τη λειτουργία του προγράµµατος και τον έλεγχο των αποτελεσµάτων. 
 

Ας δούµε όµως σε τι συνίσταται η διαδικασία της στατικής συµπύκνωσης4. Στην 
πράξη, η στατική συµπύκνωση βασίζεται στην εµπρόσθια απαλοιφή των βαθµών 
ελευθερίας της κατασκευής που περιλαµβάνονται στη θεωρούµενη υποκατασκευή, 
έτσι ώστε να λαµβάνεται υπόψη η επίδραση της απαλοιφής αυτής στους υπόλοιπους 
κόµβους της κατασκευής. Αυτό επιτυγχάνεται µε την σταδιακή κανονικοποίηση της 
i-οστής εξίσωσης (διαιρώντας µε τον i-οστό συντελεστή) και συνδυάζοντας µε τις 
υπόλοιπες εξισώσεις έτσι ώστε ο συντελεστής της i-οστής γραµµής να γίνει ίσος µε 
το µηδέν. Σαν αποτέλεσµα αυτής της διαδικασίας µπορεί να απαλειφθεί ο i-οστός 
βαθµός ελευθερίας και έτσι αποκτάται η ανηγµένη (ή συµπυκνωµένη) εξίσωση 
ισορροπίας, η οποία λύνεται µε πίσω-αντικατάσταση. 
 
Παράδειγµα 6 
 
Ζητιέται να αντικατασταθεί η διακριτοποιηµένη κατασκευή του σχήµατος από µία 
αντίστοιχη στην οποία τα δύο συστατικά στοιχεία να γίνουν ένα και να επιλυθεί η 
µητρωική εξίσωση ισορροπίας. 
 

                                                           
4 στατική συµπύκνωση = static condensation 
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Σχήµα 16 Κατασκευή αποτελούµενη από τρία στοιχεία 
(δύο ράβδοι και ένα υπερστοιχείο) 

Λύση 
 

Η κατασκευή του σχήµατος αποτελείται από δύο στοιχεία-ράβδους και ένα τρίτο 
τµήµα, που δεν θα µας απασχολήσει προς το παρόν. Τα δύο στοιχεία-ράβδοι έχουν 
συνολικά τρεις κόµβους και τρεις βαθµούς ελευθερίας ενώ ο λόγος των εµβαδών 
της διατοµής τους είναι 1 προς 2. Στην κατασκευή ασκούνται δύο εξωτερικές 
δυνάµεις, στους κόµβους 1 και 2. Ο κόµβος 2 δεν είναι συνδεδεµένος µε την 
υπόλοιπη κατασκευή που εκτείνεται στα δεξιά του κόµβου 3, ενώ ο κόµβος 1 είναι 
ελεύθερος. Θεωρούµε λοιπόν τον κόµβο 2 ως εσωτερικό των δύο στοιχείων 1 και 2. 
Μπορούµε λοιπόν να τον αφαιρέσουµε µε τη µέθοδο της στατικής συµπύκνωσης 
µετατρέποντας έτσι τα δύο στοιχεία σε ένα υπερστοιχείο µε κόµβους µόνο στα σύ-
νορά του. Η αρχική µητρωική εξίσωση ισορροπίας της κατασκευής είναι: 
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Στο σηµείο αυτό σηµειώνουµε πως εάν τοποθετήσουµε ένα άκαµπτο στήριγµα 

στον κόµβο 3, δηλαδή το U3=0, και επιλύσουµε την µητρωική εξίσωση ισορροπίας 
των δύο στοιχείων καταλήγουµε στις παρακάτω µετατοπίσεις: 
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Για να επιτευχθεί στατική συµπύκνωση του κόµβου 2 αναδιατάσσονται οι εξι-

σώσεις έτσι ώστε ο αφαιρούµενος βαθµός ελευθερίας να είναι ο πρώτος σε κάθε µία 
εξίσωση του συστήµατος. Αυτό επιτυγχάνεται αλλάζοντας τη σειρά των εξισώσεων 
στο σύστηµα, θέτοντας την θεωρούµενη πρώτη. Η δεύτερη εξίσωση (που 
αντιστοιχεί στον δεύτερο βαθµό ελευθερίας) γίνεται λοιπόν πρώτη µε αντικατά-
σταση της πρώτης σειράς και στήλης από τη δεύτερη σειρά και στήλη. Το αποτέ-
λεσµα είναι: 
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Εκπονείται τώρα το πρώτο βήµα απαλοιφής κατά Gauss: 
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Παρατηρούµε ότι η πρώτη σειρά και η πρώτη στήλη έχουν κανονικοποιηθεί ως 

προς την πρώτη µεταβλητή, έχει δε γίνει απαλοιφή της µεταβλητής αυτής στις 
υπόλοιπες δύο εξισώσεις. Η ανηγµένη (ή συµπυκνωµένη) µητρωική εξίσωση 
ισορροπίας είναι τότε: 
 

 
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +

3

1

2

21   
1      1
1-    1  

 
3

2
3/2   
3/

U
U

L
EA

F
FF

 

 
το δε τµήµα που έχει αφαιρεθεί είναι: 
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Η παραπάνω σχέση θα χρησιµοποιηθεί κατά τον υπολογισµό των εσωτερικών 

δυνάµεων του υπερστοιχείου. Βλέπουµε λοιπόν πως οι δύο ακραίοι κόµβοι συνδέ-
ονται πλέον απευθείας µε ένα υπερστοιχείο-ράβδο το µητρώο ακαµψίας του οποίου 
είναι: 
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Εάν οι δύο ράβδοι αποτελούσαν τµήµα µεγαλύτερης κατασκευής, το µητρώο kse 

θα συντασσόταν ως µέρος του γενικού µητρώου ακαµψίας. Το διάνυσµα των 
δυνάµεων θα εντασσόταν επίσης στο διάνυσµα των δυνάµεων της κατασκευής. 
Βλέπουµε λοιπόν ότι η διαδικασία αυτή ελαττώνει το µέγεθος του γ.µ.α., για να 
έχουµε όµως και ελάττωση του αριθµού των απαιτούµενων πράξεων θα πρέπει να 
γίνει επαναληπτική χρήση ενός υπερστοιχείου διότι διαφορετικά θα απαιτηθεί 
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ακριβώς ο ίδιος αριθµός υπολογισµών µε τον αρχικό. Για να κάνουµε επαλήθευση 
των υπολογισµών µπορούµε να θεωρήσουµε το υπερστοιχείο µεµονωµένο, θέτοντας 
U3=0. Τότε, 
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 (67) 

 
όπου η δύναµη στον κόµβο 3 είναι τώρα η αντίδραση R3. Επιλύνοντας ως προς U1 
έχουµε: 
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Το αποτέλεσµα αυτό συµφωνεί µε αυτό που αποκτήθηκε κατά την αρχική θεώρηση 
της κατασκευής χωρίς την εφαρµογή της στατικής συµπύκνωσης. Μετά τον 
προσδιορισµό των µετατοπίσεων στο υπερστοιχείο µπορούµε να υπολογίσουµε και 
τις τάσεις στο εσωτερικό του. 
 
∆ηµιουργία υπερστοιχείου 
 
Θα περιγραφεί τώρα η διαδικασία δηµιουργίας ενός υπερστοιχείου σε γενική 
µορφή. Θεωρούµε λοιπόν µία κατασκευή η οποία υποδιαιρείται σε (νοητές) υπο-
κατασκευές, κάθε µία από τις οποίες αποτελείται από έναν αριθµό στοιχείων. Τα 
όρια των στοιχείων συνορεύουν µε αυτά των γειτονικών υποκατασκευών στις 
οποίες έχει υποδιαιρεθεί η κατασκευή. Εάν το διάνυσµα των µετατοπίσεων για µία 
από τις υποκατασκευές αυτές καλείται U, το διάνυσµα αυτό µπορεί να διαιρεθεί στα 
Ui και Ur, όπου οι µετατοπίσεις Ui είναι εσωτερικές ενώ οι Ur είναι συνοριακές 
(U=Ui+Ur). H εξίσωση ισορροπίας είναι τότε: 
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Η πρώτη από τις εξισώσεις αυτές γράφεται: 
 
  ririii Uk+Uk=Fi  (70) 
 
Πολλαπλασιάζοντας τα δύο σκέλη µε 1

ii
-k  και αναδιατάσσοντας έχουµε: 

 
  rir

1-
iii

-1
ii UkkFk=Ui  (71) 
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όπου i
1

ii Fk −  είναι οι µετατοπίσεις των εσωτερικών κόµβων που οφείλονται στις 
εσωτερικές δυνάµεις όταν οι συνοριακοί κόµβοι περιορίζονται, και rir

1
ii   Ukk −−  

είναι οι µετατοπίσεις των εσωτερικών κόµβων που οφείλονται σε µετατοπίσεις των 
συνόρων της υποκατασκευής. Το αντίστροφο του kii υπάρχει εφόσον οι επιβαλλό-
µενες συνθήκες στους εσωτερικούς κόµβους σε συνδυασµό µε τις µετατοπίσεις Ur 
των περιορισµένων κόµβων επαρκούν για να µην προκύψει κίνηση άκαµπτου σώ-
µατος στους κόµβους i. Η δεύτερη εξίσωση είναι: 
 
 rr Uk+Uk=F rriri  (72) 
 

Εάν αντικαταστήσουµε για το Ui και το kri από τη σχέση t
irri k=k  και αναδιατά-

ξουµε καταλήγουµε στη σχέση: 
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irr UkkkkUkkF −− −=−  (73) 

 
ή rrrr UkF =  (74) 
 
και ir

1
ii

t
irrrrr kkkkk −−=  (75) 

 
Η (74) είναι εξίσωση ισορροπίας της υποκατασκευής και χρησιµοποιείται κατά την 
ανάλυση ολόκληρης της κατασκευής κατά τον γνωστό τρόπο. 
 
 
8. Επίπεδα και χωρικά πλαίσια5 
 
Ο όρος πλαίσιο συνήθως αφορά κατηγορία κατασκευών στις οποίες συνεπίπεδα 
συστήµατα δοκών συνδέονται µεταξύ τους σε κόµβους. Σε ναυπηγικές κατασκευές, 
παραδείγµατα τέτοιων κατασκευών είναι τα καταστρώµατα και ο πυθµένας του 
πλοίου. Κατά κανόνα σε τέτοιες κατασκευές οι κατανεµηµένες φορτίσεις δεν 
προκαλούν ανάπτυξη οµοεπίπεδων εσωτερικών δυνάµεων και ροπών και έτσι το 
ζητούµενο της ανάλυσης µίας τέτοιας κατασκευής είναι η κάθετη µετατόπιση και οι 
περιστροφές περί τους δύο άξονες, στο επίπεδο της κατασκευής. Επειδή τέτοιες 
κατασκευές συναντώνται συχνά σε ναυπηγικές κατασκευές, θα δοθεί κάποια 
έµφαση στους τρόπους ανάλυσής τους µε µητρωικές µεθόδους. Πριν εισαχθούν οι 
υπολογιστικές µέθοδοι, είχε γίνει σηµαντική προσπάθεια επίλυσης των επιπέδων 
πλαισίων από τον Clarkson ο οποίος χρησιµοποίησε αναλυτικές µεθόδους και πα-
ρουσίασε σειρά διαγραµµάτων για την µελέτη τέτοιων κατασκευών. Ο ενδιαφερό-
µενος µπορεί να ανατρέξει στη βιβλιογραφία για την περιγραφή των µεθόδων αυ-
τών. 
                                                           
5 επίπεδο πλαίσιο = plane frame 
  χωρικό πλαίσιο = space frame 
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Ο κύριος λόγος για τον οποίο χρησιµοποιούνται λεπτότοιχα ελάσµατα στις 
ναυπηγικές κατασκευές είναι για να εξασφαλίζεται στεγανότητα, επιτυγχάνοντας 
συγχρόνως τον περιορισµό του βάρους. Οι διαστάσεις των ελασµάτων και των 
ενισχύσεών τους επιλέγονται για να ανθίσταται η κατασκευή τις καταπονήσεις λόγω 
του εξωτερικού υδροστατικού φορτίου ή των συγκεντρωµένων βαρών. Οι τάσεις 
που αναπτύσσονται στα ελάσµατα είναι καµπτικές και καλούνται τριτεύουσες (σ3). 
Τα ελάσµατα εκπληρώνουν όµως και ένα δεύτερο ρόλο, καθότι λειτουργούν και ως 
πέλµατα των ενισχύσεων-δοκών. Σε αυτή την περίπτωση οι τάσεις που 
αναπτύσσονται ασκούνται στο επίπεδο του ελάσµατος και καλούνται δευτερεύουσες 
(σ2)6. Περαιτέρω εξέταση των κατανοµών των τάσεων αυτών οδηγεί στο συµπέ-
ρασµα ότι οι κατανοµές των δευτερευουσών τάσεων στο έλασµα δεν είναι 
οµοιόµορφες αλλά παρουσιάζουν µία αύξηση στην περιοχή σύνδεσης µε τα ενι-
σχυτικά ενώ παρατηρείται µία αντίστοιχη ελάττωση σε κάποια απόσταση από αυτά. 
Η µεταβολή αυτή οφείλεται στο φαινόµενο της υστέρησης διάτµησης που 
παρουσιάζεται όταν ενισχυµένα ελάσµατα φέρουν κάθετες, καµπτικές φορτίσεις. 
Για να ληφθεί υπόψη αυτή η µεταβολή ορίζεται ένα ισοδύναµο, νοητό έλασµα το 
οποίο φέρει το ίδιο φορτίο αλλά οµοιόµορφα κατανεµηµένο. Το πλάτος του ισοδυ-
νάµου ελάσµατος χρησιµοποιείται κατά τη µελέτη επιπέδων πλαισίων και πρέπει να 
θεωρείται και κατά τη µητρωική ανάλυση τέτοιων κατασκευών. 
 
8.1 Το στοιχείο δοκός-πλαισίου 
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Σχήµα 17 Στοιχείο-δοκός µε έξι βαθµούς ελευθερίας 
 
                                                           
6 βλέπε: Π.Α. Καρύδη Η Μεταλλική Κατασκευή του Πλοίου. Θέµατα Τοπικής Αντοχής Αθήνα 2000, 
(Κεφάλαιο 11). 
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Θεωρούµε ότι οι κεντροβαρικοί άξονες όλων των δοκών από τις οποίες αποτελείται 
το πλαίσιο είναι οµοεπίπεδες και ότι έχουν ένα επίπεδο συµµετρίας κάθετα στο 
επίπεδο του πλαισίου. Υπό αυτές τις προϋποθέσεις, µπορούµε να προχωρήσουµε 
στην απόκτηση του µητρώου ακαµψίας του στοιχείου δοκού-πλαισίου.  

Εάν Οxy είναι ένα τοπικό σύστηµα αναφοράς κάθετα στο επίπεδο του πλαισίου, 
(Σχήµα 17), τα διανύσµατα µετατοπίσεων και δυνάµεων του στοιχείου δοκού-
πλαισίου είναι: 
 
 [ ]222111 zxzx     θ    θ   v   θ   θvu =  (76) 
 
και [ ]111111 zxzzxy   m  m  f   m   mff =  (77) 
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Μετατοπίσεις λόγω διάτµησης µπορούν επίσης να ληφθούν υπόψη µε αντίστοι-

χες µετατροπές στους όρους των παραπάνω υποµητρώων. Εάν το τοπικό σύστηµα 
αναφοράς αντιστοιχεί σε γωνία περιστροφής αy περί τον άξονα Oy΄ στο γενικό σύ-
στηµα αναφοράς, Σχήµα 17, το αντίστοιχο µητρώο µετασχηµατισµού από το τοπικό 
στο γενικό σύστηµα αναφοράς, Τ είναι: 
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και περιλαµβάνει το µητρώο R0 όπου 
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Στον κόµβο 1 του στοιχείου-πλαισίου ισχύει
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Η σχέση αυτή γράφεται παρακάτω στην πλήρη µορφή της:
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Άρα για το διάνυσµα µετατοπίσεων του στοιχείου αυτού έχουµε: 
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ή για το στοιχείο U = TrU΄ 
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Η συνάθροιση του γενικού µητρώου ακαµψίας της κατασκευής γίνεται µε την 
άµεση σύνθεση των ακαµψιών, όπως περιγράφηκε στο εδάφιο 7. Η επίλυση του 
προβλήµατος σε επόµενα στάδια ακολουθεί τα ίδια βήµατα µε την έως τώρα περι-
γραφείσα µητρωική µέθοδο. 

Για την περιγραφή αναλυτικών µεθόδων ανάλυσης επίπεδων πλαισίων µε κα-
τανεµηµένα φορτία ο ενδιαφερόµενος παραπέµπεται στο βιβλίο του Clarkson [7]. Η 
όλη διαδικασία µπορεί όµως να αυτοµατοποιηθεί σε υπολογιστικά προγράµµατα 
έτσι ώστε να µην απαιτούνται προκαταρκτικοί υπολογισµοί. 
 
8.2 Συµµετρία και αντισυµµετρία σε επίπεδα πλαίσια 
 
Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονισθεί η σηµασία της χρήσης συµµετρίας ή αντισυµ-
µετρίας κατά την ανάλυση των επίπεδων πλαισίων. Οι διάφορες περιπτώσεις περι-
γράφονται στο Σχήµα 18. Στο σχήµα αυτό εικονίζεται µία συµµετρική κατασκευή 
µε ανοµοιόµορφη κατανοµή κάθετης και οµοεπίπεδης φόρτισης µεγέθους F1 στο (x, 
y), F2 στο (-x, y), F3 στο (-x, -y), και F4 στο (-x, -y), όπου Fi = [fzi , mxi , myi]t. Τα 
τέσσερα διανύσµατα F1, F2, F3, F4 µπορούν να εκφρασθούν ως άθροισµα τεσσάρων 
συνιστωσών Fa, Fb, Fc, Fd κάνοντας χρήση κάθε φορά διαφορετικής σχέσης 
συµµετρίας-αντισυµµετρίας ως προς τους άξονες κατασκευαστικής συµµετρίας. 
Ισχύουν οι σχέσεις: 
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από όπου προκύπτει ότι: 
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Η απόκριση του πλαισίου για κάθε ένα από τα τέσσερα συστήµατα εξωτερικών 

δυνάµεων µπορεί να προσδιορισθεί µε τη µελέτη του ενός τετάρτου της κατασκευής 
θεωρώντας τις αρµόζουσες οριακές συνθήκες κατά µήκος των αξόνων συµµετρίας 
της κατασκευής. Ισχύουν 
 
α) Για σύνορο µε συµµετρία κατασκευής και εξωτερικών δυνάµεων. Περιορισµός 

περιστροφών παράλληλα µε το σύνορο, µηδενική δύναµη κάθετη στο επίπεδο 
του πλαισίου, µηδενικές καµπτικές ροπές κάθετα στο σύνορο στο επίπεδο του 
πλαισίου. 

β) Για σύνορο µε συµµετρία κατασκευής και αντισυµµετρία εξωτερικών  
 δυνάµεων. Μηδενική µετατόπιση κάθετα στο επίπεδο του πλαισίου, µηδενική  
 περιστροφή στο επίπεδο του πλαισίου περί καθέτους στο σύνορο και µηδενι- 
 κές καµπτικές ροπές στο σύνορο παράλληλα µε το σύνορο. 
 
Για την επίλυση ενός προβλήµατος θα πρέπει: 
 
1. Nα προσδιορισθούν οι άξονες συµµετρίας της κατασκευής. 
2. Nα υπολογισθούν τα διανύσµατα συµµετρικών και αντισυµµετρικών εξωτερι-

κών δυνάµεων κάνοντας χρήση των παραπάνω σχέσεων. 
3. Nα υπολογισθεί η απόκριση στο ένα τέταρτο της κατασκευής για κάθε ένα από 

τα τέσσερα παραπάνω διανύσµατα εξωτερικών δυνάµεων, και 
4. Nα προστεθούν τα αποτελέσµατα κάνοντας χρήση της αρχής της επαλληλίας. 
 

Το µεγαλύτερο µέρος του χρόνου αναλώνεται κατά την αντιστροφή του µητρώου 
ακαµψίας. Για κάθε ένα από τα τέσσερα συστήµατα εξωτερικών δυνάµεων θα 
απαιτηθεί και µία αντιστροφή. Επειδή όµως οι απαιτήσεις χώρου είναι της τάξης 
του Ν2, όπου Ν είναι η τάξη µεγέθους του µητρώου ακαµψίας, ο δε χρόνος αντι-
στροφής είναι της τάξης του Ν3. Οι απαιτήσεις µνήµης και χρόνου υπολογισµού 
είναι συνεπώς 1/16 αυτών που απαιτούνται για την αντιστροφή του µητρώου 
ακαµψίας ολόκληρης της κατασκευής. 
 
9. Προγραµµατισµός της µεθόδου της µητρωικής ανάλυσης 
 
Μέχρι τώρα η περιγραφή της µητρωικής ανάλυσης κατασκευών αρκέσθηκε στην 
παρουσίαση του θεωρητικού υποβάθρου της µεθόδου. Επειδή όµως κρίνεται ανα-
γκαία η αµεσότερη επαφή µε τον τρόπο προγραµµατισµού θα περιγραφούν παρα-
κάτω οι βασικές αρχές προγραµµατισµού της µεθόδου, ανεξάρτητα από χρησιµο- 
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Σχήµα 18 Περιπτώσεις συµµετρικής και αντισυµµετρικής φόρτισης σε ένα επίπεδο πλαίσιο  
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ποιούµενη γλώσσα. Υπολογιστικοί αλγόριθµοι όπως αυτός της µητρωικής ανάλυσης 
περιγράφονται ευκολότερα µε λογικά διαγράµµατα. Η συνδυασµένη χρήση  
 
α)  Tων λογικών διαγραµµάτων,  
β) ∆ιαθέσιµων υποπρογραµµάτων που επιτελούν συγκεκριµένους υπολογισµούς 

(για παράδειγµα, αντιστροφή µητρώου) και  
γ) Γνώση µίας υπολογιστικής γλώσσας υψηλού επιπέδου (FORTRAN, PASCAL, C, 

κ.ά.)  
 
επαρκούν ώστε ο ενδιαφερόµενος να µπορέσει να συντάξει δικό του πρόγραµµα 
µητρωικής ανάλυσης. Σηµειώνεται δε ότι τα βασικά βήµατα που επιτελούνται στη 
µητρωική ανάλυση είναι τα ίδια µε αυτά που ακολουθούνται και στα προγράµµατα 
πεπερασµένων στοιχείων. Η πιο σηµαντική διαφορά µεταξύ τους είναι ότι µε τα 
πεπερασµένα στοιχεία µελετώνται συνεχείς και όχι διακριτές κατασκευές. 
 
∆ιαδικασία επίλυσης προβλήµατος µε τη µέθοδο της µητρωικής ανάλυσης 
 
 
1. Σύνταξη του αρχείου αρχικών δεδοµένων7 
 
2. Σύνταξη του γενικού µητρώου ακαµψίας και µηδενισµός όλων των όρων. 
 
3. Υπολογισµός των µηκών των µελών, και σύνταξη των µητρώων µετασχηµατισµού 

κάθε στοιχείου. 
 
4. Ένταξη των υποµητρώων k11΄, k12΄, k22΄ που έχουν υπολογισθεί στο 3ο βήµα στο 

γενικό µητρώο ακαµψίας της κατασκευής. 
 
5. Μηδενισµός των σειρών και στηλών του Κ που αντιστοιχούν σε µηδενικές µετατο-

πίσεις εκτός των όρων της κύριας διαγωνίου, οι οποίοι τίθενται ίσοι µε τη 
µονάδα. 

 
6. Επίλυση της µητρωικής εξίσωση ισορροπίας της κατασκευής ή αντιστροφή του 

µητρώου ακαµψίας. 
 
7. Σύνταξη εκ νέου των υποµητρώων k11΄, k12΄, k22΄ για να υπολογισθούν οι εσωτερι-

κές δυνάµεις (και ροπές) στους κόµβους της κατασκευής 
 
8. Υπολογισµός των εσωτερικών δυνάµεων στο γενικό σύστηµα αναφοράς και σε 

συνέχεια στο τοπικό σύστηµα αναφοράς. 
 
9. Εκτύπωση των αποτελεσµάτων (εσωτερικών δυνάµεων). 

                                                           
7 Παράδειγµα ενός τέτοιου αρχείου που αφορά την κατασκευή του Σχήµατος 20 δίνεται παρακάτω. 
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Σχήµα 19 Λογικό διάγραµµα µητρωικής ανάλυσης κατασκευών 
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Σχήµα 20 Επίπεδο πλαίσιο µε δύο τρόπους φόρτισης 
 
Στο λογικό διάγραµµα του Σχήµατος 19 ο ακέραιος LC (Load Case No.) απαριθµεί 
τις διάφορες περιπτώσεις φόρτισης ενώ ο ακέραιος Ι αφορά την αρίθµηση των 
στοιχείων της κατασκευής κατά τη συγκρότηση του γενικού µητρώου ακαµψίας. Η 
εφαρµογή του λογικού διαγράµµατος γίνεται καλύτερα κατανοητή µε αναφορά σε 
συγκεκριµένο παράδειγµα. Θεωρούµε λοιπόν την κατασκευή του Σχήµατος 20. 
 
Αρχείο αρχικών δεδοµένων 
 
(α) Αρχικά δεδοµένα 
 
Κωδικός αριθµός ανάλυσης 17/23/Α 
Είδος κατασκευής Επίπεδο πλαίσιο 
Αριθµός µελών 4 
Αριθµός κόµβων 5 
Αριθµός στηριζόµενων κόµβων µε κύλιση 2 
Αριθµός περιπτώσεων φορτίσεων 2 
Μέτρο ελαστικότητας (kΝ/mm2) 200,0 
 
(β) Συντεταγµένες κόµβων 
 
Αριθµός κόµβου, ακολουθούµενος από τις συντεταγµένες 
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1 0 0 
2 0 4000 
3 7500 7000 
4 15000 4000 
5 15000 0 
(γ) Ιδιότητες διατοµών 
 
Αριθµός διατοµής, ροπή αδράνειας και εµβαδόν 
 
1 116.860.000 6830 
 
(δ) Πληροφορίες στοιχείων 
 
Αριθµός µέλους, αριθµοί κόµβων στα άκρα 1 και 2, τύπος διατοµής (από κατάλογο 
γ) και περιγραφή τρόπου στήριξης (π.χ. R - περιορισµένος) 
 
1 1 2 RR 
2 2 3 RR 
3 3 4 RR 
4 4 5 RR 
 
(ε) Οριακές συνθήκες 
 
Αριθµός κόµβου υπό περιορισµό και είδος περιορισµού 1 PΖ 
(PΖ σηµαίνει περιορισµό περιστροφής)  5 PΖ  
 
 (στ) Περιπτώσεις φορτίσεων 
 
1 1 0 -15000 
2 5 0 +15000 
3 0 0 0 
4 0 0 0 
5 0 0 0 
 
1 0 0 0 
2 0 0 0 
3 3 7,5 +18800 
4 3 7,5 -18800 
5 0 0 0 
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Αρχή

Ι=Ι+1

F1=N(E1-1)
F2=N(E2-1)

I=1

J=0

J=J+1

K(F1+I,F1+J)=K(F1+I,F1+J)+K11 (I,J)
K(F1+I,F2+J)=K12 (I,J)

K(F2+J,F1+I)=K(F1+I,F2+J)

’
’

K(F2+I,F2+J)=K(F2+I,F2+J)+K22 (I,J)’
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Σχήµα 21 Λογικό διάγραµµα διαδικασίας άµεσης σύνθεσης των ακαµψιών 
 
Υποπρόγραµµα σύνταξης γενικού µητρώου ακαµψίας 
 
Στο στάδιο 4 της παραπάνω διαδικασίας γίνεται η ένταξη των υποµητρώων των 
µητρώων ακαµψίας κάθε µέλους (στοιχείου) στο γενικό µητρώο ακαµψίας της κα-
τασκευής. Θα περιγραφεί στο σηµείο αυτό η διαδικασία αυτή, η οποία άλλωστε 
είναι και από τα σηµαντικότερα στάδια της όλης διαδικασίας της µητρωικής ανά-
λυσης κατασκευών. 

Η ένταξη των υποµητρώων στο γενικό µητρώο ακαµψίας γίνεται για κάθε ένα 
όρο ξεχωριστά, όπως δείχνει το λογικό διάγραµµα (Σχήµα 21). Στο διάγραµµα αυτό 
ισχύουν τα εξής: 

 
 Ν  =  αριθµός βαθµών ελευθερίας ανά κόµβο (1, 2, 3 ή 6) 
 Κ  =  Γενικό µητρώο ακαµψίας. Αρχικά kij = 0. 
 Ε1  =  Αριθµός κόµβου στο άκρο 1 του µέλους 
 Ε2  =  Αριθµός κόµβου στο άκρο 2 του µέλους 
 Ι, J =  ακέραιοι δείκτες 
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Σχήµα 22 Όροι γ.µ.α. για στοιχείο-δοκό (κόµβοι 7 και 12 στα άκρα) 
 
Στο Σχήµα 22 διαφαίνεται ο τρόπος ένταξης των όρων που αντιστοιχούν σε χωρικό 
πλαίσιο στο οποίο ένα στοιχείο-δοκός συνδέει τους κόµβους 7 και 12. Σε κάθε 
κόµβο του πλαισίου υπάρχουν 6 βαθµοί ελευθερίας. Οι βαθµοί ελευθερίας που 
αντιστοιχούν στους κόµβους 1-6 είναι οι 1-36 ενώ οι βαθµοί ελευθερίας που αντι-
στοιχούν στη συγκεκριµένη δοκό είναι οι 37-42 και 67-72. Στο Σχήµα 22 κάθε τε-
τράγωνο αντιστοιχεί σε έναν όρο. 
 
 
10. Τεχνικές βελτίωσης της απόδοσης προγραµµάτων µητρωικής  
 ανάλυσης 
 
10.1 Αρίθµηση των κόµβων της διακριτοποιηµένης κατασκευής 
 
Στην περίπτωση εκτεταµένων κατασκευών µε µεγάλο αριθµό βαθµών ελευθερίας, 
το µητρώο ακαµψίας που προκύπτει περιλαµβάνει πολλούς µηδενικούς όρους οι 
οποίοι συνήθως δεν βρίσκονται στην περιοχή της κύριας διαγωνίου του µητρώου. 

Ο αριθµός των µη-µηδενικών όρων του γενικού µητρώου ακαµψίας, είναι ανε-
ξάρτητος του τρόπου αρίθµησης των κόµβων. Εάν αλλάξουµε την σειρά αρίθµησης 
το µόνο που αλλάζει στο γενικό µητρώο ακαµψίας είναι η θέση των µη- µηδενικών 
όρων. Αυτό γίνεται προφανές από την υποθετική κατασκευή του Σχήµατος 23. Από 
την κατασκευή αυτή συµπεραίνεται ότι για να είναι κάποιος όρος διάφορος του  
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                      H      0
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  (α) (β) 
 
Σχήµα 23 Υποθετική κατασκευή µε στοιχεία 2 κόµβων και τα αντίστοιχα µητρώα 

ακαµψίας 8, 9 

 
 

y(v) y(v)

x(u) x(u)

2

2

4 46
6

5

5

3 3

1 1

 
 

Σχήµα 24 Επίπεδο πλαίσιο µε δύο τρόπους αρίθµησης των κόµβων 
(Ο πρώτος δίνει µικρό εύρος λωρίδας ενώ ο δεύτερος µεγάλο εύρος λωρίδας περί την κυρία διαγώνιο) 

 
 
 
                                                           
8 κάθε κόµβος έχει ένα βαθµό ελευθερίας 
9 οι µη-µηδενικοί όροι αριθµούνται µε κεφαλαία γράµµατα 
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 (α) Μητρώο ακαµψίας για πρώτη αρίθµηση κόµβων (β) Αποθήκευση σε µορφή λωρίδας 
 

Σχήµα 25 Στοιχεία µητρώου ακαµψίας κατασκευής  
 
µηδενός θα πρέπει να είναι παρών ο βαθµός ελευθερίας που αντιστοιχεί στους 
δείκτες (i, j) του µητρώου σε τουλάχιστον ένα στοιχείο. Ας σηµειωθεί ότι οι µη-
µηδενικοί όροι του µητρώου ακαµψίας δείχνονται στο Σχήµα 23 µε κεφαλαία 
γράµµατα. 

Εξετάζουµε στην συνέχεια την κατασκευή του Σχήµατος 24 όπου το µητρώο Κ 
έχει διαστάσεις 12×12 (2 βαθµούς ελευθερίας ανά κόµβο). Στο Σχήµα 25α παρου-
σιάζεται η τοπολογία του Κ για την αρίθµηση των κόµβων σύµφωνα µε το Σχήµα 
24α. Ο αριθµός των στηλών που περιλαµβάνουν µη-µηδενικούς όρους, συµπερι-
λαµβανόµενης και της κύριας διαγωνίου καλείται εύρος ή πλάτος λωρίδας10 και 
συµβολίζεται µε το b. Μπορούµε να υπολογίσουµε το µέγεθος του b προσθέτοντας 
µία µονάδα στη µέγιστη διαφορά των αριθµών των ενεργών βαθµών ελευθερίας στο 
γ.σ.α. που παρατηρούνται σε ένα στοιχείο. Για παράδειγµα, για την κατασκευή του 
Σχήµατος 23α, βρίσκουµε από το στοιχείο 2-5 ότι b=(5-2)+1=4. Για την κατασκευή 
στο Σχήµα 24α έχουµε ότι b=6 για τα στοιχεία 1-3, 2-4, 3-5, και 4-6. Αντίστοιχα, οι 
διαφορές των βαθµών ελευθερίας είναι 6-1=5, 8-3=5, 10-5=5 και 12-7=5. 

Στο Σχήµα 23 εµφανίζεται µία τεθλασµένη γραµµή που περιβάλλει το άνω µη-
µηδενικό συντελεστή σε κάθε στήλη του µητρώου. Η γραµµή αυτή καλείται περι-
βάλλουσα και αποτελεί χαρακτηριστική ποσότητα του µητρώου ακαµψίας. Από το 
σχήµα αυτό παρατηρούµε ότι τα µητρώα έχουν το ίδιο εύρος λωρίδας αλλά διαφο-
ρετική περιβάλλουσα. Κάνοντας χρήση των δύο αυτών ποσοτήτων, µπορούµε να 
αποθηκεύσουµε µόνο το τµήµα κάθε στήλης που περιλαµβάνεται µεταξύ της περι-
βάλλουσας και της κύριας διαγωνίου. Αυτή είναι µία εναλλακτική λύση από την 
αποθήκευση του µητρώου ακαµψίας που δείχνεται στο Σχήµα 25β. Συνεπώς η 
αρίθµηση της κατασκευής του Σχήµατος 23β είναι καλύτερη εφόσον µειώνεται ο 
αριθµός των συντελεστών του Κ που αποθηκεύεται. Συµπεραίνουµε ότι οι παρα-

                                                           
10 εύρος λωρίδας b = (matrix) bandwidth 
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πάνω διαδικασίες µπορούν να ελαττώσουν σηµαντικά τον αριθµό των απαιτούµε-
νων υπολογισµών και να αποκτάται έτσι λύση σε πιο πολύπλοκα προβλήµατα κά-
νοντας χρήση της ίδιας υπολογιστικής ικανότητας.  

 
10.2 Αυτόµατη αρίθµηση των κόµβων 
 
Έστω τώρα ότι θέλουµε να προσθέσουµε ένα κόµβο στο αριστερό τµήµα της κα-
τασκευής του Σχήµατος 24. Για να γίνει αυτό θα πρέπει να προστεθούν δύο ράβδοι 
που θα συνδέουν τον νέο κόµβο µε τους κόµβους 1 και 2. Για να περιορίσουµε το 
εύρος b θα πρέπει να γίνει εκ νέου αρίθµηση όλων των κόµβων της κατασκευής. Θα 
ήταν όµως πιο εύκολο εάν δινόταν ο αριθµός 7 στον νέο κόµβο και το ίδιο το 
πρόγραµµα αριθµούσε τους κόµβους, κάνοντας χρήση κάποιας αυτόµατης διαδι-
κασίας. Γενικότερα δε, θα ήταν επιθυµητό το πρόγραµµα να δέχεται την αρίθµηση 
των κόµβων που επιλέγει ο χρήστης, να κάνει στη συνέχεια νέα αρίθµηση ώστε να 
περιορίζεται ο αριθµός των απαιτούµενων υπολογισµών και τέλος να παρουσιάζο-
νται τα αποτελέσµατα µε την αρχική αρίθµηση. 

Σύγχρονα υπολογιστικά προγράµµατα περιλαµβάνουν αλγόριθµους επαναρίθ-
µησης, που κάνουν χρήση της θεωρίας γραφηµάτων11 και εξετάζουν ένα περιορι-
σµένο αριθµό αριθµήσεων κόµβων από τις Ν! δυνατές λύσεις για µητρώο ΝxΝ. 
Κατά κανόνα αποκτάται µε αυτό τον τρόπο µία καλύτερη λύση στο πρόβληµα της 
ελάττωσης του ηµι-εύρους της λωρίδας του µητρώου ακαµψίας αλλά όχι όµως η 
απόλυτα βέλτιστη λύση. 
 
10.3 Οριακές συνθήκες µετατοπίσεων 
 
Στη γενικότερη τους µορφή οι κόµβοι της διακριτοποιηµένης κατασκευής έχουν έξι 
βαθµούς ελευθερίας (τρεις µετατοπίσεις και τρεις περιστροφές). Σε πολλές 
εφαρµογές όµως δεν απαιτείται να αποκτηθούν αποτελέσµατα για όλους τους βαθ-
µούς ελευθερίας αλλά µόνο για ένα περιορισµένο αριθµό. Για παράδειγµα, κατά την 
ανάλυση επιπέδων πλαισίων δεν απαιτούνται η µετατόπιση στην  κατεύθυνση 0z και 
οι περιστροφές περί τους άξονες Οx και Οy. Εκτός αυτών πρέπει βέβαια να 
επιβληθούν οι οριακές συνθήκες ώστε να επιλύεται το σύστηµα των εξισώσεων 
ισορροπίας. Συνήθως οι οριακές συνθήκες αντιστοιχούν στο µηδενισµό ενός 
επαρκούς αριθµού βαθµών ελευθερίας. 

Για τον καλύτερο χειρισµό των µητρώων εισάγεται ένα νέο µητρώο που χρησι-
µοποιείται για να καθορισθούν οι µη-µηδενικοί βαθµοί ελευθερίας και αντίστοιχα οι 
µη-µηδενικοί όροι του γενικού µητρώου ακαµψίας της κατασκευής. Το µητρώο 
αυτό καλείται µητρώο αποστολής12 και συνήθως συµβολίζεται µε το ΙD. Ο αριθµός 
στηλών του µητρώου ΙD ισούται µε τον αριθµό των κόµβων της κατασκευής ενώ ο 
αριθµός των σειρών αντιστοιχεί στον µέγιστο αριθµό βαθµών ελευθερίας ανά κόµβο 

                                                           
11 θεωρία γραφηµάτων = graph theory 
12 µητρώο αποστολής = destination array 
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Σχήµα 26 Κατασκευή µε προκαθορισµένους βαθµούς ελευθερίας 
 
(συνήθως 6). Η χρήση του µητρώου ΙD θα καταστεί πιο σαφής µέσω του 
παραδείγµατος που ακολουθεί. 

Για την κατασκευή του Σχήµατος 26, υποθέτουµε ότι το πρόγραµµα επιτρέπει τη 
χρήση 6 βαθµών ελευθερίας σε κάθε κόµβο. Το µητρώο ΙD έχει τότε 6 σειρές και 
οκτώ στήλες. 

Αρχικά µηδενίζονται όλοι οι όροι του µητρώου. Μετά, µε βάση τα αρχικά δε-
δοµένα του προγράµµατος, οι όροι που αντιστοιχούν σε προκαθορισµένους βαθµούς 
ελευθερίας τίθενται ίσοι µε τη µονάδα. Από το σχήµα προκύπτει ότι 
v1=u5=v5=u7=0. Πρέπει επίσης να γίνει απαλοιφή α) της µετατόπισης κάθετα στο 
επίπεδο της κατασκευής και β) των τριών περιστροφών θx, θy και θz για κάθε κόµβο 
της κατασκευής. Το µητρώο ΙD της κατασκευής είναι τότε: 
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όπου ο βαθµός ελευθερίας που αντιστοιχεί σε κάθε σειρά φαίνεται στην τελευταία 
στήλη. Στο επόµενο στάδιο γίνεται η µετατροπή του µητρώου ΙD σε κατάλογο 
αριθµών των εξισώσεων, απαριθµώντας τα µηδενικά κάθε στήλης και µετατρέπο-
ντας τις µονάδες σε 0. Η διαδικασία αυτή εφαρµοζόµενη στο µητρώο ΙD του πα-
ραπάνω παραδείγµατος µας δίνει το µετασχηµατισµένο µητρώο ΙD παρακάτω. Στο 
µητρώο αυτό τα µηδενικά αντιστοιχούν πλέον σε βαθµούς ελευθερίας που δεν θα 
εµφανισθούν στο διάνυσµα των µετατοπίσεων U. Αριθµοί διάφοροι του µηδενός 
υποδηλώνουν αριθµό εξίσωσης που αντιστοιχεί σε ενεργό βαθµό ελευθερίας. 
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Για παράδειγµα, για να υπολογισθεί ο όρος του µητρώου ακαµψίας Κ που αντι-

στοιχεί στον κόµβο 7, πηγαίνουµε στη στήλη 7 του παραπάνω µητρώου και παρα-
τηρούµε ότι όλοι οι βαθµοί ελευθερίας έχουν περιορισθεί εκτός του v7, που εµφα-
νίζεται ως U10 στο διάνυσµα U. Το µητρώο Κ της στηριζόµενης κατασκευής έχει 
διαστάσεις 12x12 όπου το Νeq=12 υπολογίζεται από τις παρακάτω γραµµές του 
προγράµµατος: 
 
  NEQ=0 
  DO 62 N=1, NUMNP 
  DO 60 J=1, NDOF 
C   Transfer if d.o.f. is fixed. Otherwise  
C  increment NEQ 
  IF(ID(J,N).GT.0) GO TO 58 
  NEQ=NEQ+1 
  ID(J,N)=NEQ 
  GO TO 60 
 58  ID(J,N)=0 
 60   CONTINUE 
 62    CONTINUE 
 
όπου NUMP = αριθµός κόµβων κατασκευής 
 ΝDOF  = µέγιστος αριθµός βαθµών ελευθερίας ανά κόµβο 
 ΝΕQ = αριθµός ενεργών βαθµών ελευθερίας 
 

Για να συγκροτηθεί το µητρώο ακαµψίας µε τη µορφή του Σχήµατος 25β, δια-
τηρώντας όµως µόνο τους ενεργούς βαθµούς ελευθερίας, κάνουµε χρήση του µη-
τρώου ΙD στον παρακάτω κώδικα. 
 
  DO 500 N=1,NUMEL 
  CALL ELEMNT 
  I=NOD(1,N) 
  J=NOD(2,Ν) 
  KK(1)=ID(1,I) 
  KK(2)=ID(2,Ι) 
  KK(3)=ID(1,J) 
  KK(4)=ID(2,J) 
  DO 400 I=1,4 
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  IF (KK(I).LE.0) GO TO 400 
  K=KK(I) 
  R(K)=R(K)+RE(I) 
  DO 300 J=1,4 
  IF (KK(J).LT.K) GO TO 300 
  L=KK(J)-K+1 
  S(K,L)=S(K,L)+SE(I,J) 
300  CONTINUE 
400  CONTINUE 
500  CONTINUE 
 

Το µητρώο ΚΚ περιλαµβάνει αριθµούς εξισώσεων για κάθε στοιχείο. Για πα-
ράδειγµα, στη ράβδο 1-3 στο Σχήµα 26 αντιστοιχούν οι αριθµοί 1, 0, 4 και 5, όπως 
προκύπτει από τις στήλες 1 και 3 του µητρώου ΙD. Η πρώτη εντολή ΙF αποβάλλει 
τους όρους Kij που αντιστοιχούν σε προκαθορισµένους βαθµούς ελευθερίας (για 
παράδειγµα ΚΚ(2)=0, δηλαδή v1=0). Η δεύτερη εντολή ΙF αποβάλλει τις αντίστοιχες 
στήλες για τις οποίες έχουν προκαθορισθεί οι βαθµοί ελευθερίας. Επίσης απο-
βάλλονται οι µη-µηδενικοί όροι του µητρώου ακαµψίας κάτω από την κύρια δια-
γώνιο. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα έχει υποτεθεί ότι τα µητρώα ακαµψίας k είναι 
4x4. Στην πράξη ο αλγόριθµος πρέπει να επιτρέπει την επίλυση µητρώου ακαµψίας 
οποιωνδήποτε διαστάσεων. 
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