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Βασικές αρχές µελέτης των κατασκευών 
 
 
1. Εισαγωγή 
 
Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο γίνεται αναφορά σε έννοιες της µηχανικής που εν 
πολλοίς συνιστούν το θεωρητικό υπόβαθρο των αριθµητικών µεθόδων που χρησι-
µοποιούνται σήµερα. Στο πρώτο εδάφιο ορίζεται η σύµβαση των πρόσηµων που 
χρησιµοποιούνται σε όλη την έκταση του κειµένου, και που αποτελεί σηµείο ανα-
φοράς για τον αναγνώστη. Σε συνέχεια γίνεται µια σύντοµη περιγραφή διαφόρων 
µεθόδων που χρησιµοποιούνται για την επίλυση προβληµάτων της µηχανικής των 
κατασκευών. Οι µέθοδοι υποδιαιρούνται σε απειροστικές1 και σε αυτές που βασί-
ζονται στη µέθοδο των µεταβολών2, που και αποτελούν το υπόβαθρο της µεθόδου 
των πεπερασµένων στοιχείων3. Σε µεταγενέστερα κεφάλαια γίνεται αναφορά στο 
περιεχόµενο του Κεφαλαίου 1. 
  
 
2. Σύµβαση πρόσηµων 
 
2.1 Συστήµατα αναφοράς 
 

 
 

Σχήµα 1 Ορισµός θετικής φοράς αξόνων καρτεσιανού συστήµατος αναφοράς 

                                                           
1 απειροστικός = infinitesimal 
2 µέθοδος των µεταβολών = variational method 
3 µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων = finite element method 



 
2 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 
Στο παρόν κείµενο γίνεται εκτενής χρήση ορθογωνίων (καρτεσιανών) συστηµάτων 
αναφοράς µε άξονες Ox, Oy Oz κάθετους µεταξύ τους. Μόνο δεξιόστροφα συστή-
µατα χρησιµοποιούνται, και κατά συνέπεια µετά την επιλογή της θετικής φοράς 
δύο αξόνων, έστω των Ox και Oy, η θετική φορά του τρίτου άξονα ορίζεται ως 
εκείνη της εξέλιξης δεξιόστροφου κοχλία που κινείται από τον άξονα Ox προς τον 
Oy, κατά την ορθή γωνία που παρεµβάλλεται µεταξύ των αξόνων αυτών (Σχήµα 
1). 
 
2.2  ∆υνάµεις και ροπές 
 
Θεωρούµε ένα σώµα στην επιφάνεια του οποίου ασκούνται δυνάµεις σε συγκεκρι-
µένα σηµεία. Στο i-οστό σηµείο ασκούνται τότε δύναµη fi και ροπή mi. Στον τρισ-
διάστατο χώρο Oxyz απαιτούνται τρεις συνιστώσες για να ορισθούν πλήρως τα 
διανύσµατα αυτά. Κατά κανόνα οι συνιστώσες των διανυσµάτων ορίζονται ως πα-
ράλληλες προς ένα σύστηµα ορθογωνίων καρτεσιανών συντεταγµένων. Σε διανυ-
σµατική γραφή, έχουµε: 
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όπου fxi, κλπ είναι οι συνισταµένες παράλληλες µε τους αντίστοιχους άξονες ανα-
φοράς. Οι συνισταµένες δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 
 
 αcosff

ix =  βcosff
iy =  γcosff

iz =  (2) 
 
όπου οι ποσότητες cosα, cosβ και cosγ είναι τα συνηµίτονα διεύθυνσης του διανύ-
σµατος f. Τα συνηµίτονα αυτά συνήθως συµβολίζονται ως εξής: 
 
 lαcos =  mβcos =  nγcos =  
 

Σηµειώνουµε ότι οι συνισταµένες του διανύσµατος f εξαρτώνται από το µέτρο 
του f αλλά όχι από τις συντεταγµένες του σηµείου επιβολής του. Εάν σε ένα ση-
µείο ασκούνται διάφορες δυνάµεις fi, fj, κλπ, το άθροισµά τους είναι το άθροισµα 
των συνισταµένων της κάθε δύναµης σε κάθε κατεύθυνση. Άρα, για να επέλθει 
ισορροπία στο συγκεκριµένο σηµείο, θα πρέπει η συνιστώσα σε κάθε κατεύθυνση 
να είναι ίση µε το µηδέν, δηλαδή, 
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Σχήµα 2 Ορισµός πρόσηµου ροπής 
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Η παραπάνω σχέση δεν εξασφαλίζει όµως την απουσία ροπής στο συγκεκρι-

µένο σηµείο. Θεωρούµε τις ροπές της δύναµης f1 περί τους τρεις άξονες αναφοράς. 
Η ροπή της f1 περί οποιονδήποτε άξονα, έστω τον Ox, ισούται µε το άθροισµα των 
ροπών των συνιστωσών της περί τον συγκεκριµένο άξονα. Εάν η f1 ασκείται στο 
σηµείο (x1, y1, z1), τότε η συνιστώσα fz1 έχει µοχλοβραχίονα y1 περί τον άξονα Ox 
και η προκύπτουσα ροπή έχει µέγεθος fz1y1 περί τον άξονα αυτό. Παρόµοια, η συ-
νιστώσα fy1 προκαλεί ροπή –fy1z1, ενώ η συνιστώσα fx1 που είναι παράλληλη προς 
τον άξονα Ox, προκαλεί µηδενική ροπή.  Άρα, η ροπή της f1 περί τον άξονα Ox 
ισούται µε fz1y1–fy1z1. Παροµοίως οι αντίστοιχες ροπές περί τους άξονες Oy και Oz 
είναι fx1z1–fz1x1 και fy1x1–fx1y1. Συνεπώς, για να µην προκύψει ροπή περί το σηµείο 
λόγω της επιβολής των δυνάµεων f1, f2, . . . fn, θα πρέπει να ισχύσει η παρακάτω 
συνθήκη: 
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Στην παραπάνω σχέση η ροπή περί τον άξονα Ox εκφράζεται ως Σ(fzy–fyz) αντί 

του Σ(fyz–fzy), σύµφωνα µε τη σύµβαση πρόσηµου που θα τηρηθεί σε όλη την έ-
κταση του κειµένου.  



 
4 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 

 
    (α) Θετική φορά (β) Αρνητική φορά 
 

Σχήµα 3 Ροπές µε θετική και αρνητική φορά 
 

Θεωρούµε ροπή Μ, µεγέθους Μ, που ασκείται στο επίπεδο που δείχνεται στο 
Σχήµα 3. Η ροπή παριστάνεται µε ευθύγραµµο τµήµα η φορά του οποίου δείχνεται 
µε διπλό βέλος. Το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος αντιστοιχεί στο µέγεθος Μ 
ενώ η φορά της ροπής είναι κάθετη στο επίπεδο που ασκείται η ροπή. Η φορά είναι 
σύµφωνη µε δεξιόστροφο κοχλία και συνεπώς εάν αντιστραφεί η φορά της ροπής, 
αντιστρέφεται και αυτή του διπλού βέλους. 

Μια ροπή που ασκείται σε συγκεκριµένο σύστηµα αναφοράς καλείται θετική 
εάν το βέλος του διανύσµατος είναι στη θετική φορά του συγκεκριµένου συστήµα-
τος αναφοράς. Άρα, οι ροπές στο Σχήµα 3α είναι όλες θετικές ενώ στο Σχήµα 3β 
είναι όλες αρνητικές. Εάν ασκούνται περισσότερες από µία ροπές τότε µπορούν να 
αντικατασταθούν από τις συνισταµένες τους περί τους άξονες αναφοράς. Συνεπώς, 
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Το άθροισµα n ροπών είναι τότε το άθροισµα των συνιστωσών τους: 
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και για ισορροπία,  
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Σχήµα 4 Γενικευµένες δυνάµεις σε σηµείο επιφάνειας σώµατος 
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Πιο γενικά, αναφερόµαστε στο διάνυσµα των γενικευµένων δυνάµεων που α-

σκούνται σε σηµείο i ως: 
 
  [ ]Tzyxzyxi iiiiii

mmmffff ≡  (8) 
 
2.3 Tάσεις 
 
Θεωρούµε ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε κέντρο στο σηµείο a (x, y, z) και 
µήκη πλευρών dx, dy και dz. Οι τάσεις που αναπτύσσονται στις έξι έδρες δείχνο-
νται στο Σχήµα 5. 

Επειδή τα µεγέθη και οι διευθύνσεις των δυνάµεων αρχικά δεν είναι γνωστές, 
επιλέγονται αυθαίρετες τιµές. Θεωρούµε την τάση που αφορά την έδρα που είναι 
κάθετη στον άξονα Oz. Η τάση αυτή µπορεί να αναλυθεί σε µια συνιστώσα κάθετα 
στην έδρα (σz) και σε µια συνιστώσα που κείται στο επίπεδο της έδρας (τ). Η τε-
λευταία µπορεί να αναλυθεί περαιτέρω σε συνιστώσες παράλληλες προς τους άξο-
νες Ox (τzx) και Oy (τzy). Η ίδια διαδικασία µπορεί να ακολουθηθεί και για τις τά-
σεις στις υπόλοιπες έδρες και έτσι η εντατική κατάσταση περιγράφεται συνολικά 
στο Σχήµα 6. 

Τα σύµβολα και η σύµβαση πρόσηµων που χρησιµοποιούνται βρίσκουν γενική 
εφαρµογή στη µηχανική των κατασκευών. Οι ορθές τάσεις συµβολίζονται µε το σ, 
ενώ ο δείκτης που προστίθεται υποδηλώνει την έδρα στην οποία ασκείται η συγκε-
κριµένη τάση. Συνεπώς, σx είναι η ορθή τάση που ασκείται στην έδρα που είναι κά- 



 
6 Υπολογιστικές µέθοδοι και εφαρµογές σε λεπτότοιχες κατασκευές 
 
 

  
 

Σχήµα 5 Στοιχειώδες ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο υπό εντατική κατάσταση 
 

 
 

Σχήµα 6 Συνιστώσες τάσεων που ασκούνται σε στοιχειώδες ορθογώνιο 
παραλληλεπίπεδο 
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θετη στον άξονα Ox. Οι διατµητικές τάσεις συµβολίζονται µε το τ και δύο δείκτες. 
Ο πρώτος δηλώνει την επιφάνεια στην οποία ασκείται η τάση, ενώ ο δεύτερος τη 
διεύθυνση της τάσης. Συνεπώς, τxy είναι διατµητική τάση που ασκείται σε έδρα 
κάθετη στον άξονα Ox µε διεύθυνση παράλληλη προς τον άξονα Oy. 
 
Σύµβαση πρόσηµων 
 
Ως θετική λαµβάνεται µια τάση όταν εφελκύει την έδρα στην οποία ασκείται, και 
αντίστοιχα, µια θλιπτική τάση λαµβάνεται ως αρνητική. Συνεπώς, για την έδρα 
Α’B’C’D’ (Σχήµα 6), η θετική ορθή τάση έχει φορά παράλληλη προς τον άξονα 
Ox, ενώ για την έδρα ABCD η θετική ορθή τάση έχει φορά αντίθετη µε τον άξονα 
Ox. 

Η θετική φορά των διατµητικών τάσεων εξαρτάται από τη φορά της αντίστοι-
χης ορθής τάσης στη συγκεκριµένη έδρα. Ορίζεται τότε, ότι, αν η θετική ορθή τά-
ση έχει την ίδια φορά µε τον αντίστοιχο άξονα αναφοράς, τότε η διατµητική τάση 
στην ίδια έδρα έχει επίσης θετική φορά. Για παράδειγµα, στην έδρα ABCD, η θετι-
κή σx έχει ίδια φορά µε τον άξονα Ox. Κατά συνέπεια, οι διατµητικές τάσεις, που 
έχουν τη φορά των Oy και Oz έχουν θετικό πρόσηµο. Στην έδρα A’B’C’D’ όµως, η 
θετική σx έχει φορά αντίθετη του άξονα Ox. Κατά συνέπεια, οι θετικές διατµητικές 
τάσεις έχουν φορά αντίθετη των αξόνων Oy και Oz αντίστοιχα. 
 
2.4 Τέµνουσες δυνάµεις και καµπτικές ροπές 
 
Για το στοιχείο της κατασκευής που δείχνεται στο Σχήµα 7, ως διαµήκης κεντρο-
βαρικός άξονας ορίζεται ο Ox. Αν το ορθό διάνυσµα (τάση) σε κάποια έδρα του 
στοιχείου έχει φορά προς τα έξω και αυτή είναι ίδια µε αυτή του άξονα Οx, τότε το 
θετικό διάνυσµα τέµνουσας δύναµης έχει τη φορά του άξονα Oy και η θετική κα-
µπτική ροπή έχει τη φορά του άξονα Oz. Η σύµβαση αυτή είναι συµβατή µε αυτή 
που χρησιµοποιήθηκε στην περίπτωση των τάσεων. Επίσης, διευκολύνει τη µελέτη 
των ραβδωτών κατασκευών µε τη µέθοδο της µητρωικής ανάλυσης. 

Μπορούµε να κάνουµε χρήση της παραπάνω σύµβασης εξετάζοντας την τέ-
µνουσα δύναµη και την καµπτική ροπή που ασκούνται σε τοµή C της δοκού ΑΒ 
(Σχήµα 7). Εάν θεωρήσουµε την έδρα C τότε η κάθετη µε φορά προς τα έξω έχει 
φορά ίδια µε αυτή του άξονα Ox. Η θετική φορά  της τέµνουσας δύναµης και της 
καµπτικής ροπής δείχνονται τότε στο Σχήµα 8. Εάν τώρα εξετάσουµε την έδρα C 
του τµήµατος CB της δοκού, τότε η κάθετη µε φορά προς τα έξω έχει φορά αντί-
θετη αυτής του άξονα Ox. Οι αντίστοιχες φορές της τέµνουσας δύναµης και της 
καµπτικής ροπής δείχνονται στο Σχήµα 8. Καθίσταται σαφές ότι η θετική φορά της 
τέµνουσας δύναµης και της καµπτικής ροπής εξαρτάται από την επιλογή της θετι-
κής φοράς της κάθετης προς τη συγκεκριµένη επιφάνεια. 

Στην περίπτωση µιας απλής δοκού, αν η θετική φορά του άξονα Ox είναι προς 
τα δεξιά και αυτή του άξονα Oy προς τα πάνω, τότε,  
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Σχήµα 7 Σύµβαση πρόσηµου ροπής ως προς σύστηµα αναφοράς 
 
 

  
 
(α) ∆ιατµητική δύναµη (θετική φορά) (β) ∆ιατµητική δύναµη (αρνητική φορά) 
 

  
 
(γ) Καµπτική ροπή (θετική φορά) (δ) Καµπτική ροπή (αρνητική φορά) 
 

Σχήµα 8 Σύµβαση πρόσηµων τέµνουσας δύναµης και καµπτικής ροπής 
 
α) Αν η συνιστώσα δύναµη στην αριστερή έδρα της δοκού ασκείται προς τα 

κάτω, τότε η τέµνουσα δύναµη στην τοµή αυτή είναι θετική. 
β) Η καµπτική ροπή που έχει σαν αποτέλεσµα η άνω έδρα της δοκού να είναι 

κοίλη, λαµβάνεται ως θετική. 
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3. Μεθοδολογίες επίλυσης κατασκευών 
 
3.1 Γενική διατύπωση του προβλήµατος. Οι διάφορες µεθοδολογίες. 
 
Το γενικό πρόβληµα της µηχανικής των κατασκευών µπορεί να διατυπωθεί ως ε-
ξής: 
 

να αποκτηθούν οι τιµές συνάρτησης φ σε σηµεία P που περιέχονται στο 
χώρο Ω, που υπόκειται σε συµπεριφορά Γ και περιορισµούς β  

 
Η συνάρτηση φ µπορεί να είναι µετατόπιση, συνισταµένη τάσης, τασική συνάρ-
τηση κλπ. Τα σηµεία P µπορεί να είναι το σύνολο των σηµείων που απαρτίζουν το 
συνεχές µέσο, τµήµατά του ή µεµονωµένα σηµεία. Η συµπεριφορά Γ µπορεί να 
περιγραφεί είτε από εξισώσεις ισορροπίας, καταστατικές εξισώσεις και σχέσεις 
συµβιβαστού είτε από µία γενική αρχή, όπως η αρχή της ελάχιστης δυναµικής ε-
νέργειας. Οι περιορισµοί β περιλαµβάνουν όλες τις συνοριακές και αρχικές συν-
θήκες.  

Για να επιτευχθεί το ζητούµενο, µπορούµε να ακολουθήσουµε δύο διαφορετι-
κούς τρόπους, που εξαρτώνται από τον τρόπο περιγραφής της συµπεριφοράς της 
κατασκευής. Ο πρώτος τρόπος καλείται απειροστικός, και βασίζεται κατ’ αρχή στη 
διατύπωση των µερικών διαφορικών εξισώσεων που διέπουν τη συµπεριφορά της 
συγκεκριµένης κατασκευής, σύµφωνα µε το Γ. Η επίλυση του προβλήµατος απο-
κτάται τότε µε τη λύση (ολοκλήρωση) των εξισώσεων στο χώρο Ω και εφαρµόζο-
ντας τους σχετικούς περιορισµούς β. Ο δεύτερος τρόπος βασίζεται στην απόκτηση 
της µεταβολικής αρχής που διέπει το συγκεκριµένο πρόβληµα και ισχύει στο χώρο 
Ω. Σε συνέχεια, η µεταβολική αρχή διατυπώνεται ως συναρτησιακό χ της συνάρ-
τησης φ στο χώρο Ω. Το συναρτησιακό χ υπόκειται σε περιορισµούς β. Η επίλυση 
του προβλήµατος συνίσταται τότε στην εύρεση στάσιµων τιµών του χ. 

Η πρώτη µέθοδος αποτελεί την πρώτη προσέγγιση στην επίλυση των κατα-
σκευών. Μπορεί επίσης να διατυπωθεί σε µητρωική µορφή και να αποκτηθούν οι 
αντίστοιχες λύσεις. 

Η απόκτηση λύσεων κλειστής µορφής των εξισώσεων ελαστικότητας για πολύ-
πλοκες κατασκευές είναι εφικτή σε ελάχιστες, µεµονωµένες, περιπτώσεις. Αρχικά, 
το ενδιαφέρον των ερευνητών επικεντρώθηκε στον υπολογισµό των µετατοπίσεων 
και των δυνάµεων που ασκούνται σε ραβδωτές κατασκευές, και ιδιαίτερα των στα-
τικά ορισµένων, για τις οποίες η εφαρµογή των συνθηκών ισορροπίας σε έναν α-
ριθµό κόµβων επαρκεί για τον ορισµό του εσωτερικού εντατικού πεδίου και των 
µετατοπίσεων. Στις στατικά αόριστες κατασκευές οι συνθήκες ισορροπίας δεν ε-
παρκούν, και το 1827 ο Navier αντελήφθη ότι επιτυγχάνεται λύση του προβλήµα-
τος µε επίλυση ως προς τις µετατοπίσεις των κόµβων. Αποκτώνται τότε εξισώσεις, 
ο αριθµός των οποίων ισούται µε τον αριθµό των αγνώστων µετατοπίσεων, οπότε  
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να αποκτηθούν οι τιµές συνάρτησης φ σε σηµεία P που περιλαµβάνονται στο
χώρο Ω, που υπόκειται σε συµπεριφορά Γ και περιορισµούς β

Απειροστική µέθοδος Μέθοδος µεταβολών

∆ιατύπωση των µερικών
διαφορικών εξισώσεων που
διέπουν τη συµπεριφορά της
συγκεκριµένης κατασκευής,

σύµφωνα µε το Γ

∆ιατύπωση της µεταβολικής
αρχής που διέπει το

συγκεκριµένο πρόβληµα και
ισχύει στο χώρο Ω

Λύση των εξισώσεων στο
χώρο Ω, επιβάλλοντας
τους σχετικούς
περιορισµούς β

Η µεταβολική αρχή
διατυπώνεται ως
συναρτησιακό χ της φ στο
χώρο Ω, που υπόκειται στους
περιορισµούς β. Η επίλυση
του προβλήµατος συνίσταται
τότε στην εύρεση στάσιµων
τιµών του χ.

Αναλυτική Αριθµητική
η φ συνεχής στο πεδίο Ω η φ συνεχής κατά

τµήµατα στο πεδίο Ω

Ακριβής Προσεγγιστική Αριθµητική
ολοκλήρωση

Πεπερασµένες
διαφορές

Μέθοδος
Rayleigh-Ritz και

σχετικές

Rayleigh Ritz Galerkin

Μέθοδος
Πεπερασµένων

Στοιχείων

Μετατοπίσεων
Ακαµψίας
Ισορροπίας

∆υνάµεων
Ευκαµψίας

Συµβατότητας
Newton-
Coates

Gauss-
Legendre  

 
Σχήµα 9 Μέθοδοι ανάλυσης κατασκευών 

 
η λύση του προβλήµατος είναι εφικτή. Η µέθοδος αυτή δεν χρησιµοποιήθηκε µέχρι 
την εποχή των Η/Υ, που επιτρέπουν την ταχεία επίλυση µεγάλων συστηµάτων εξι-
σώσεων. 

Το 1873, ο Castigliano διατύπωσε τα δύο θεωρήµατά του4, ενώ το 1889 ο 
Engesser εισήγαγε την έννοια της συµπληρωµατικής ενέργειας παραµόρφωσης. Ε-
πίσης γενίκευσε τα θεωρήµατα του Castigliano για εφαρµογή και σε µη-γραµµικές 
κατασκευές. Το 1955 ο Αργύρης έδειξε ότι όλα τα ενεργειακά θεωρήµατα µπορούν 
να αποκτηθούν από τις παρακάτω δύο συµπληρωµατικές αρχές: 
 

                                                           
4 εδάφια 3.3.2, 3.3.4 παρακάτω 
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 α) Της αρχής των δυνατών έργων ( ή δυνατών µετατοπίσεων) και 
 β) Της αρχής του συµπληρωµατικού δυνατού έργου 
 
Οι δύο αυτές αρχές παρουσιάζονται σε εδάφια που ακολουθούν. 
 
3.2 Η µέθοδος της ισορροπίας κατασκευών 
 
Στα εδάφια που ακολουθούν θα κάνουµε µια σύντοµη αναδροµή στις βασικές έν-
νοιες της µηχανικής των κατασκευών για να γίνουν αντιληπτές οι διαφορές των 
δύο διαφορετικών προσεγγίσεων στο πρόβληµα: της µεθόδου ισορροπίας και των 
ενεργειακών µεθόδων µελέτης των κατασκευών. 
 
3.2.1 Εισαγωγή 
 
Η µελέτη µίας κατασκευής, ανεξάρτητα από τη µορφή της και την εξωτερική φόρ-
τιση που ασκείται σε αυτή, βασίζεται στη διατύπωση των συνθηκών ισορροπίας 
και συµβιβαστού καθώς και στις σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων (καταστατικές 
εξισώσεις5). Οι συνθήκες αυτές και οι σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων µπορούν 
να περιγραφούν µε απλές µαθηµατικές εξισώσεις ώστε να διευκολύνεται η κατα-
νόηση και εφαρµογή τους. 
 
3.2.2 Συνθήκη ισορροπίας 
 
Θεωρούµε µία κατασκευή στην οποία ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις, για παρά-
δειγµα αυτή του Σχήµατος 10α.  

Η συνθήκη ισορροπίας συνδέει τις εξωτερικές δυνάµεις µε τις αντίστοιχες τά-
σεις σ που αναπτύσσονται στο εσωτερικό της κατασκευής. Για παράδειγµα, στο 
Σχήµα 10β η εξωτερική δύναµη F που ασκείται στην αρθρωτή σύνδεση Α1 ισορ-
ροπείται από τις αντίστοιχες εσωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στις δύο ρά-
βδους. Επίσης, στα τµήµατα µίας κατασκευής όπου δεν ασκούνται εξωτερικές δυ-
νάµεις, η συνθήκη ισορροπίας συνδέει τις τάσεις που εξασκούνται εκατέρωθεν 
µίας τυχούσας διατοµής, π.χ. της διατοµής ΑΑ’ της ράβδου Α1Β1 (Σχήµατα 10α, 
10γ). Στην περίπτωση αυτή αναφερόµαστε στην ισορροπία των εσωτερικών δυνά-
µεων. 
 
3.2.3 Συνθήκη συµβιβαστού 
 
Η συνθήκη συµβιβαστού6 συνδέει τις παραµορφώσεις (ε) µίας κατασκευής µε τις 
αντίστοιχες µετατοπίσεις (u). Συνεπώς η συνθήκη αυτή εκφράζεται ανάλογα µε 
τον τρόπο που παραµορφώνεται η κατασκευή, (επιµήκυνση, διάτµηση). Στο παρά  
                                                           
5 καταστατική εξίσωση = constitutive equation 
6 η συνθήκη αυτή επίσης αναφέρεται ως το συµβιβαστό των παραµορφώσεων – µετατοπίσεων 
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(α) ∆ιάταξη κατασκευής 
 

  
 

(β) Ισορροπία δυνάµεων στην σύνδεση Α1  (γ) Ισορροπία τάσεων/δυνάµεων  
  στην διατοµή αα’ 

 
Σχήµα 10 Κατασκευή αποτελούµενη από δύο αρθρωτές ράβδους 

 
δειγµα του Σχήµατος 10, οι ράβδοι Α1Β1 και Α1Γ1 παραµορφώνονται µόνο κατά 
µήκος των αξόνων τους επειδή η σύνδεση Α1 είναι αρθρωτή. Εποµένως για δύο 
τυχαία σηµεία Α1 και ∆1 της ράβδου Α1Β1, η συνθήκη συµβιβαστού γράφεται αντί-
στοιχα: 
 
 LuεL 1A=   και 

1∆uε =   (9) 
 
(Σχήµα 11). Παρατηρούµε ότι εεL = , επειδή η ράβδος υπόκειται σε οµοιόµορφη 
θλίψη. 
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3.2.4 Καταστατικές εξισώσεις 
 
Οι σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων βασίζονται σε ελεγχόµενα πειράµατα που 
γίνονται σε δοκίµια του κάθε υλικού (εφελκυσµός, θλίψη, διάτµηση, κόπωση). Σε 
ορισµένες εφαρµογές, λόγω της µορφής και του µεγέθους της φόρτισης, είναι απα-
ραίτητη η χρήση ελαστο-πλαστικών σχέσεων τάσεων-παραµορφώσεων όπου λαµ-
βάνεται υπόψη ότι το υλικό υπόκειται σε µόνιµες, µη-αντιστρεπτές, πλαστικές πα-
ραµορφώσεις. Γενικά σε πολλές µηχανολογικές και ναυπηγικές κατασκευές, όπου 
πρωτεύοντα ρόλο έχουν τα µεταλλικά κράµατα, µπορεί να θεωρηθεί ότι η συµπε-
ριφορά του υλικού είναι ελαστική. 
 

 
 

Σχήµα 11 Αξονικές µετατοπίσεις λόγω θλίψης του άκρου Α1 και σε τυχαίο 
σηµείο ∆1 της ράβδου Α1Β1 (Σχήµα 10) 

 
Οι ελαστικές παραµορφώσεις είναι αντιστρεπτές και οι σχέσεις τάσεων - παρα-

µορφώσεων αποτελούν µία γενίκευση του νόµου του Hooke, ο οποίος για µονο-
διάστατη φόρτιση δίνεται από την γνωστή γραµµική σχέση σ = Εε, όπου Ε είναι το 
µέτρο ελαστικότητας του υλικού. 

Στο παρακάτω παράδειγµα γίνεται η εφαρµογή των συνθηκών ισορροπίας, 
συµβιβαστού, και του νόµου του Hooke για να ευρεθούν οι µετατοπίσεις σε µία 
απλή κατασκευή που φέρει εξωτερικό φορτίο. 
 
Παράδειγµα 1 
 
Το διδιάστατο πλαίσιο του Σχήµατος 12 αποτελείται από τις τρεις ράβδους (1-2), 
(2-3), και (3-1) οι οποίες συνδέονται στα σηµεία (1), (2), και (3) µε αρθρωτές συν-
δέσεις. Τα άκρα (1) και (3) του πλαισίου είναι αµετάθετα ενώ στο ελεύθερο άκρο 
(2) ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις Fx2 και Fy2. Ζητείται να υπολογισθούν οι µετα-
τοπίσεις του σηµείου (2). ∆ίνεται ότι οι τρεις ράβδοι έχουν την ίδια µορφή διατο-
µής µε εµβαδόν A. 
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(α) Γεωµετρία 
 

 
 

(β) Ισορροπία δυνάµεων στο σηµείο 2  
 

 
 

(γ) Περιστροφές στο σηµείο 2 
 

Σχήµα 12 ∆ιδιάστατο πλαίσιο 
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Λύση 
 
Θεωρούµε ότι λόγω των αρθρωτών συνδέσεων οι ράβδοι φορτίζονται µόνον αξο-
νικά. Λαµβάνουµε ως θετικές τις φορές των δυνάµεων Fx2 και Fy2 και επίσης τις 
αντίστοιχες µετατοπίσεις u2 και v2 στο σηµείο (2), όπως απεικονίζονται στο Σχήµα 
12α. Για την επίλυση του παραδείγµατος αυτού χρησιµοποιούνται οι εξής συµβο-
λισµοί: 
 
 F(12), F(32) = αξονικές δυνάµεις στις ράβδους 1-2 και 3-2 αντίστοιχα 
 σ(12), σ(32)  =  αξονικές (ορθές) τάσεις στις ράβδους 1-2 και 3-2 αντίστοιχα 
 ε(12), ε(32) =  αξονικές παραµορφώσεις στις ράβδους 1-2 και 3-2 αντίστοιχα 
 u(12), u(32)  =  αξονικές µετατοπίσεις των ράβδων 1-2 και 3-2 αντίστοιχα 

 
Εξετάζεται αρχικά η φόρτιση και η παραµόρφωση κάθε ράβδου του πλαισίου. 

Σύµφωνα µε το ζητούµενο επαρκεί η ανάλυση των ράβδων 1-2 και 3-1. Σε κάθε 
σηµείο των ράβδων αυτών ισχύουν, λόγω της συνθήκης συµβιβαστού, οι σχέσεις:  
 

 ( ) l
u

ε )(12
12 =  και ( ) l

u
ε )( 32

32 =  (10) 

 
όπου το l συµβολίζει ένα τυχαίο τµήµα της κάθε ράβδου. Επίσης, λόγω της συνθή-
κης ισορροπίας έχουµε: 
 
 
 ( ) ( )1212 FAσ =  και ( ) ( )3232 FAσ =  (11) 
 
Παρατηρείται ότι οι αξονικές δυνάµεις και οι αντίστοιχες τάσεις δεν µεταβάλλο-
νται κατά µήκος κάθε ράβδου. Έστω ότι κάθε ράβδος είναι κατασκευασµένη από 
το ίδιο υλικό, µε µέτρο ελαστικότητας E. Εποµένως όταν οι ράβδοι 1-2 και 2-3 
παραµορφώνονται ελαστικά, έχουµε: 
 
 ( ) ( )1212 σEε =  και ( ) ( )3232 σEε =  (12) 
 

Όσον αφορά στη συνολική κατασκευή, η ισορροπία στο σηµείο (2) ικανοποιεί-
ται εφόσον, (Σχήµα 12β): 

 

 ( )
( )

2
32

12 2 xF
F

F =+  και ( )
2

32 -
2 yF

F
=  (13) 

 
Επίσης, για να υπάρχει συµβατότητα παραµορφώσεων - µετατοπίσεων στο ση-

µείο (2), (Σχήµα 12γ), θα  πρέπει: 
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 ( ) ( ) 21212 uuLε ==  και ( ) ( ) 2
-

2
2 22

3232
vuuLε ==  (14) 

 
Κάνοντας χρήση των (11) και (12), οι παραπάνω σχέσεις γίνονται: 

 

 ( )
2

12 uL
AE
F

=  και ( )

2
-

2
2 2232 vuL

AE
F

=  (15) 

 
Τελικά, η αντικατάσταση των δυνάµεων F(12) και F(32) στις εξισώσεις ισορρο-

πίας (13) από τις σχέσεις (15) δίνει: 
 

 222 22
1

22
11 xFv

L
EAu

L
EA

=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+  (16α) 

και ( ) 222 --
22

1
yFvu

L
EA

=  (16β) 

 
Οι εξισώσεις (16) εκφράζουν την ισορροπία της κατασκευής συναρτήσει των 

ζητουµένων µετατοπίσεων. Η λύση τους είναι: 
 

 ( )222 yx FF
EA
Lu +=  (17α) 

και ( )[ ]222 221 yx FF
EA
Lv ++=  (17β) 

 
Η µέθοδος επίλυσης του παραπάνω παραδείγµατος ανήκει στην κατηγορία των 

µεθόδων των µετατοπίσεων διότι υπολογίσθηκαν πρώτα οι µετατοπίσεις, σε αντί-
θεση µε τον υπολογισµό πρώτα των δυνάµεων και τάσεων. 
 
3.3 Ενεργειακές µέθοδοι 
 
3.3.1 Ενέργεια παραµόρφωσης και συµπληρωµατική ενέργεια 
 
Οι έννοιες της ενέργειας παραµόρφωσης και της συµπληρωµατικής ενέργειας απο-
τελούν τη βάση µιας σειράς ισχυρών µεθόδων που χρησιµοποιούνται κατά τη µε-
λέτη των κατασκευών. Στην πιο γενική τους µορφή, οι µέθοδοι αυτές ισχύουν στη 
γραµµική αλλά και στη µη-γραµµική περιοχή. Αρχικά θα εξετασθούν στη γενική  
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(α) Ράβδος υπό αξονικό φορτίο F 
 

   
 

 (β) ∆ιάγραµµα σ-ε (γ) ∆ιάγραµµα F-u 
 

Σχήµα 13 Ενέργεια παραµόρφωσης και συµπληρωµατική ενέργεια 
 

τους µορφή, και σε συνέχεια θα επικεντρώσουµε την προσοχή µας στις γραµµικές 
κατασκευές. 

Μη-γραµµική συµπεριφορά προκύπτει είτε λόγω µη-γραµµικής απόκρισης του 
υλικού, είτε λόγω γεωµετρικής µη-γραµµικότητας (µεγάλες µετατοπίσεις). Θα πρέ-
πει να επαναλάβουµε ότι κατά τη µη-γραµµική απόκριση, η αρχή της επαλληλίας 
δεν ισχύει παρά µόνο σε ορισµένες ειδικές περιπτώσεις. 

Θεωρούµε µια ράβδο που φέρει αξονικό εφελκυστικό φορτίο F που έχει ως α-
ποτέλεσµα ένα πεδίο σταθερών τάσεων σ =F/Α (Σχήµα 13). Η παραµόρφωση της 
ράβδου ισούται µε ε=u/L, όπου u είναι η επιµήκυνση και L το µήκος της. Το υλικό 
της ράβδου επιδεικνύει µη-γραµµική συµπεριφορά, όπως δείχνει το Σχήµα 13β. Το 
διάγραµµα φορτίου-µετατόπισης (Σχήµα 13γ) έχει την ίδια µορφή µε το διάγραµµα 
τάσεων-µετατοπίσεων. Το έργο που επιτελείται κατά την επιβολή του φορτίου F 
δίνεται από τη σχέση: 

 

 ∫=
u

duFW
0

11  (18) 
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Στη σχέση αυτή F>F1>0, u1 είναι η αντίστοιχη επιµήκυνση και u είναι η µέγι-
στη επιµήκυνση. Εφόσον η συµπεριφορά είναι ελαστική, και επειδή αµελούµε τυ-
χόν απώλειες ενέργειας κατά την επιβολή του φορτίου καθώς και κατά την απο-
φόρτιση, όλο το έργο που επιτελεί το εξωτερικό φορτίο αποθηκεύεται στη ράβδο 
ως ενέργεια παραµόρφωσης που µπορεί να ανακτηθεί κατά την αποφόρτιση. Συνε-
πώς, η ενέργεια παραµόρφωσης ισούται αριθµητικά µε το έργο των εξωτερικών 
δυνάµεων και ισχύει: 

 

 ∫==
u

duFWU
0

11  (19) 

 
Το παραπάνω ολοκλήρωµα παριστάνεται γεωµετρικά µε το εµβαδόν της επιφά-

νειας που περικλείεται από την καµπύλη και τον άξονα Ox στο Σχήµα 13β. Η πυ-
κνότητα ενέργειας παραµόρφωσης7 U’, δηλαδή η ενέργεια παραµόρφωσης ανά µο-
νάδα όγκου του σώµατος, λαµβάνεται θεωρώντας ένα στοιχείο όγκου του σώµατος 
στο οποίο αναπτύσσεται τάση σ1 και παραµόρφωση ε1. Συνεπώς, 

 

 ∫=
ε

εdσ'U
0

11  (20) 

 
όπου ε(=u/L) είναι η µέγιστη παραµόρφωση. Το ολοκλήρωµα της σχέσης (20) πα-
ριστάνεται γεωµετρικά µε το εµβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την 
καµπύλη και τον άξονα Ox του Σχήµατος 13β. Θα εξετάσουµε τώρα µια άλλη 
µορφή έργου που περιέχεται στο Σχήµα 13β. Το έργο αυτό καλείται συµπληρωµα-
τικό έργο,8 W*, και ορίζεται ως ακολούθως: 
 

 ∫=
P

dFu*W
0

11  (21) 

 
Το συµπληρωµατικό έργο παριστάνεται γεωµετρικά µε το εµβαδόν της επιφάνειας 
που περικλείεται µεταξύ της καµπύλης και του άξονα Oy στο Σχήµα 13γ. Στο συ-
µπληρωµατικό έργο δεν αποδίδεται κάποια φυσική σηµασία ισχύει όµως η παρα-
κάτω σχέση: 
 
 Fu*WW =+  (22) 
 

                                                           
7 πυκνότητα ενέργειας παραµόρφωσης = strain energy density 
8 συµπληρωµατικό έργο = complementary work 
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Γεωµετρικά λοιπόν, το συµπληρωµατικό έργο αποτελεί συµπλήρωµα του έργου W 
καθότι συµπληρώνει το ορθογώνιο του Σχήµατος 13γ. Η συµπληρωµατική ενέρ-
γεια U* ισούται τότε µε το συµπληρωµατικό έργο του ασκούµενου φορτίου, έτσι 
ώστε: 
 

 ∫==
F

dFu*W*U
0

11  (23) 

 
Η πυκνότητα της συµπληρωµατικής ενέργειας,9 U*’, (ή συµπληρωµατική ενέργεια 
ανά µονάδα όγκου), λαµβάνεται τότε θεωρώντας στοιχείο όγκου του σώµατος στο 
οποίο αναπτύσσονται τάσεις σ1 και παραµορφώσεις ε1, όπως και κατά την περί-
πτωση της πυκνότητας ενέργειας παραµόρφωσης. Συνεπώς, 
 

 ∫=
σ

σdε*'U
0

11  (24) 

 
Όταν σε ένα σώµα ασκούνται περισσότερες από µια εξωτερικές φορτίσεις, το συ-
νολικό έργο υπολογίζεται µε πρόσθεση των επί µέρους έργων. Οι φορτίσεις πρέπει 
να ασκούνται ταυτοχρόνως και να αυξάνονται αναλογικά. Ισχύουν οι παρακάτω 
σχέσεις: 
 

 ∑∫
=

=
N

i

ui

FduW
1 0

 ∑∫
=

=
N

i

Fi

udF*W
1 0

 (25) 

 
Στις παραπάνω σχέσεις Fi και ui είναι οι µέγιστες τιµές της i-οστής φόρτισης και 
της αντίστοιχης µετατόπισης, ενώ F και u είναι αντίστοιχες ενδιάµεσες τιµές. Ν 
είναι ο αριθµός των εξωτερικών φορτίσεων.  
 
3.3.2 Το πρώτο θεώρηµα του Castigliano 
 
Θεωρούµε κατασκευή στην οποία ασκούνται  n φορτία F1, F2, F3, . . . Fn τα οποία 
προκαλούν µετατοπίσεις u1, u2, u3, . . . .un. Τα φορτία και οι µετατοπίσεις θεωρού-
νται γενικευµένα, µπορούν δηλαδή να περιλαµβάνουν ροπές και περιστροφές α-
ντίστοιχα, ενώ η απόκριση της κατασκευής επιτρέπεται να είναι µη-γραµµική 
(Σχήµα 13γ). Η ενέργεια παραµόρφωσης U  της κατασκευής είναι τότε ίση µε το 
έργο των εξωτερικών δυνάµεων. Κάθε δύναµη Fi µπορεί να εκφρασθεί συναρτήσει 
της αντίστοιχης µετατόπισης ui µέσω της αντίστοιχης σχέσης φορτίου-
µετατόπισης.  
                                                           
9 πυκνότητα συµπληρωµατικής ενέργειας = complementary strain energy density 
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Εάν αντικαταστήσουµε τις σχέσεις αυτές στη συνάρτηση έργου, λαµβάνεται η ε-
νέργεια παραµόρφωσης U συναρτήσει των µετατοπίσεων ui. Είναι δυνατόν τότε να 
υπολογισθεί η µεταβολή της ενέργειας παραµόρφωσης κατά την αύξηση µιας µε-
τατόπισης ui κατά δui, ενώ οι υπόλοιπες µετατοπίσεις παραµένουν αµετάβλητες. Η 
αντίστοιχη αύξηση τη ενέργειας παραµόρφωσης dU, δίνεται από τη σχέση 
 

 i
i

du
u
UdU
∂
∂

=  (26) 

 
όπου η πρώτη παράγωγος ∂U/∂ui είναι ο βαθµός µεταβολής της ενέργειας παρα-
µόρφωσης ως προς τη µετατόπιση ui. Παρατηρούµε ότι κατά τη µεταβολή της µε-
τατόπισης ui κατά δui, έργο παράγεται από τη δύναµη Fi, όχι όµως και από τις υπό-
λοιπες δυνάµεις που ασκούνται στην κατασκευή εκαθόσον οι υπόλοιπες µετατοπί-
σεις δεν µεταβάλλονται. Το έργο αυτό που είναι Fidui, ισούται µε την αύξηση της 
ενέργειας παραµόρφωσης της κατασκευής 
 
 iiduFdU =  (27) 
 
Εξισώνοντας τις σχέσεις (26) και (27), λαµβάνοµε 
 

 
i

i u
UF
∂
∂

=  (28) 

 
Η σχέση αυτή καλείται πρώτο θεώρηµα του Castigliano, και δηλώνει ότι η µερική 
παράγωγος της ενέργειας παραµόρφωσης ως προς οιαδήποτε µετατόπιση ui ισού-
ται µε την αντίστοιχη γενικευµένη δύναµη Fi. 
 
 

Η σχέση αυτή καλείται συνήθως πρώτο θεώρηµα του Castigliano. Το  πρώτο 
θεώρηµα του Castigliano αποτελεί τη βάση µιας µεθόδου µελέτης κατασκευών που 
κάνει χρήση της ενέργειας παραµόρφωσης. Για να γίνει καλύτερα κατανοητή η 
µέθοδος καταφεύγουµε στη χρήση ενός παραδείγµατος. 

Θεωρούµε µια µη-γραµµική κατασκευή που έχει N άγνωστες κοµβικές µετατο-
πίσεις U1, U2, . . . UN. Οι µετατοπίσεις Ui αποτελούν υποσύνολο του συνόλου των 
µετατοπίσεων της κατασκευής ενώ τα φορτία F ασκούνται µόνο σε κόµβους της 
κατασκευής. Συνεπώς, η κάθε µετατόπιση αντιστοιχεί σε µια φόρτιση. Τα φορτία 
αριθµούνται F1, F2, . . . FN. 

Όπως εξηγήθηκε προηγουµένως, η ενέργεια παραµόρφωσης µπορεί να εκφρα-
σθεί συναρτήσει των άγνωστων κοµβικών µετατοπίσεων U1, U2, . . . UN. Εάν εκ-
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φρασθεί η ενέργεια παραµόρφωσης µε αυτό τον τρόπο, µπορούµε να εφαρµόσουµε 
το πρώτο θεώρηµα του Castigliano ως προς κάθε µετατόπιση και να λάβουµε σύ-
στηµα Ν εξισώσεων. 

 

1
1 u

UF
∂
∂

=  
2

2 u
UF
∂
∂

=    . . . . . . . .  
N

N u
UF

∂
∂

=  (29) 

 
Εάν εξετάσουµε µια τυπική εξίσωση, παρατηρούµε ότι το δεξιό σκέλος περι-

λαµβάνει όρους που περιέχουν τις Ν κοµβικές µετατοπίσεις ως άγνωστες ποσότη-
τες. Επειδή δε το άθροισµα των όρων αυτών ισούται µε το εξωτερικό φορτίο, συ-
µπεραίνουµε ότι η εξίσωση εκφράζει την ισορροπία της κατασκευής για τη δύναµη 
Fi. Οι σχέσεις (29) είναι συνεπώς εξισώσεις ισορροπίας της κατασκευής. Έχοντας 
υπολογίσει τις κοµβικές µετατοπίσεις είναι δυνατόν να υπολογισθούν οι αντιδρά-
σεις και οι τάσεις. Η κατασκευή έχει συνεπώς επιλυθεί πλήρως. 

Η µέθοδος που περιγράφηκε παραπάνω βασίζεται στην επίλυση των κοµβικών 
µετατοπίσεων µέσω εξισώσεων ισορροπίας. Καλείται λοιπόν µέθοδος των µετατο-
πίσεων 10 και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση γραµµικών αλλά και µη-
γραµµικών κατασκευών. Στην περίπτωση των γραµµικών κατασκευών καλείται 
µέθοδος των ακαµψιών 11.  
 
3.3.3 Μέθοδοι συµπληρωµατικής ενέργειας 
 
Προηγουµένως δείξαµε ότι η ενέργεια παραµόρφωσης εκφράζεται ως συνάρτηση 
µετατοπίσεων ενώ η συµπληρωµατική ενέργεια ως συνάρτηση δυνάµεων. Παρα-
κάτω θα αποδείξουµε ένα σηµαντικό θεώρηµα που δείχνει τη χρησιµότητα της συ-
µπληρωµατικής ενέργειας κατά την επίλυση των κατασκευών. 

Θεωρούµε µια µη-γραµµική κατασκευή που φέρει Ν εξωτερικά φορτία F1, F2, . 
. . FN που προκαλούν αντίστοιχες µετατοπίσεις u1, u2, . . . uN. Η συµπληρωµατική 
ενέργεια U* είναι τότε ίση µε το συµπληρωµατικό έργο W* των φορτίων. Κατά 
τον υπολογισµό αυτού του έργου, εκφράζουµε τις µετατοπίσεις συναρτήσει των 
φορτίων και επιτελούµε την ολοκλήρωση που δίνεται στη σχέση (25β). Η ενέργεια 
παραµόρφωσης U εκφράζεται τότε ως συνάρτηση των φορτίων F1, F2, . . .FN. Εάν 
αυξηθεί ένα φορτίο, Fi, κατά dFi, ενώ τα άλλα φορτία παραµείνουν αµετάβλητα, η 
συµπληρωµατική ενέργεια αυξάνεται κατά dU*, σύµφωνα µε την παρακάτω εξί-
σωση: 
 

 i
i

dF
F

*U*dU
∂
∂

=   (30) 

 
                                                           
10 µέθοδος των µετατοπίσεων = displacement method 
11 µέθοδος των ακαµψιών = stiffness method 
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Σύµφωνα µε την παραπάνω εξίσωση, η µεταβολή της συµπληρωµατικής ενέρ-
γειας ισούται µε το ρυθµό µεταβολής της επί τη µεταβολή του φορτίου.  

Εναλλακτικά, η επαύξηση της συµπληρωµατικής ενέργειας µπορεί να αποκτη-
θεί θεωρώντας το συµπληρωµατικό έργο των δυνάµεων όταν το φορτίο Fi αυξηθεί 
κατά dFi. Το συµπληρωµατικό αυτό έργο ισούται µε τη συµπληρωµατική ενέργεια 
της κατασκευής. Το µόνο φορτίο που µεταβάλλεται και επιτελεί συµπληρωµατικό 
έργο είναι το Fi. Συνεπώς, η αύξηση της συµπληρωµατικής ενέργειας είναι το γι-
νόµενο της µετατόπισης ui και της επαύξησης του φορτίου, dFi: 

 
 iidFu*dU =    (31) 
 

Εξισώνοντας τις δύο προηγούµενες σχέσεις λαµβάνουµε: 
 

 
i

i F
*Uu

∂
∂

=    (32) 

 
Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, η µετατόπιση ενός σηµείου κατασκευής ι-

σούται µε τη (µερική) παράγωγο της συµπληρωµατικής ενέργειας ως προς την ε-
ξωτερική δύναµη που ασκείται στο συγκεκριµένο σηµείο. Η σχέση αυτή καλείται 
θεώρηµα Crotti-Engesser και αντιστοιχεί στο πρώτο θεώρηµα του Castigliano. 
 
3.3.4 Το δεύτερο θεώρηµα του Castigliano 
 
Στην περίπτωση που µια κατασκευή φορτίζεται στη γραµµική ελαστική περιοχή, 
ισχύει η αρχή της επαλληλίας (βλέπε παρακάτω) και η συµπληρωµατική ενέργεια 
είναι ίση µε την ενέργεια παραµόρφωσης. 

Θεωρούµε ότι η γραµµική κατασκευή παραλαµβάνει φορτία F1, F2, . . . FN και 
ότι τα φορτία αυτά αντιστοιχούν σε µετατοπίσεις u1, u2, . . .uN. Τότε οι ποσότητες 
U και U* µπορούν να εκφρασθούν ως συναρτήσεις δεύτερης τάξης των φορτίων. 
Μπορούµε επίσης να αντικαταστήσουµε το U* µε U στο θεώρηµα Crotti-Engesser. 
Λαµβάνουµε τότε: 
 

 
i

i F
Uu
∂
∂

=    (33) 

 
Η παραπάνω σχέση καλείται δεύτερο θεώρηµα του Castigliano και διατυπώνε-

ται ως εξής:  
 

σε µια γραµµική κατασκευή, η µερική παράγωγος της ενέργειας πα-
ραµόρφωσης ως προς οποιοδήποτε φορτίο Fi ισούται µε την αντί-
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στοιχη µετατόπιση ui, εφόσον η ενέργεια παραµόρφωσης εκφράζεται 
συναρτήσει των φορτίων 

 
3.3.5 Η αρχή των δυνατών έργων 
 
Στο Παράδειγµα 1 υπολογίσθηκαν οι ζητούµενες µετατοπίσεις εφαρµόζοντας τις 
συνθήκες ισορροπίας και συµβιβαστού και θεωρώντας ελαστική συµπεριφορά. 
Εξετάζουµε στην συνέχεια την αρχή των δυνατών έργων που αποτελεί τη βάση 
µίας εναλλακτικής µεθόδου για την µελέτη των κατασκευών. Όπως θα γίνει κατα-
νοητό, αρχικά για το διδιάστατο πλαίσιο του Παραδείγµατος 1, η εφαρµογή της 
αρχής αυτής ικανοποιεί έµµεσα την συνθήκη ισορροπίας της κατασκευής.  
 

 
 

 (α) Κινηµατικά επιτρεπτές διατάξεις  (β) Μη-επιτρεπτή διάταξη 
 

Σχήµα 14 ∆ιδιάστατη κατασκευή (Α1Β1Γ1) 
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Σχήµα 15 Αρχική, ενδιάµεση, και τελική διάταξη της ράβδου ΑΒ λόγω φόρτισης F  
 

Η απόδειξη της αρχής των δυνατών έργων για ένα τυχαίο σώµα που παραµορ-
φώνεται υπό την επίδραση εξωτερικών δυνάµεων θα δοθεί σε µεταγενέστερο κε-
φάλαιο. 

Μία κατασκευή µπορεί να καταλάβει οποιαδήποτε διάταξη στο χώρο που είναι 
συµβατή µε την στήριξή της, δηλαδή µε τις συνοριακές συνθήκες του διανύσµατος 
µετατόπισης. Εάν επιπλέον για τις διατάξεις αυτές οι παραµορφώσεις είναι συµβα-
τές µε τις µετατοπίσεις, ικανοποιείται δηλαδή η συνθήκη συµβιβαστού, τότε οι 
διατάξεις της κατασκευής όπως και οι αντίστοιχες µετατοπίσεις καλούνται κινηµα-
τικά επιτρεπτές12. Στο Σχήµα 14 απεικονίζονται διάφορες διατάξεις της κατασκευής 
του Σχήµατος 10. 

Οι δύο είναι κινηµατικά επιτρεπτές (Σχήµα 14α) ενώ αυτή του Σχήµατος 14β 
είναι µη-επιτρεπτή, λόγω της ασυµβατότητας των παραµορφώσεων και µετατοπί-
σεων στο σηµείο ∆1, δηλαδή == Luε A1

 
11 ∆∆ uu ′≠= . 

Από τις κινηµατικά επιτρεπτές διατάξεις της κατασκευής υπάρχει µόνο µια που 
είναι αποτέλεσµα της εξωτερικής φόρτισης, και συνεπώς είναι η πραγµατική. Με 
την εφαρµογή της αρχής των δυνατών έργων προσδιορίζεται η πραγµατική αυτή 
διάταξη. Θεωρούµε λοιπόν ότι η εξωτερική φόρτιση παραµένει σταθερή και υπο-
λογίζουµε το εξωτερικό δυνατό έργο, εξW , που καταναλώνουν οι εξωτερικές δυνά-
µεις όταν η κατασκευή παραµορφώνεται σύµφωνα µε κάποια κινηµατικά επιτρε-
πτή ή δυνατή µετατόπιση. 

Η περίπτωση µίας ράβδου που είναι πακτωµένη στο άκρο Α και φέρει αξονική 
φόρτιση, (Σχήµα 15), είναι ένα χρήσιµο παράδειγµα για τον υπολογισµό του 
(πραγµατικού) έργου των εσωτερικών και εξωτερικών δυνάµεων και αντίστοιχα  

   

 
 

Σχήµα 16 Πραγµατικό και δυνατό έργο εξωτερικών και εσωτερικών 
                                                           
12 κινηµατικά επιτρεπτός = kinematically admissible 
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δυνάµεων στο άκρο Β της ράβδου του Σχήµατος 12 
 
του δυνατού έργου. Θεωρούµε ότι το φορτιζόµενο άκρο Β της ράβδου µετατοπίζε-
ται κατά u λόγω της αξονικής δύναµης F και έστω Fi µία ενδιάµεση τιµή της. Το 
(πραγµατικό) εξωτερικό έργο είναι: 
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⎩

⎪
⎪
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∫
∫ u
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u
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uup
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0
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d

2
d  (34) 

 
Υπολογίζουµε στη συνέχεια το εσωτερικό δυνατό έργο, εσW , που καταναλώνουν οι 
εσωτερικές δυνάµεις, δηλαδή οι συνισταµένες των τάσεων που αναπτύσσονται σε 
µία διατοµή της κατασκευής. Τότε, σύµφωνα µε την αρχή των δυνατών έργων, εξι-
σώνουµε το εξωτερικό µε το εσωτερικό δυνατό έργο: 
 
 εσεξ WW =  (35) 
 
ανάλογα µε την συµπεριφορά της ράβδου, δηλαδή γραµµική ελαστική και µη 
γραµµική µε Fi=f(ui) αντιστοίχως. Οι δύο όροι δεξιά της αγκύλης δίνουν το εµβα-
δόν κάτω από την γραφική παράσταση της σχέσης δύναµη-µετατόπιση, (Σχή-
µα 16). Παροµοίως το αντίστοιχο έργο της εσωτερικής δύναµης F στο άκρο Β δί-
νεται από την σχέση: 
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όπου Fi είναι µία ενδιάµεση τιµή της  F κατά την διάρκεια της φόρτισης. Παρατη-
ρούµε ότι οι δύο όροι δεξιά της αγκύλης δίνουν τώρα το εµβαδόν κάτω από την 
γραφική παράσταση της σχέσης τάση-παραµόρφωση, (Σχήµα 16α, 16β), και ορί-
ζουν την ενέργεια παραµόρφωσης της ράβδου Uo ανά µονάδα όγκου. Για γραµµική 
ελαστική συµπεριφορά (σ = Εε), ισχύει: 
 
 Uo = σε/2 = σ2/2Ε 
 
ενώ για µη-γραµµική συµπεριφορά η Uo  εξαρτάται από την συνάρτηση σi = f(εi). 
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Στη συνέχεια βρίσκουµε τις αντίστοιχες σχέσεις για το δυνατό έργο. Έστω u  
µία δυνατή µετατόπιση στο άκρο Β της ράβδου και L/uε =  η αντίστοιχη συµ-
βατή παραµόρφωση. Το δυνατό έργο της εξωτερικής δύναµης F και της εσωτερι-
κής δύναµης F = Aσ είναι αντίστοιχα: 
 
 uFW =εξ  ( )εσALuσAW ==εσ  (37) 
 

Παρατηρούµε από τις παραπάνω σχέσεις και το Σχήµα 16γ ότι το δυνατό έργο 
είναι ανεξάρτητο από τις σχέσεις τάσης-παραµόρφωσης που διέπουν το υλικό. Αυ-
τό αποτελεί και ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα της αρχής των δυνατών έργων, δηλα-
δή ότι χρησιµοποιείται για τη µελέτη κατασκευών ανεξάρτητα της γραµµικής ή µη 
γραµµικής (π.χ. µη-γραµµικής ελαστικής, ελαστο-πλαστικής) συµπεριφοράς τους. 
 
Παράδειγµα 2 
 
Στο παράδειγµα αυτό γίνεται χρήση της αρχής των δυνατών έργων για να αποδει-
χθεί ότι έµµεσα ικανοποιούνται οι εξισώσεις ισορροπίας στην φορτιζόµενο άκρο 
(2) του διδιάστατου πλαισίου του Σχήµατος 12. 
 
Λύση 
 
Έστω 2u  και 2v  οι δυνατές µετατοπίσεις στο σηµείο (2) του πλαισίου. Το δυνατό 
έργο των εξωτερικών δυνάµεων είναι: 
 
 2222εξ vFuFW yx +=  (38) 
 

Το δυνατό έργο των εσωτερικών δυνάµεων που ασκούνται στο κοινό άκρο (2) 
των ράβδων (12) και (32) δίνεται από την σχέση: 
 
 ( ) ( ) ( ) )(uFuFW 32321212εσ +=  (39) 
 
όπου ( )12u  και ( )32u  είναι οι αξονικές δυνατές µετατοπίσεις των ράβδων (12) και 
(32) αντιστοίχως. Για να είναι οι δυνατές µετατοπίσεις κινηµατικά επιτρεπτές πρέ-
πει να ισχύουν επίσης οι σχέσεις: 
 
 ( ) ( ) 21212 uuLε ==  (40) 
 
και 
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 ( ) ( ) 2
-

2
2 22

3232
vuuLε ==  (41) 

 
δηλαδή να υπάρχει συµβατότητα των µετατοπίσεων-παραµορφώσεων στο άκρο (2) 
των δύο ράβδων. Από τις σχέσεις (39), (40) και (41) γράφουµε το δυνατό έργο 

εσW  συναρτήσει των δυνατών µετατοπίσεων 2u  και 2v . Η εφαρµογή της αρχής 
των δυνατών έργων, δηλαδή εσεξ WW = , δίνει την σχέση: 
 

 ( ) ( ) 2222
22

32212 2
-

2
vFuFvuFuF yx +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+  (42) 

 
ή, συλλέγοντας τους αντίστοιχους όρους, 
   

 ( )
( ) ( ) 0-

2
-

2 22
32

22
32

12 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ vF

F
uF

F
F yx  (43) 

 
Παρατηρούµε ότι οι δυνατές µετατοπίσεις 2u  και 2v  είναι ανεξάρτητες µετα-

βλητές και µπορεί να επιλέξουµε οποιεσδήποτε κινηµατικά επιτρεπτές τιµές τους. 
Εφόσον η σχέση (46) ισούται µε µηδέν, επιλέγοντας διαδοχικά 01 22 == v,u  και 

10 22 == v,u , καταλήγουµε στις σχέσεις (13): 
 

 ( )
( )

2
32

12 2 xF
F

F =+  και ( )
2

32 -
2 yF

F
=  (44) 

 
που είναι οι εξισώσεις ισορροπίας στο σηµείο (2). Αποδείχθηκε συνεπώς για το 
συγκεκριµένο παράδειγµα ότι η αρχή των δυνατών έργων αποτελεί µία ικανή συν-
θήκη για την ισορροπία της κατασκευής. Εργαζόµενοι µε τον αντίστροφο τρόπο, 
δηλαδή ξεκινώντας από τις σχέσεις (44), µπορούµε να αποδείξουµε ότι εσεξ WW = , 
δηλαδή ότι η αρχή των δυνατών έργων είναι επίσης µία αναγκαία συνθήκη για την 
ισορροπία της κατασκευής. Το σηµαντικό συµπέρασµα από το παραπάνω παρά-
δειγµα13 εποµένως είναι ότι κατά την µελέτη µίας κατασκευής µε την αρχή των 
δυνατών έργων δεν χρειάζεται να ανησυχούµε για την συνθήκη ισορροπίας. Για 
µία δεδοµένη φόρτιση, η λύση που βρίσκουµε µε την αρχή των δυνατών έργων 
είναι υποχρεωτικά συµβατή µε την ισορροπία της κατασκευής. Περαιτέρω πλεονε-
κτήµατα της αρχής των δυνατών έργων θα γίνουν κατανοητά σε παρακάτω κεφά-
λαιο κατά τη διακριτοποίηση κατασκευών µε πεπερασµένα στοιχεία. 
                                                           
13 όπως µπορεί και να αποδειχθεί και για ένα τυχαίο τρισδιάστατο σώµα. 
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Η αρχή της επαλληλίας14 
 
Πριν αναφερθούµε στην καθαυτό µητρωική διατύπωση των συνθηκών ισορροπίας 
µιας κατασκευής, πρέπει να διασαφηνισθούν οι βασικές παραδοχές που διέπουν τη 
συµπεριφορά των κατασκευών που προτιθέµεθα να µελετήσουµε. Κατά κανόνα, 
θεωρούµε ότι η µετατόπιση κάποιου σηµείου ή τµήµατος κατασκευής είναι ευθέως 
ανάλογη προς το µέγεθος της επιβαλλόµενης φόρτισης. Η παραδοχή αυτή βασίζε-
ται στην σχέση αναλογίας15 και αντιστρεπτότητας16 της τάσης µε την παραµόρφωση 
σε κάποιο στοιχείο της κατασκευής (θεωρία ελαστικότητας). Εάν όµως οι µετατο-
πίσεις επιφέρουν σηµαντική µεταβολή στη γεωµετρία της κατασκευής και προκύ-
ψει αλλαγή της µορφής της εσωτερικής ενέργειας παραµόρφωσης (π.χ. από κα-
µπτική σε καµπτική-στρεπτική), µια επακόλουθη αύξηση της εξωτερικής φόρτισης 
δεν θα έχει ως αποτέλεσµα µια αντίστοιχη ανάλογη µεταβολή της µετατόπισης. Σε 
ένα ευρύ φάσµα περιπτώσεων µπορούµε να θεωρήσουµε ότι πράγµατι ισχύουν οι 
συνθήκες αναλογίας και αντιστρεπτότητας έτσι ώστε να µπορεί να ληφθεί υπόψη η 
επίδραση περισσοτέρων της µίας εξωτερικών φορτίσεων. Μπορούµε τότε να υπο-
λογίσουµε το αποτέλεσµα της επίδρασης περισσοτέρων της µιας φορτίσεων στη 
µετατόπιση ενός σηµείου ή τµήµατος µιας κατασκευής µε πρόσθεση των επί µέ-
ρους µετατοπίσεων. Λέµε τότε ότι ισχύει η αρχή της επαλληλίας. 

Συµβολίζοµε µε UiFj τη µετατόπιση στον κόµβο i στη διεύθυνση Fi λόγω της 
δύναµης Fj που ασκείται στον κόµβο j. Από την αρχή της επαλληλίας, έχουµε: 
 

 NiFiFiFi U...UUU +++=
11  (45) 

 
Η παραδοχή όµως της γραµµικότητας της σχέσης τάσεων-παραµορφώσεων δεν 

συνεπάγεται και τη γραµµικότητα στη σχέση φορτίου µε µετατόπιση, λόγω α) της 
µεταβολής της γεωµετρίας της κατασκευής ή β) της αλλαγής του τρόπου αποθή-
κευσης της εσωτερικής ενέργειας παραµόρφωσης της κατασκευής. Για να γίνουν 
καλύτερα κατανοητά τα παραπάνω παραθέτουµε δύο παραδείγµατα. 
 
Παράδειγµα 3 
 
Να διερευνηθεί η σχέση φορτίου-µετατόπισης στο σύστηµα του σχήµατος. 
 

                                                           
14 αρχή της επαλληλίας = principle of superposition 
15 αναλογία = proportionality 
16 αντιστρεπτότητα = reversibility 
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 (α) Αρχική γεωµετρία  (β)Γεωµετρία υπό συγκεντρωµένο φορτίο 2F  
  (απαραµόρφωτη κατάσταση) (µετατόπιση u) 

 
Σχήµα 17 Ελαστικό σχοινί υπό συγκεντρωµένο φορτίο 

 
Λύση 
 
Η κατασκευή αποτελείται από ένα λεπτό ελαστικό σχοινί µήκους 2L που στηρίζε-
ται στα άκρα του που παραµένουν αµετακίνητα. Εάν ασκηθεί φορτίο 2F στο µεσο-
διάστηµα το σχοινί θα επιµηκυνθεί και θα µετατοπισθεί το σηµείο επιβολής του 
φορτίου στην κατακόρυφη κατεύθυνση. Ισχύει τότε: 
 
 2σ cosθ = 2F (46) 
 
όπου σ είναι η τάση που αναπτύσσεται στο σχοινί. 
 

Άρα, σ = 
( )

F
u

uL 22 +
 (47) 

 
Εάν η µοναδιαία ακαµψία είναι τότε k, δηλαδή η επιµήκυνση λόγω φορτίου k ι-
σούται µε τη µονάδα, έχουµε: 
 

 ( ) ( )
F

ku
uL

LuL
22

22 -
+

=+  

 

ή ( ) k
F

uL

Lu =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+ 22
-1  

 
Από την τελευταία σχέση  διαφαίνεται ότι για µικρές µετατοπίσεις u, η µεταβολή 
της µετατόπισης για κάθε αύξηση φορτίου F είναι µεγάλη. Η µεταβολή της µετα-
τόπισης u µειώνεται όµως όσο αυξάνεται το φορτίο, όπως δείχνει το Σχήµα 18. 
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Σχήµα 18 ∆ιάγραµµα φορτίου-µετατόπισης (u-F) 
Παράδειγµα 3 
 
Θεωρούµε τον ελαστικό αµφιέρειστο πρισµατικό φορέα του σχήµατος. Στο φορέα 
αυτό ασκείται έκκεντρο φορτίο, παράλληλο µε τον κεντροβαρικό του άξονα. ∆εν 
συµπίπτει δηλαδή ο άξονας επιβολής της φόρτισης µε τον κεντροβαρικό άξονα της 
διατοµής, αλλά ασκείται σε απόσταση e από αυτόν. 
 

 
 

(α) ∆ιάταξη φορέα 
 

 
 

(β) Παραµορφωµένη µορφή 
 

Σχήµα 19 Πρισµατικός φορέας υπό έκκεντρη φόρτιση 
 
Στην διατοµή αυτή η εσωτερική ενέργεια παραµόρφωσης οφείλεται αρχικά απο-
κλειστικά στη θλιπτική φόρτισή της. Όσο όµως αυξάνεται η αξονική φόρτιση, τό-
σο περισσότερο συµµετέχει και η κάµψη. Η µέγιστη τάση, σmax, που αναπτύσσεται 
σε κάποιο σηµείο της διατοµής δίνεται γενικά από τη σχέση: 
 

 ( )
Z

wεF
A
Fσmax

+
+=  
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Στη σχέση αυτή Α είναι το εµβαδόν της εγκάρσιας διατοµής και Ζ είναι η ροπή 
αντίστασής της. Το βέλος κάµψης, w,  εξαρτάται από αλλά δεν είναι ευθέως ανά-
λογο προς το επιβαλλόµενο φορτίο. Συµπεραίνεται λοιπόν ότι η µέγιστη τάση δεν 
µπορεί να είναι ανάλογη προς το επιβαλλόµενο φορτίο. 
 
3.3.6 Θεωρήµατα αντιστροφής 
 
Τα θεωρήµατα αντιστροφής των Maxwell και Betti-Rayleigh αποτελούν τη βάση 
ορισµένων πράξεων µητρωικής άλγεβρας που βρίσκουν εφαρµογή σε αριθµητικές 
µεθόδους και παρατίθενται αµέσως παρακάτω. Αφορούν τη συµπεριφορά γραµµι-
κών κατασκευών όταν ισχύει η αρχή της επαλληλίας. Για να επιτευχθεί αυτό θα 
πρέπει α) το αποτέλεσµα των εξωτερικών φορτίσεων να είναι µικρές µετατοπίσεις 
και β) το υλικό να επιδεικνύει γραµµική (ελαστική) συµπεριφορά. Τα δύο θεωρή-
µατα αποδεικνύονται µε αναφορά στην έννοια της ενέργειας. 
 
Το θεώρηµα αντιστροφής των µετατοπίσεων (Maxwell) 
 

  
 
 (α) Στο αριστερό άκρο (β) Στο κέντρο 
 

Σχήµα 20 Πρόβολος µε συγκεντρωµένα εγκάρσια φορτία σε δύο σηµεία του 
 
Εξετάζουµε αρχικά το αποτέλεσµα της διαδοχικής επιβολής εξωτερικού φορτίου 
σε δύο διαφορετικά σηµεία µιας κατασκευής. Έστω λοιπόν ο πρόβολος που δεί-
χνεται στο Σχήµα 20. Ο φορέας αυτός παραλαµβάνει αρχικά σηµειακό φορτίο στο 
ελεύθερο άκρο της δοκού. Η µετατόπιση του σηµείου C ισούται τότε µε: 
 

 
EI

FLvcb 48
5 3

=  (48) 

 
όπου ο πρώτος δείκτης υποδηλώνει το σηµείο στο οποίο δίνεται η µετατόπιση ενώ 
ο δεύτερος δείκτης το σηµείο επιβολής του φορτίου. Έστω τώρα ότι η φόρτιση 
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ασκείται στο σηµείο C, σε απόσταση L/2 από τα άκρα της διατοµής. Επιζητούµε 
τώρα το βέλος κάµψης στο ελεύθερο άκρο της δοκού, vbc. Ισχύει: 
 

 
EI

FLvbc 48
5 3

=  (49) 

 
Παρατηρούµε ότι η µετατόπιση στο C που οφείλεται σε φορτίο F στο Β είναι 

ίση µε τη µετατόπιση στο B που οφείλεται σε φορτίο F στο C. 
Για να δοθεί µια γενική διατύπωση του παραπάνω αποτελέσµατος εξετάζουµε 

µια κατασκευή γενικής µορφής, π.χ. µια δοκό. Στη δοκό αυτή ασκούνται δύο δια-
φορετικές φορτίσεις. Στην πρώτη από αυτές ασκείται δύναµη F σε τυχαίο σηµείο 
Α. Στη δεύτερη, ασκείται η ίδια δύναµη σε διαφορετικό, τυχαίο σηµείο, Β. Οι µε-
τατοπίσεις στα σηµεία Α και Β για την πρώτη περίπτωση συµβολίζονται τότε, 
σύµφωνα µε τα παραπάνω ως vaa και vba. Αντίστοιχα οι µετατοπίσεις κατά τη δεύ-
τερη φόρτιση συµβολίζονται µε vab και vbb. Έτσι λοιπόν, οι µετατοπίσεις vaa και vab 
αντιστοιχούν στο φορτίο F όταν αυτό ασκείται στο σηµείο Α (Σχήµα 20α). Για να 
γίνει αυτό πιο σαφές, υπενθυµίζουµε ότι η µετατόπιση που αντιστοιχεί σε µια δύ-
ναµη είναι αυτή που µετριέται κατά τη διεύθυνση της δύναµης και έχει φορά ίδια 
µε τη δύναµη. Μια µετατόπιση όµως δεν απαιτείται να οφείλεται στη δύναµη στην 
οποία αντιστοιχεί. Η µετατόπιση vaa προκύπτει από τη δύναµη F όταν αυτή ασκεί-
ται στο σηµείο Α και η µετατόπιση vab είναι το αποτέλεσµα της δύναµης F στη 
δεύτερη περίπτωση φόρτισης. Ωστόσο, και οι δύο µετατοπίσεις αντιστοιχούν στο 
φορτίο F της πρώτης περίπτωσης. Για τον ίδιο λόγο, οι µετατοπίσεις vba και vbb 
αντιστοιχούν στο φορτίο F της δεύτερης περίπτωσης, παρ’ όλο που η µετατόπιση 
vba οφείλεται στο πρώτο φορτίο και η µετατόπιση vbb οφείλεται στο δεύτερο φορ-
τίο. 

Εξετάζουµε τώρα την περίπτωση που και τα δύο φορτία ασκούνται ταυτοχρό-
νως. Η τελική κατάσταση της δοκού λαµβάνεται µε επαλληλία. Η µετατόπιση που 
οφείλεται στη δύναµη F που ασκείται στο Α είναι vaa+vab και η µετατόπιση που 
οφείλεται στη δύναµη F που ασκείται στο Β είναι vba+vbb. Μπορούµε τώρα να υπο-
λογίσουµε το έργο που παράγεται κατά την ταυτόχρονη επιβολή των δυνάµεων F 
στα σηµεία Α και Β. Το έργο ισούται µε τη συνολική εσωτερική ενέργεια παρα-
µόρφωσης του φορέα17 που είναι: 
 

 ( ) ( )bbbaabaa vvFvvFU +++=
2
1

2
1  (50) 

 
Το θεώρηµα αντιστροφής έργου (Betti-Rayleigh) 
 
                                                           
17 σύµφωνα µε το θεώρηµα του Clapeyron, για γραµµικές ελαστικές κατασκευές, το έργο των εξωτερι-
κών δυνάµεων ισούται µε την εσωτερική ενέργεια παραµόρφωσης ( 2Fu/WU == ). 
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Θεωρούµε µία γραµµική ελαστική κατασκευή η οποία φέρει δύο ανεξάρτητα συ-
στήµατα εξωτερικών δυνάµεων, F1 και F2. Οι µετατοπίσεις σε κάθε κόµβο της 
κατασκευής που οφείλονται στις F1 είναι οι U1 ενώ αυτές που οφείλονται στις F2 
είναι οι U2. Τότε, εάν µετά την επιβολή των F1 επιβληθούν οι F2, το έργο των εξω-
τερικών δυνάµεων είναι: 
 

 2
t

12
t

2
t

11,2 2
1

2
1 UF+UF+UF 1=W  (51) 

 
ενώ εάν αντιστρεφόταν η σειρά επιβολής των εξωτερικών δυνάµεων θα είχαµε: 
 

 1
t

21
t

12
t

21,2 2
1

2
1 UFUFUF ++=W  (52) 

 
Και στις δύο περιπτώσεις το εσωτερικό παραγόµενο έργο είναι ελαστική ενέρ-

γεια παραµόρφωσης, U. Το µέγεθός της είναι το ίδιο και στις δύο περιπτώσεις ε-
φόσον η τελική κατάσταση είναι ανεξάρτητη της φοράς επιβολής των εξωτερικών 
δυνάµεων. Συνεπώς ,WWU ,, 1221 ==  άρα, 
 
 1

t
22

t
1 UF=UF  (53) 

 
Η παραπάνω σχέση συνιστά την αρχή Betti. 

 
Έστω τώρα, Uij η µετατόπιση στη διεύθυνση i στον κόµβο i λόγω µοναδιαίας 

δύναµης στον κόµβο j στη διεύθυνση j. Τότε, F1 = iFi είναι η φόρτιση στην διεύ-
θυνση i στον κόµβο i και F2 = jFj 

 είναι η δύναµη στη διεύθυνση j στον κόµβο j. 
Τότε Fι και Fj είναι κλιµακωτές ποσότητες. Εφαρµόζοντας την αρχή Βetti έχουµε: 
 

 [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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άρα ijijjiji FUFFUF =  και εφόσον Fi≠0, Fj≠0,  
 
 jiij=UU  (54) 
 

Η σχέση αυτή καλείται θεώρηµα αντιστροφής ή αρχή των Βetti-Maxwell, η ο-
ποία διατυπώνεται και ως εξής: 
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Σε µία γραµµική ελαστική κατασκευή η γενικευµένη µετατόπιση στον i-οστό 
κόµβο στη διεύθυνση της δύναµης Qi που προκύπτει από τη µοναδιαία γενι-
κευµένη δύναµη Qj έχει το ίδιο µέγεθος µε τη µετατόπιση στον κόµβο j στη δι-
εύθυνση Qj που προκύπτει από τη µοναδιαία γενικευµένη δύναµη Qi. 

 
Προκύπτει λοιπόν ότι Cij = Cji, και Kij = Kji 

τα µητρώα C και Κ είναι δηλαδή 
συµµετρικά. 

Στην παραπάνω διατύπωση της αρχής Βetti-Maxwell έγινε χρήση του όρου γε-
νικευµένη δύναµη για να υποδηλωθεί ότι ισχύει για κατανεµηµένες δυνάµεις, ρο-
πές, διατµητικές δυνάµεις κ.ά. Ο όρος γενικευµένη µετατόπιση περιλαµβάνει και 
τυχόν περιστροφές των κόµβων. 
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