
Παράρτηµα Β 
 
 

Υπολογισµός των υδροστατικών δυνάµεων  
που ασκούνται στη γάστρα του πλοίου 
 
 
 
 
1. Πρόγραµµα υπολογισµού υδροστατικών δυνάµεων 
 
Για τον υπολογισµό των κοµβικών δυνάµεων που οφείλονται στις υδροστατικές 
πιέσεις (π.χ. φόρτιση της γάστρας του σκάφους από τις πιέσεις του θαλασσινού 
νερού, φόρτιση σε τοιχώµατα δεξαµενών υγρών φορτίων) αποφασίσθηκε η σύντα-
ξη κώδικα που υπολογίζει τις δυνάµεις αυτές. Θα αναπτύξουµε τη µέθοδο υπολο-
γισµού που προγραµµατίστηκε: 

Έστω τριγωνικό στοιχείο µε κορυφές 1, 2, 3 και συντεταγµένες κορυφών (X1, 
Y1, Z1), (X2, Y2, Z2) και (Χ3, Υ3, Ζ3) (Σχήµα Β.1). 

Έστω 12 και 13 τα διανύσµατα µεταξύ των κορυφών 1-2 και 1-3 µε αρχή την 1 
και τέλος την 2 και 3 αντίστοιχα. Oι συντεταγµένες των διανυσµάτων δίνονται από 
τις σχέσεις: 

 
 12: (Χ2-Χ1, Υ2-Υ1, Ζ2-Ζ1) 
 13: (Χ3-Χ1, Υ3-Υ1, Ζ3-Ζ1) 
  
Τότε το εµβαδόν E του τριγώνου 123 δίνεται από τη σχέση: 
 
 

    (Χ1,Y1,Z1)

  (X3,Y3,Z3)

 (X2,Y2,Z2)
                                 X

        Y

   Z

 
 

 Σχήµα Β.1  Τριγωνικό στοιχείο σε σύστηµα αναφοράς (Oxyz) 
 Ε=|12x13|/2 
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δηλαδή από το µισό του µέτρου του εξωτερικού γινοµένου των δύο διανυσµάτων. 
Αναπτύσσοντας κατά τα γνωστά τη σχέση αυτή, παίρνουµε το εξής αποτέλεσµα: 

 
 Ε = (Α2+Β2+C2)1/ 2/2 

 
όπου: 
  Α = Y2Z3-Y2Z1-Y1Z3-Y3Z2+Y3Z1+Y1Z2 

 B  = Z2X3-Z2X1-Z1X3-Z3X2+Z3X1+Z1X2 
 C = X2Y3-X2Y1-X1Y3-X3Y2+X3Y1+X1Y2 
 
Έχουµε εκφράσει το εµβαδό του τριγωνικού στοιχείου ως συνάρτηση των συ-

ντεταγµένων των τριών κορυφών του. Ας φανταστούµε τώρα τη γάστρα του πλοί-
ου βυθισµένη σε θαλασσινό νερό και ένα (µικρό) τριγωνικό τµήµα της επιφάνειάς 
της. Στο σηµείο αυτό κάνουµε την παραδοχή ότι το στοιχείο είναι τόσο µικρό ώστε 
µπορούµε να αγνοήσουµε τη µεταβολή της υδροστατικής πίεσης στην επιφάνειά 
του. Έτσι θεωρούµε ότι το τριγωνικό στοιχείο δέχεται µια σταθερή κατανεµηµένη 
φόρτιση ίση µε την τιµή της υδροστατικής πίεσης στο κ.β. του. 

H φόρτιση αυτή δίνει µία συνισταµένη δύναµη µε σηµείο εφαρµογής το κ.β. 
του τριγώνου και διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο που ορίζουν οι κορυφές του τρι-
γώνου, αφού η υδροστατική δύναµη είναι κάθετη προς την επιφάνεια που ασκεί-
ται. Το µέτρο της δύναµης αυτής µπορεί να προκύψει πολλαπλασιάζοντας την επι-
φάνεια του τριγώνου Ε µε την τιµή της υδροστατικής πίεσης στο κ.β. Η διεύθυνση 
προκύπτει από τα κατευθύνοντα συνηµίτονα του επιπέδου. Πιο συγκεκριµένα έ-
χουµε: 

Το κ.β. του τριγώνου 123 δίνεται από τις σχέσεις: 
 
 ΧG = (X1+X2+X3)/3 
 YG = (Y1+Y2+Y3)/3 
 ZG = (Z1+Z2+Z3)/3 
 
To µέτρο της υδροστατικής πίεσης στο κ.β. του τριγώνου 123 είναι: 
 
 fhydr o=εΖh ydr o 
 

όπου: 
 
ε   = ειδικό βάρος υγρού (σε Ν/m3) 
Z hydr o  = Z-ZG 
 

όπου Ζ είναι η ελεύθερη επιφάνεια του υγρού στη θέση ΧG (τα Ζ και ΖG µετρώνται 
ως προς το ίδιο σύστηµα αναφοράς). Το µέτρο της υδροστατικής δύναµης που α-
σκείται στο κ.β. του τριγώνου 123 είναι: 

  
  Fhydr o = fhydr oE  
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H εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σηµεία 1, 2 και 3 του τριγωνικού 

στοιχείου δίνεται από τη σχέση: 
 
 [(Υ2-Υ1)(Ζ3-Ζ1)-(Υ3-Υ1)(Ζ2-Ζ1)](Χ-Χ1)+[(Ζ2-Ζ1)(Χ3-Χ1)-(Χ2-Χ1)(Ζ3-Ζ1)](Υ- 
 Υ1)+[(Χ2-Χ1)(Υ3-Υ1)-(Υ2-Υ1)(Χ3-Χ1)](Ζ-Ζ1)=0 
 
Αν φέρουµε την εξίσωση του επιπέδου στη µορφή: 
 
 αΧ+bY+cZ+d=0 
 

παρατηρούµε ότι: α=Α, b=B, c=C (τα οποία έχουν είδη υπολογισθεί). Τα συνηµί-
τονα κατεύθυνσης µιας ευθείας κάθετης στο επίπεδο αυτό είναι: 

 
  Cx =A/(A2+B2+C2)1/2  
  Cy =B/(A2+B2+C2)1/2 
 Cz =C/(A2+B2+C2)1/2 
  
Οι προηγούµενες σχέσεις καθορίζουν και τη διεύθυνση της υδροστατικής δύ-

ναµης. Έχουµε λοιπόν υπολογίσει το διάνυσµα της υδροστατικής δύναµης στο κ.β. 
του τριγωνικού στοιχείου. Απαιτούνται όµως οι δυνάµεις στους κόµβους του στοι-
χείου. Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι η κεντροβαρική υδροστατική δύναµη µπορεί 
να αναχθεί σε τρείς ίσες κοµβικές δυνάµεις που έχουν διεύθυνση ίδια µε την αρχι-
κή και µέτρο το 1/3 του µέτρου της. 

Πράγµατι έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε κ.β. Κ (Σχήµα 3.5.2). Έστω ότι στο Κ ασκείται 
δύναµη F τυχαίας διεύθυνσης. Προφανώς η ροπή της F ως προς K είναι Μ(F, 
K)=0. Θεωρούµε και τις τρεις κοµβικές δυνάµεις FA, FB, FΓ τέτοιες ώστε: 

 
  FA = FB = FΓ = F/3 
 
Για να δείξουµε ότι οι τρείς κοµβικές δυνάµεις αποτελούν σύστηµα στατι 

κά ισοδύναµο µε αυτό της µίας κεντροβαρικής δύναµης, αρκεί να δείξουµε ότι: 
  

1)  ΣFi=F  FA+FB+FΓ=F 
 

και  F/3+F/3+F/3=F 
 
που ισχύει και 

 
2) ΣΜi (Fi,K)=0 FA(AK)+ FB(BK)+ FΓ(ΓK) = 0 

 
  F/3(AK+BK+ΓΚ)= 0 

που ισχύει, εφόσον είναι γνωστό από τη διανυσµατική ανάλυση ότι: 
 
 AK+BK+ΓΚ=0 
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για οποιοδήποτε τρίγωνο. 

Από τα προηγούµενα έχουµε τελικά ότι: 
 
 FAX = FBX = FΓΧ = 1/3 F hydr o CΧ 
 FAY = FBY = FΓY = 1/3 F hydr o CΥ 
 FAZ = FBZ = FΓZ = 1/3 F hydr o CΖ 

 
Έχουµε δηλαδή υπολογίσει τις τρεις συνιστώσες της υδροστατικής δύναµης σε 
κάθε κόµβο του τριγωνικού στοιχείου σα συνάρτηση των συντεταγµένων των κο-
ρυφών του. Η γάστρα του πλοίου (και γενικά οποιοδήποτε πλέγµα) αποτελείται 
από τριγωνικά και τετράπλευρα στοιχεία. Στην πρώτη περίπτωση ο υπολογισµός 
είναι άµεσος. Στη δεύτερη θεωρούµε ότι το τετράπλευρο στοιχείο αποτελείται από 
δύο τριγωνικά στοιχεία και έτσι αναγόµαστε στην πρώτη περίπτωση. Αυτοί οι υ-
πολογισµοί επαναλαµβάνονται σε κάθε στοιχείο του πλέγµατος και οι δυνάµεις σε 
κάθε κόµβο προκύπτουν από την άθροιση των επιµέρους δυνάµεων των στοιχείων 
που συντρέχουν στον κόµβο αυτό. Πιο συγκεκριµένα αθροίζονται οι τρείς συνι-
στώσες των δυνάµεων που αντιστοιχούν στα στοιχεία που περιλαµβάνουν τον κοι-
νό κόµβο. Οι συνιστώσες αυτές αναφέρονται ως προς το ολικό σύστηµα συντα-
ταγµένων του µοντέλου, αφού ως προς αυτό αναφέρονται και οι συντεταγµένες 
των κόµβων.  

Ο υπολογισµός των υδροστατικών φορτίων που ασκούνται σε µια επιφάνεια µε 
τον τρόπο που περιγράφηκε προϋποθέτει ότι είναι γνωστές οι συντεταγµένες των 
κόµβων του πλέγµατος της επιφάνειας και ο τρόπος σύνδεσης µεταξύ των κόµβων 
για το σχηµατισµό των στοιχείων της επιφάνειας. Και τα δύο αυτά στοιχεία µπορεί 
κανείς να τα διαβάσει µε το κατάλληλο format από το ASCII αρχείο εισόδου που 
φτιάχνει ο αποκωδικοποιητής. Τέλος εννοείται ότι τα παραπάνω έχουν νόηµα για 
γνωστή γεωµετρία της ελεύθερης επιφάνειας του υγρού.  

 
                                                                           FA  
    
                                                                                                               F 
 
 
 
 
                                  FB 
 
 
                                                                                                                                                            FΓ 
  
        

 
Σχήµα Β.2 

 
2. Υπολογισµός υδροστατικών φορτίων 
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Τέτοιες ρουτίνες συντάχθηκαν για τον υπολογισµό του Zhydro (προηγούµενη παρά-
γραφος). Αυτές καλούνται από το πρόγραµµα υδροστατικών δυνάµεων µε δεδοµέ-
να τα XG και ZG για κάθε στοιχείο.  

Καταρχήν, για τα υδροστατικά φορτία που δέχεται η γάστρα του πλοίου σε κα-
τάσταση ήρεµου νερού κάνουµε τα εξής: Για κάθε κατάσταση φόρτωσης του σκά-
φους γνωρίζουµε τα βυθίσµατα της ισάλου ισορροπίας. Παίρνοντας δύο βυθίσµατα 
από αυτά, µπορούµε µε γραµµική παρεµβολή (η ίσαλος είναι µια ευθεία γραµµή) 
να υπολογίσουµε το βύθισµα στην τυχαία θέση ΧG του σκάφους, οπότε αφαιρώ-
ντας το ΖG  βρίσκουµε το ύψος της στήλης υγρού που ζητάµε.  

Ανάλογη είναι η διαδικασία και στην περίπτωση που έχουµε υγρά φορτία µέσα 
σε δεξαµενές. Από το βάρος των υγρών µε τη βοήθεια του ειδικού βάρους υπολο-
γίζουµε τον όγκο των υγρών σε κάθε δεξαµενή. Επίσης υπολογίζουµε την επιφά-
νεια πυθµένα της δεξαµενής και διαιρώντας τον όγκο του υγρού µε αυτή βρίσκου-
µε το ύψος του υγρού στη δεξαµενή (αµελήσαµε µεταβολές που οφείλονται σε αλ-
λαγή της στάθµης του υγρού λόγω µεταβολής της διαγωγής του σκάφους). Αφαι-
ρώντας κάθε φορά το ΖG βρίσκουµε το ύψος της στήλης υγρού για κάθε στοιχείο 
της δεξαµενής. Ουσιαστικά εκείνο που αλλάζει από την προηγούµενη περίπτωση 
είναι η εξίσωση της ευθείας που περιγράφει κάθε φορά τη στάθµη του υγρού ή την 
ίσαλο πλεύσης. 

Κάπως πιο σύνθετη είναι η κατάσταση για τις ρουτίνες υπολογισµού των βυθι-
σµάτων του πλοίου στην περίπτωση που αυτό βρίσκεται στο κοίλο ή στην κορυφή 
τροχοειδούς κύµατος. Οι ρουτίνες είναι σχεδόν ίδιες µε µία µικρή τροποποίηση 
στην εξίσωση του τροχοειδούς κύµατος. Συγκεκριµένα στην περίπτωση που το 
πλοίο βρίσκεται σε κοίλο κύµατος κάνουµε τα εξής:  

Για κάθε τιµή του ΧG υπολογίζουµε την τιµή της γωνίας Θ που αποτελεί λύση 
της παραµετρικής εξίσωσης τροχοειδούς καµπύλης: 

 
 ΧG=RΘ-rsinΘ 
 

όπου R=L/2π, r=h/2 (L, h το µήκος και το ύψος του τροχοειδούς κύµατος αντί-
στοιχα). Ο υπολογισµός γίνεται µε διαδοχικές δοκιµές, δηλαδή δίνουµε τιµές στη 
µεταβλητή Θ µέχρι το δεύτερο µέλος της εξίσωσης να συγκλίνει στο πρώτο.  

Αφού υπολογισθεί το Θ βρίσκουµε την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας µε 
τη δεύτερη παραµετρική εξίσωση τροχοειδούς καµπύλης: 

 
 Υ=rcosΘ 
 
Όταν το πλοίο για µια συγκεκριµένη κατάσταση φόρτωσης βρεθεί από το ήρε-

µο νερό σε κοίλο κύµατος, η ίσαλος ως προς την οποία αναφέρεται η τροχοειδής 
καµπύλη δεν είναι ίδια µε την ίσαλο του ήρεµου νερού αλλά διαφέρει (εξακολου-
θεί όµως να είναι µια ευθεία γραµµή). Άρα το τελικό βύθισµα του πλοίου προκύ-
πτει από την άθροιση: 

 
 Ζ=Ζ1+Ζ2+Υ 
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Το Ζ1 είναι το βύθισµα σε ήρεµο νερό (είναι είδη γνωστή µε τον τρόπο που πε-
ριγράφηκε στην αρχή της παραγράφου η ίσαλος ισορροπίας σε ήρεµο νερό) και 
είναι Ζ2 µία διόρθωση που λαµβάνει υπόψη τη µεταβολή της ισάλου αναφοράς της 
τροχοειδούς καµπύλης ως προς την ίσαλο ήρεµου νερού.  

Το Ζ2 υπολογίζεται ως εξής: Υπολογίζεται το Ζ’=Ζ1+Υ στις θέσεις δύο νοµέων 
για τους οποίους είναι γνωστά τα βυθίσµατα Ζ για κοίλο κύµατος χρησιµοποιώντας 
πρόγραµµα Η/Υ. Υπολογίζονται σε συνέχεια και οι διαφορές ∆Ζ=Ζ-Ζ’. Κάνοντας 
γραµµική παρεµβολή µε γνωστές τις ∆Ζ αποκτάται το Ζ2 σε κάθε θέση κατά µήκος 
του σκάφους. Ανάλογη διαδικασία ακολουθείται και στην περίπτωση που το πλοίο 
ισορροπεί σε κορυφή κύµατος. 
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